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Uber den Gebrauch von Rauchglasern 
bei optisch-pyrometrischen Messungen. 
Von Fr. Hoffmann in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


Mit sechs Abbildungen. (Hingegangen am 22. Mai 1923.) 


Um den MeSbereich eines optischen Pyrometers auf héhere Tem- 
peraturen auszudehnen, als fiir den es unmittelbar brauchbar ist, steht 
ein einfaches Mittel zur Verfiigung: Die Intensitét der eintretenden 
Strahlung wird durch eine geeignete Lichtschwachungsvorrichtung so 
erniedrigt, da sie wieder in den urspriinglichen Bereich fallt und 
der Messung zuganglich wird. So wird beim Glihfadenpyrometer 
nach Holborn-Kurlbaum ein Prismensatz oder ein Rauchglas vor 
das Objektiv gesetzt, sobald die zu messende Temperatur iiber etwa 
1500°C liegt, weil bei direkter Messung die Konstanz des Gliihfadens 
durch Uberlastung gefaihrdet ware, und beim Spektralpyrometer nach 
Wanner bei Temperaturen itiber etwa 1650° ein Rauchglas vor den Kolli- 
matorspalt, weil die Einstellungswinkel so nahe bei 90° liegen, daS 
die Empfindlichkeit sehr gering ist und die Fehler durch etwa vor- 
handenes Nebenlicht bedenklich gro8 werden. Die Theorie einer 
solechen Lichtschwachung ist in dem Fall, daB es sich um mono- 
chromatisches Licht handelt, sehr einfach. Angenommen, das Pyro- 
meter lasse von der einfallenden Strahlung nur einen sehr eng- 
begrenzten Bereich von der Wellenlange 4 (gemessen in w) ins Auge 
treten, was bei dem Spektralpyrometer durch die spektrale Ausblendung, 
bei dem Gliihfadenpyrometer durch Einschaltung des Okularfilters 
erreicht wird, und es seien H und 7 Helligkeit und absolute Temperatur 


des ungeschwichten, H’ und 7’ Helligkeit und absolute (,,schwarze“) 
; ! 


-Temperatur der geschwachten Strahlung, ferner V = a die Durch- 


lassigkeit der Schwachungsvorrichtung, so gilt, als Folgerung aus dem 
Wienschen Strahlungsgesetz, die Beziehung: 


Eh M.ce/1 1 
log 7 = bog F = "(i —g) f (1) 


worin c = 14300 die Strahlungskonstante und M = loge = 0,4343 

der Modul der natiirlichen Logarithmen ist. Definieren wir als ,,pyro- 

metrische Schwichung“ die fiir Temperaturmessungen mit Licht- 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XVII. 1 
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1 1 T—T' fol 
schwichungen mafgebende GréBe t = 7h ee so folgt 


aus (1), da in monochromatischem Licht die pyrometrische Schwachung 
eine Konstante ist, die entweder direkt gemessen oder aus der ge- 
messenen Durchlissigkeit der Lichtschwachungsvorrichtung bei bekannter 
Wellenlinge berechnet werden kann. Ist t bestimmt, so ist auch die 
gesuchte Temperatur 7 aus der gemessenen T’ im ganzen Bereich zu 
berechnen. 

In Wirklichkeit ist nun aber die durch das Pyrometer tretende 
Strahlung keineswegs streng monochromatisch, und es erhebt sich die 
Frage, wie. in dem Falle eines Spektralbereiches yon endlicher Breite 
die “'Temperatur des anvisierten Kérpers aus der gemessenen Tem- 
peratur zu berechnen ist. Diese Frage ist neuerdings von Bedeutung 
geworden, da einerseits bei dem Wanner-Pyrometer statt der spek- 
tralen Ausblendung ebenfalls Ausfilterung des Lichtes durch ein (meist 
rotes) Okularglas eingefiihrt ist und andererseits beim Holborn- 
Kurlbaum-Pyrometer statt der Prismen Rauchglaser benutzt werden, 
die nicht ,neutral“ sind, d.h. nicht in allen Spektralgebieten gleich 
stark schwichen, sondern eine mehr oder minder starke selektive Ab- 
sorption zeigen. In diesen Fallen, in denen das beim Photometrieren 
wirksame Licht aus Strahlen zusammengesetzt ist, die aus einem 
verhaltnismafig breiten Spektralbereich stammen, ist auch die Licht- 
schwachung nicht ohne weiteres durch eine Konstante bestimmt, sondern 
durch den Verlauf der Absorptionskurve in dem in Betracht kommenden 
Spektralbereich. Dabei ist aber von vornherein zu erwarten, daB die ' 
»wirksame“ Wellenlinge eine Verinderung erleidet, und zwar dadurch, 
da8 die Helligkeitsverteilang im Durchlassigkeitsbereiche sich erstens 
mit steigender Temperatur der anvisierten Lichtquelle und zweitens 
durch selektive Durchlissigkeit des Rauchglases andert. Obwohl sich 
tiber die GréBe dieser Einfliisse Uberschlagsrechnungen anstellen lassen, 
erschien es doch wiinschenswert, fiir gewisse praktisch vorkommende 
Falle eine genaue Durchrechnung auszufiihren, um die méglichen Fehler 
abzuschitzen, die besonders bei Extrapolation in das Gebiet sehr hoher 
Temperaturen hinein gemacht werden kénnen. Es wird im folgenden 
gezeigt werden, da8 diese Berechnung vollkommen durchfiihrbar ist, 
wenn die Durchlassigkeit des Okularfilters und des Rauchglases gegeben 
ist und die spektrale Helligkeit des schwarzen K6rpers auf Grund 
des Wienschen Strahlungsgesetzes sowie der spektralen Empfindlich- 
keit des menschlichen Auges als bekannt angesehen werden. Die 
folgenden Rechnungen sind so allgemein gehalten, daB sie auf jeden 
dhnlichen Fall photometrisch -pyrometrischer Messungen iibertragen 
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werden kénnen; indessen schien es zweckmaBig, sie zahlenmabig auf 
einen besonderen Fall zu beschranken: niimlich auf die Verwendung 
zweier Jenaer Rauchglaser F 3815 und F 7839 in Verbindung mit 
dem Jenaer Rotfilter F 4512 in dem Gliihfadenpyrometer nach HH ol- 
born-Kurlbaum. Fiir diesen Fall werden die Ergebnisse vollstindig 
mitgeteilt, und es wird dabei gezeigt werden, wie sie fiir die Priifung 
ahnlicher Lichtschwachungen nutzbar gemacht werden kénnen. : 

$1. Die ,wirksame* Wellenlinge. Der Begriff der in opti- 
schen Pyrometern ,,wirksamen“ Wellenliinge, wie er in der Reichs- 
anstalt schon seit 1910 den Berechnungen zugrunde gelegt wurde, ist 
in letzter Zeit in einer Reihe von Arbeiten1) vollkommen geklart, 
wobei sich seine Brauchbarkeit in zahlreichen Anwendungen ergab. 
Wir verstehen unter der ,wirksamen“ Wellenlinge zwischen zwei 
Temperaturen diejenige Wellenlange, fiir die das Verhialtnis der 
Strahlungsintensitaéten eines schwarzen Strahlers bei den beiden Tem- 
peraturen gleich ist dem Verhaltnis der Gesamthelligkeiten der durch 
das Pyrometer hindurchtretenden Strahlung bei denselben beiden 
Temperaturen. Sind also H, und dH, die Helligkeiten des schwarzen 
KGrpers bei den absoluten Temperaturen 7, und 7, (oder ¢, und f¢, 
in Celsiusgraden), so ist die wirksame Wellenlange 4, bestimmt aus 
der Formel 


H,  M.e ( Peter ) 
log = — A ) 
ee By y RON Ay BSE of (2) 


wenn man darin an Stelle der spektralen Helligkeiten H, und H, die 
Gesamthelligkeiten Hi und Hs der durch das Pyrometer tretenden 
Strahlung setzt, die gegeben sind durch: 

H= J H, eda 
und Sti 

H; = | Hedi, 
die also gewonnen werden durch Integration der mit dem Durch- 
lassigkeitsfaktor ¢, multiplizierten Helligkeiten H. Der Definition nach 
ist die wirksame Wellenlinge nur fiir ein endliches Temperaturintervall 
berechenbar, also etwa von einer festen Ausgangstemperatur aus fiir 
alle Intervalle bis zu einer zweiten verinderlichen Temperatur, als 
deren Funktion man sie im allgemeinen darstellt. Die Berechnung 
wird naturgema8 um so ungenauer, je kleiner das Temperaturintervall 
ist, und wird unbestimmt bei der Ausgangstemperatur selbst. Foote 
_[1916]2) zeigte jedoch, daB sich der Grenzwert der wirksamen Wellen- 


1) E. P. Hyde, F. E. Cady und W. E. Forsythe, Astrophys. Journ. 42, 
294—304, 1915 u.a. 
2) P. D. Foote, Bull. Bur. of Stand. 12, 483—501, 1916. 
1* 
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lange fiir ein unendlich kleines Intervall, d. h. fiir diese Temperatur 
selber durch einen einfachen Grenziibergang ergibt zu 


Auch dieser Grenzwert wird im folgenden noch wiederholt benutzt 
werden. 


§ 2. I. Methode der Berechnung. Der Fall, auf den sich 
die vorliegenden Berechnungen beschranken sollen, sei folgender: 
In ein Gliihfadenpyrometer trete einmal die ungeschwachte Strahlung 
eines schwarzen Kérpers von der Temperatur ¢,, ein zweites Mal die 
durch ein gegebenes Rauchglas geschwichte Strahlung von der Tem- 
peratur t, desselben Kérpers und werde beidemal mit der Glihlampe 
photometriert. Am Okular befindet sich ein Rotfilter aus dem Jenaer 
Glas F 4512, das sowohl aus der vom Glihlampenfaden herriihrenden 
als auch der von aufen eintretenden Strahlung einen bestimmten 


es eee 


-—- | 


as gee 


es 


roten Spektralbereich herausfiltriert. Es sei: . 
J, a4 die Intensitat der schwarzen Strahlung bei der ST A, 
g, die spektrale Augenempfindlichkeit bei 4, ] 
H,di = J,.9,.d4 die Helligkeit der schwarzen Strahlung bei 4, ; 
é, die Durchlissigkeit des Okularfilters, : 
Q, die des Rauchglases, q 
y die der Glasteile des Pyrometers (Linse und Glashiille der Lampe), ; 
die als unabhangig von der Wellenlinge angesehen werden kann. \ 
Dann ist die integrale Helligkeit der ungeschwachten Strahlung H’ und " 


die integrale Helligkeit der durch das Rauchglas geschwachten Strah- 
lung H", die vom schwarzen Korper ausgehend ins Auge tritt, gegeben 
durch die beiden Gleichungen: 


H' = j J,-Pa-&-7.dA=y j Hy. &,.daA, 


ys iiees \ Ja-Qx-€,-02-7.dA =y \-Ha-t,-Qa.da. 


Wird nun H” mit einer vor'dem schwarzen Kérper geeichten Lampe 
photometriert, so heiBt das, daS die Helligkeit Hi der zu einer Tem- 
peratur ¢, gehdrigen ungeschwachten, nur durch das Rotfilter gegangenen 
Strahlung gleichgesetzt wird der Helligkeit Hs’ der zu der Temperatur — 
t, gehdrigen durch das Rauchglas geschwichten und wieder durch 
das Rotfilter gegangenen Strahlung. Es ist also Hi = Hy’, d. h.: 


f Heda = | Hyenqida. (yy 
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Der Einflu8 der Glasteile des Pyrometers fallt also vollkommen 
heraus, wenn man yon ihnen annehmen kann, daB sie keine selektive 
Absorption zeigen. 

Die Aufgabe ist nun, die pyrometrische Schwichung des Rauch- 
glases, d. h. die Beziehung zwischen ¢, und ¢, fiir alle Temperaturen 
aus den optischen Daten zu bestimmen. Die Berechnung bietet 
prtinzipiell keine Schwierigkeiten: Sind H, ¢, @ bekannt, so sind auch 
H" und H’ gegeben, wobei allerdings wegen des empirischen Charakters 
der Abhangigkeit der GréBen ¢, €, @ von der Wellenlinge langwierige 
Summationen an Stelle der Integrationen auszufiihren sind. Fiir die 
Durehrechnung hat sich folgender Weg als praktisch erwiesen: Nach- 


dem die integralen Helligkeiten H’ fiir eine Reihe von Temperaturen ¢, 
TW! 

berechnet sind, bildet man die Helligkeitsverhiltnisse V’ = uae und 
0 


xt" 
Bia He 
worin Hy und H,’ die zu einer festen Ausgangstemperatur ty) (= 1100°) 


_gehérigen Werte von H’ und H" bedeuten. Setzt man jetzt unter 
Wn 

Beriicksichtigung der Formel (4) — = V’ und berechnet aus einer 
0 

Tabelle der V’ in Abhangigkeit von ¢ die Temperatur ¢,, so hat man 


den zu t, gehérigen Wert t,, also die gesuchte pyrometrische Schwachung 
des Rauchglases. \ 

$3. ZahlenmaBige Ausfiihrung der Rechnung. Geht man 
von der willkiirlich gewahlten Temperatur t, = 1100° aus und be- 
zeichnet bei dieser Temperatur mit J) die Strahlungsintensitat des 
schwarzen Kérpers, mit H, = J)@ seine Helligkeit, mit H, = Hyé 
seine Helligkeit nach Durchgang durch das Rotfilter, so erhalt man 
die in Tabelle 1 fiir den Spektralbereich des Rotfilters F 4512 wieder- 
gegebenen Werte. Die GréSen J, ergeben sich aus der Wienschen 
 Spektralgleichung, wobei ein Faktor 10— unterdriickt ist, da es sich 
- lediglich um Relativwerte handelt. Die GréBen @ fiir die spektrale 
Augenempfindlichkeit sind in folgender Weise gewonnen worden: Die 


in gleicher Weise die zu t, gehérigen Werte H” und V" 


Ao\ m 
Formel von Goldhammer?) gy = (2 oad ) mit den Koeffizienten 


Ay = 0,555 uw und m = 170,5, die sich den zahlreichen Beobachtungen 
schon ziemlich gut anschmiegt, wurde zunichst zugrunde gelegt und 
-dann eine empirische Korrektion daran angebracht, die den ver- 
schiedenen, nicht ganz regellosen Abweichungen im 4uBersten Rot 


1) Ann, d. Phys. (4) 16, 629, 1905. 
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gerecht wird. Die Durchlassigkeiten € fiir das Rotfilter F 4512 sind 
mit dem Spektralphotometer nach Kénig-Martens gemessen. Man 
erhilt mit ihnen die GréSen H{ und durch Summation dieser H,, 
sowie der nicht in der Tabelle wiedergegebenen Werte H,/4 die 
wirksamen Wellenlingen des Rotfilters bei 1100° nach Foote zu 


Ag 2H — 0,6517u. .Von den untersuchten Rauchglasern wurden 


zwei Gruppen gebildet: Gruppe A umfabte Filter aus dem Jenaer 
Glas F 3815 und Gruppe B solche aus Jenaer Glas F 7839. Die 
Durchlissigkeiten 94 und gg wurden ebenfalls mit dem Kénigschen 
Photometer bestimmt. Die in Tabelle 1 wiedergegebenen und zur 
Rechnung benutzten Werte sind Mittelwerte fiir zwei genauer unter- 
suchte Gliser jeder Gruppe. Wie aus den Zahlen ersichtlich ist, 
unterscheiden sich die beiden Rauchglaser A und B ziemlich stark 
voneinander, und zwar ist bei der Wellenlange 4 = 0,656 (Hz) bei 
A die Durchlissigkeit @4 = 1,110.10~? und bei B eg = 10,885.10-?, 
d.h. das Rauchglas A 148t etwa 1 Proz. und B etwa 11 Proz. hindurch. 


Tabelle 1. Berechnung der spektralen Helligkeiten H), Hj und Hy 
fiir die Temperatur f = 1100°C. 


Rotfilter F 4512 
Rotfilter : 
F 4512 + Rauchglas A | + Rauchglas B 
A | Jy 2 Hy (F 3815) (F 7839) 
Me | € Hy Qa Hy Op Hy 
0,600) 3,724/62,81.10—2/2,321 | 0 0 0,61;.10-7} 0.10 || 8,84).10-2 0.1071 
610| 4,558/49,00 2,238 | 1,2 | 2,68  |0,67, 1,81 9,309 2,49 
620| 5,534|36,49 2,019 || 7,5 | 15,14 110,73, 11,08 9,55 14,46 
630, 6,669|25,66 1,711 23,85] 40,81 |[0,80, 32,89 9,94, | 40,59 
640| 7,981|16,95 1,358 |59,1,| 80,03 |0,87, 70,03 10,289 82,27 
0,650) 9,487/10,42 0,988 |81,8 | 80,82 /1,00, 80,82 10,65, 86,11 
660/11,205| 5,90 0,6611|87,9,| 58,14. |1,17, 68,26 11,025 64,07 
670|13,152| 3,05 0,4011]89,6 | 35,94 |/1,43, 51,72 11,445 41,13 
oa 15,350) 1,47 0,2256]89,9 | 20,28 1,75, 35,65 11,853 24,04 
90|17,815| 0,67 0,1195||89,6,| 10,71 |/2,18, 23,39 12,199 13,06 
0,700/20,569 030,  |0,0629/89:1, 5.60 2:70, 15.13 (12,44, 6.97 
710|23,627) 0,14, 0,0847/88,5 | 3,07 |3,13 9,61 12,71 3,90 
720|27,008) 0,075 0,0194//87,8 | 1,71 |13,68 6,21 13,07 2,23 
780|80,785, 0,03, 0,0111|87,0 | 0,96 |/4,08 3,91 13,36 1,28 
a el pS —_—_—_— 
2H) = HT} = 355,89 a § == 410,51.10-2 382,60.10-1 
: . 
2" = 546,07 [29 = 701,52 | 585,92 
Wirksame Grenzwellenlange A,=0,6517u| Ay = 3 
. 0 = 0,6517 4 0 =  0,6590 0,6580 
(nach Foote) bei t = 1100°C Ag-ay = + 010078. + scare 
. log Hj =2,5518 |logH{—= 00,6183 | 1;5827 79 


log Vj =—1,9380 | |} —0,9686 


Uber den Gebrauch yon Rauchglasern bei optisch-pyrometr. Messungen. rf 


Aber auch der spektrale Verlauf der Durchlassigkeit (vg. Fig. 1) ist 
wesentlich verschieden: Rauchglas A zeigt einen betrichtlichen An- 
stieg im Rot, wahrend er bei B viel geringer ist. Aus den Durch- 
lissigkeiten 94 und gz wurden dann die Helligkeiten H;, fiir die zwei 
Glaser gewonnen. Aus der Summation ergibt sich wieder die wirk- 
same Wellenlinge nach Foote Aj, die wie ersichtlich ist, bei Rauch- 
glas A eine Verschiebung um 0,0073u gegen 2), erleidet, wihrend 
sie bei B fast unveriindert geblieben ist. 


ur 
Vie 
40 20 5 ER T — / 
x10” A/ 
fd 
/ 
30 15 | | Rd 


ee 
A= 0500 O550 Q600 Q650 Q700 OT5O fl 


Fig. 1. Spektrale Durchlassigkeit der Rauchglaser A und J. 


o, Mittelwerte aus Messungen an zwei Glisern Ra; und Rag —— — 


A 
seu cmesns A. (F 2015) \ o’, Werte fiir ein drittes Glas, bei dem die Messungen weiter 
A ins Gebiet der kurzen Wellen ausgedehnt werden ------ 


Mittelwerte aus Messungen an zwei Glasern Rby und Rbg 


Rauchglas B (F 7839) o B 


Fiir die weitere Berechnung wurden nun in gleicher Weise wie 
fiir 1100° noch fiir eine Reihe anderer Temperaturen die Werte 
. H’ und H” ermittelt und die Logarithmen der Helligkeitsverhaltnisse 

Ty! WW 
log und log 2: gebildet (Tabelle 2). Die Temperatur ¢, wiirde 


0 0 
WW 


sich nun ergeben, indem man die zu diesen log — gehdrigen t-Werte 
0 
aus der Tabelle fiir F 4512 interpoliert. Da diese Interpolation aber 
zy! 
bei dem starken Gange der log ue umstindlich sein wiirde, inter- 
0 


poliert man besser die wirksamen Wellenlingen 4’, die sich nur sehr 
wenig und nahezu linear andern aus einer Tabelle, die die 4’ in Ab- 
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zy! 


hingigkeit von log = darstellt, und berechnet direkt ¢, aus der 
0 
He LA ae eA 
Formel t = ——--log =-- Die so gefundenen Werte enthalt Tab. 3. 
M.c Ho 
Tabelle 2. 
| Rotfilter F 4512 
Rotfilter F 4512 
ae + Rauchglas A (F 3815) || + Rauchglas B (F 7839) 
Wt A H" 
a log ca a log pes a" log — 
Ho Hy Hy 
800 0,6530 | —1,9368 0,6607 | — 3,8517 0,6544 — 2,9012 
1100 | 2, = 0,6517 0 § = 0,6590 —1,9880 2; = 0,65380 | — 0,9686 
1400 0,6509 |-+-1,2461 0,6579 | —0,7053 0,6522 02751. 
1700 0,6504 2,1150 0,6571 | +0,1549 0,6516 1.1424 
2000 0,6500 2,7553 0,6566 | + 0,7891 0,6512 | +.1,7816 
3000 0,6498 |+4,0443]| . 0,6556 ; + 2,0665 0,6504 + 3,0683 ; 
4000 0,6489 | -+ 4,7310 0,6551 |-+ 2,7473 | 0,6500 + 8,7539 


Damit ist unsere Aufgabe praktisch gelést. Wie man sieht, 


point -dio, Grol .cias- a bel dam encieiaas tee ee 


f, TT; 
wohl aber bei A. 
Um die GréBe dieses Ganges beurteilen zu kénnen, ist in Tabelle3 
in den letzten beiden Spalten der Faktor O¢, in Graden angegeben, 
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Tabelle 3. 
NS :3:3:3£8.2.. — ~ 
Temp. d. anvisierten | Rauchglas 4 || Rauchglas B | 
Strablung | : : (F 3815) | (F 7839) A | B 
|| att | : | 
1 © — ae ale || | 
1 | 7 ay | Oty dts 
t, 9C —_ | |e! — 7 = 71 t, °C | t — 7 =) tC] 
| ARS: IL _| Ca KOR 9, 
800 19, 319. 10-4 | — 2,088. 10-4 l/,022.10—4] | 609 | 1,018. 10—4| 694 |-- 2 ) 
1100 | 7,283 | || 2,038 | §00 4 ,017 | 932] | 
1400 | 5,977 41,806 || 2,047 | 973} 1,017 | 1157 || — 2| | 
1700 | 5,068 2,215 | 2,052 | 1181] 1,018 | 1870 ]|— 6 0 
2000 | 4,399 + 2,884 || 2,056 11276 ||1 018 | 1573 | —10 | 
3000 | 3,055 || + 4,228 || 2,064 | 1680 | 1,018 2182 | —28 
4000 | 2,340 + 4,943 | 2,068 | 1996 | 1,018 2705 || —55 


§ 4. Il. Methode der Berechnung. Die im vorangegangenen 
befolgte erste Methode fihrt zwar einwandfrei zu einer verhaltnismiBig 
einfachen zahlenmafigen Berechnung der pyrometrischen Schwachung 
aus den optischen Daten; sie ist aber insofern unbefriedigend, als 
sie keinen rechten Einblick gewahrt in die eigentliche Ursache 
fiir die Anderung der GriBe t. Es sei deshalb noch eine zweite 
Methode der Berechnung angegeben, die zwar zu dem gleichen Er- 
gebnis fiihrt, aber zum vollen Verstandnis der Erscheinung dadurch 
wesentlich beitrigt, daB sie den Zusammenhang mit den wirksamen 
Wellenlangen der in Betracht kommenden Strahlungen aufdeckt. 

Gehen wir zunachst von der Annahme aus, da8 die wirksamen 
Wellenlangen 2’ und 4” der durch das Rotfilter allein und der durch 
das Filter und das Rauchglas gegangenen Strahlung konstant und 
gleich Aj sind, so gilt, wenn wir durch den Index ¢ diese Konstanz 
zum Ausdruck ger 


Cy 
o 7 9) 
log Vs =e (Gar) = ®) 
und 
Tefen AS : 
log VE = Se (py Be 
In einem Kurvenblatt (Fig. 3) mit derAbszisse Lt Red und der Ordi- 


Hy Nan 
nate log V wird dann log V, durch eine Gerade durch den Koordi- 
natenanfang und log V; durch eine dazu parallele Gerade durch den 
Punkt 1/73 auf der Abszissenachse dargestellt. Da es nun zweck- 
maBig ist, in allen Fallen von der Helligkeitsverteilung des schwarzen 
Korpers bei einer festen Temperatur t) = 1100° auszugehen, verfolgen 
wir die Gerade fiir log V¢ bis zu ihrem Schnittpunkt P mit der durch 
den Anfangspunkt 1/7» gehenden Ordinate und rechnen alle Hellig- 
keitsverhiltnisse des Rauchglases von diesem Punkte aus. Um dies 
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in Formeln auszudriicken, fiihren wir das neue Helligkeitsverhaltnis 
" 


ipl TA ein, das mit V” verbunden ist durch die Beziehung 
log U" = log V” — log Vo, 
wobei - 
i ao 
Ho 
und 


MefA l ) Me 
[ys ee (SS eer 6 
log J ii Fr T; Fh eg (6) 


ist. Daraus folgt dann 


log. Uje= 


Me -/ 1 7) MM C55; 
—_ ae FG IEE 
ho ts y dd ho 


Bezeichnen wir t als die ,pyrometrische Schwachung“ des Rauch- 
glases, so ist also t) = t —t,, in unserer Darstellung der konstante 
horizontale Abstand der beiden Parallelen fiir log UZ und log V;, die 


Fig. 3. 


~konstante pyrometrische Schwachung eines Rauchglases in einem so 
engen Spektralbereich, da8 die wirksame Wellenlange des Rotfilters 
weder eine Verschiebung durch Hinzufiigen des Rauchglases noch 
durch die Anderung der Temperatur der Strahlung erfihrt. 

Lassen wir nun die erste Einschrankung fallen und nehmen wir 
an, daS die wirksame Wellenlinge des Filters 2) durch Hinzufiigen 


des Rauchglases um einen bestimmten konstanten Betrag verschoben | 


wird, so daB sie den Wert Ai annimmt, so wird die Kurve log U” nach 
wie vor eine Gerade durch den Schnittpunkt P mit der Nullpunkts- 
ordinate sein, die aber eine andere Neigung gegen die Abszissen- 


——— ———————E——— 


a - 
ee ee ee ee — 
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achse hat. Bringen wir die neue Konstanz der Wellenlainge durch 
den Index ry zum Ausdruck, so wird 


Beriicksichtigen wir endlich noch die Anderung der Wellenlinge 
durch die Anderung der Temperatur der eintretenden Strahlung, so 
werden die beiden Kurven fiir log V’ und log U" einen, der geringen 
Anderung von 4 entsprechend, nur wenig von den Geraden log V;, 
und log U; abweichenden Verlauf zeigen. 

Die gesuchte pyrometrische Lichtschwichung ergibt sich nun- 
mehr als horizontaler Abstand dieser beiden Kurven zu 


t= tt! —v = % —tr+ tr, + Tr, (7) 
wenn wir mit try die Anderung von t beim Rotfilter und mit TR, 
und tg, die beiden Anderungen beim Rauchglase bezeichnen. Die 
GréBen t stehen nun in folgenden einfachen Beziehungen zu den 


wirksamen Wellenlingen: Es ist 


uM — iy 
tp = 1t' —t = (A’—) Ses 2 


To (7a) 


i! 
und analog 
” Seats ay 
tpt Fe, = esa ae Ee: (7b) 
Au =—* ye 
tp t" — ty = ay Te (7 ¢c) 
fae: 0 A; 0 a OA; 
Tt =% — 4, Te ay te + aif teo 
wobei 04; = A’— Ap die von der Temperatur abhangige Verschie- 
bung der Wellenlinge der Strahlung H’, 
OAy = 26 — Ag 
die konstante und ee 
OAy = A" — 1G 


die von der Temperatur abhingige Verschiebung der Wellenlange 
der Strahlung H” bedeutet. Setzt man noch fiir die Gesamtverschie- 
bungen der beiden Strahlungen: 

Oa’ = 0% und 64” = 04,4 0%, 
so wird: 


sets OMe, 
C= — 409) aah OY ie aire Mw Te» 


wobei | 


Nha Rik acancistie 0.6815 
Vera, 208.1% 6.4349 414 500 


log Vy) = 1,0494.10~*. log Vo 
Me 
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und iat HY 
log Vp = log =” fir tp = 1100", d.b, = log ~ (vgl. Tab. 1 und 2) 


0 0 


bedeutet. 
85. ZahlenmaBige Ausrechnung nach Methode II und 


experimentelle Bestatigung. Die Methode II verspricht einen 
besonders deutlichen Einblick in die Erscheinung bei dem Rauchglas 
zu geben, bei dem ein merklicher Gang der pyrometrischen Schwachung 
mit der Temperatur vorhanden ist. Es sei deshalb zunachst das Er- 
webnis der Durchrechnung des Rauchglases A in der Tabelle 4 und 
in graphischer Darstellung in Fig. 4 wiedergegeben. Dabei ist in 
der Tabelle die gesamte pyrometrische Lichtschwachung t sowie die 
vier Summanden, aus denen sie sich zusammensetzt: die Konstante T, 


T) = 2,033, . 10-4 


Fig.4. Pyrometrische Schwaichung des Rauchglases A (F 3815) 
in Verbindung mit dem Rotfilter F 4512. 


und die drei Variablen ty, tr, und tr, mitgeteilt, in den Kurven 
jedoch nur der variable Betrag, der zu t» hinzutritt, als Funktion der 


reziproken absoluten Temperatur der Lichtquelle, gezihlt von aus, 


Ty 
also als Funktion von z — 5 eingetragen. Man erkennt, daB die 
Verschiebung der wirksamen Wellenlinge in der anvisierten Strahlung 
nach Rot infolge der gréferen Durchlissigkeit des Rauchglases in 
diesem Gebiete, die ihren Ausdruck findet in der fast vollig linearen 
GroBe tz,, einen verhiltnismafig starken Anstieg von t bedingt. Dieser 
Anstieg wird aber zu etwa einem Drittel kompensiert durch die Summe 
der beiden GréSen — tp und TR, die bedingt ist durch die Verschie- 


bung der wirksamen Wellenlinge der geschwichten Strahlung gegen-_ 
tiber der ungeschwachten Strahlung infolge ihrer héheren Temperatur_ 
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Tabelle 4. 


Temperatur der : wees é A 
anvisierten Strahlung | Rotfilter F 4512 +- Rauchglas A (F 3815) 
_ ee ee | «a SEE Te eee E 
to C | T aay ar T air | + Tp +Tp, t 
800 | — 2,086.10—¢ |) | +0,016) | — 0,022, | — 0,008, | 2,022.10—4 
1100 0 | + 0,004, 0 a 2,038 
1400 | + 1,306 | + 0,000, + 0,014, | — 0,002, | 2,047 
1700 | + 2,215 2,033g 4| +.0,000,; | + 0,024g | — 0,006, | 2,052 
2000 | + 2,884 + 0,000, | +0,032, | —0,010, | 2,056 
3000 | + 4,228 + 0,004, | +0,047, | —0,021, | 2,064 
4000 | + 4,943 + 0,007, | + 0,055, | — 0,029, | 2,068 
ve 
ae Spek Se 0494, 10-4 
w= ft les 
log Vp = — 1,9380 


nach Gelb. Die Richtigkeit der Rechnung findet ihre Bestitigung 
in der vollkommenen Ubereinstimmung der beiden nach Methode I 
und IJ gewonnenen Wertereihen (Tabelle 4, Spalte 7 und Tabelle 3, 
Spalte 4). 

Es fragt sich nun, ob mit diesen auf rein optischem Wege be- 
rechneten Werten die pyrometrischen Messungen im Einklang sind. 
Um dies zu entscheiden, wurden zwei Rauchglaser R,, und R,, vom 
Typus A, die beide auf ihre spektrale Durchlassigkeit untersucht 
waren und deren mittlere Durchlassigkeit die der vorigen Berechnung 
zugrunde gelegten Werte @4 in Tabelle 1, Spalte 7 ergaben, in fol- 
gender Weise pyrometrisch untersucht: Vor dem schwarzen Kérper 
wurde bei 1400° mit dem Glihfadenpyrometer, einmal mit Rauchglas 
und dann mit einem rotierenden Sektor von der Offnung 1/1), dessen 
Schwiichung der des Rauchglases fast gleichkam, und endlich mit 
dem Spektralphotometer nach Kénig-Martens beobachtet. Dann 
wurde der schwarze Kérper auf die Temperatur eingestellt, die sich 
bei der vorigen Beobachtung mit Rauchglas ergeben hatte (etwa 970°) 
und mit Gliihfadenpyrometer und Spektralphotometer die Beobachtung 
wiederholt. Die Messungen mit dem Spektralphotometer, die im Rot 
(A = 0,656) und Gelb (A = 0,589) ausgefiihrt wurden, dienten 
zur genauen Bestimmung der oberen und unteren Temperatur ¢, und 
meal 1 
ce Tiida 
Lampenstromstarke i entspricht. Aus den nahe dabeiliegenden Ein- 
stellungen ig und ig bei Einschaltung des Sektors oder des Rauch- 
glases konnten dann die diesen entsprechenden Werte fiir + aus den 
Differenzen der Stromstirken und dem bekannten Gradienten der 


4), also der GréBe tc’ —ct' = Tt die einer gegebenen 
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Gliihlampenstromstirke 07/dt = 4,59.10~* Amp. berechnet werden. 
Bei zwei Beobachtungsreihen I und II ergab sich nun folgendes: 
Mit dem Spektralphotometer 


art 1 
ty ty — PEs Lf 
Rake (enoti ke eee ee 970,09 
ps2 1 Gelba is Seco 971,7 
1399,5° 970,8° 2,060) . 10-4 
Reihe: LE Rot’) dies pee le OOele 969,39 
> IL Gelb. s «1s: ie ABO0 OM sme ee de 
1400,09 970,79 2,068, 
2,061, .10—4 
Mit dem Gliihfadenpyrometer 
Mittel aus I und II 
bei t, ohne Schwichung. ... ¢ = 0,4636Amp. (970,79) (2,061,.10—4) 
Ree Sektor Yin. . . s - tg = 00,4611 , 965,3 2,097, 
bel ty, mit) Ry ofs dt eie ier Mgt ORCC, 976,1 2,0263 
| mit By + pisos aie sp eee AGE Dee 974,5 2,037, 


Vergleicht man die so gefundenen pyrometrischen Schwachungen 
mit den aus den optischen Daten berechneten, so ergibt sich: 


A 
Tyr vont Toyr — Topt 
fir den Sektor 1/799. sso = a 200 2,098 — 0,001. 10—4 
» das Rauchglas R, . .. . . 2,026 2,041 — 0,015 
. 4 Ht ts, aia 088 2,051 — 0,013 


a 


Hierin ist fiir den Sektor ein Wert eingesetzt worden, der spiter 
(in § 6) naher begriindet wird. Die fiir die beiden Rauchgliser an- 
gegebenen Werte ergaben sich aus den Einzelwerten der Durch- 
lassigkeiten; ihr Mittel stimmt, wie es sein muB, mit dem in Tabelle 3 
bei 1400° angegebenen Wert iiberein. Zur Beurteilung der GréBe 
der Abweichungen diene folgende Uberlegung: Der Fehler von 1 
hangt von dem Fehler in ¢, und ¢, in folgender Weise ab: Es ist 


gf Ture Th OTs 


fiir die gegebenen Temperaturen also: 


= —36.10-707, 
+ 6,5.10-76 T,, 


Kin Fehler von 67’ = 1°, bei der oberen und unteren Temperatur 
in entgegengesetztem Sinne, ruft also schon einen Fehler von 
Ot = 0,011.10-4, d. bh. von einem Betrage hervor, der dem bei 
Ra, und R,, beobachteten fast entspricht. Da die Genauigkeit der 


_ 
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Messungen mit dem Gliihfadenpyrometer auf etwa 2° zu veranschlagen 
ist, steht also der pyrometrisch gemessene Wert in vollkommener 
Ubereinstimmung mit dem optisch errechneten. 

Bei einer gréSeren Reihe von Beobachtungen aus Anla8 der 
Priifung einer Serie von Rauchglisern stellte sich jedoch auffallender- 
weise heraus, daf stets Abweichungen von nahezu demselben Betrage 
in gleichem Sinne auftraten, was darauf hindeutete, daB noch ein sehr 
kleiner systematischer Fehler vorhanden sein miisse. Es ist nun sehr 
bemerkenswert, da8 sich auch dieser noch nach genauer Durchmuste- 
rung aller der Rechnung zugrunde liegenden Daten auffinden lief. 
Bei der Bestimmung der spektralen Durchlassigkeit der Rauchgliser 
am Spektralphotometer war mit einer Spaltbreite von 0,4min und 
mehr gearbeitet worden. Bei dieser Spaltbreite ist aber an den ge- 
messenen Durchlissigkeiten eine kleine Korrektion anzubringen, die 
dadurch zustande kommt, da die wirksame Wellenlinge bei der ge- 
schwichten Strahlung etwas von der eingestellten verschieden ist. 
Eine genaue Durchrechnung im Gebiete der gré8ten Durchlassigkeit 
(A = 0,656 u) ergab, daB die gemessenen Werte um etwa 2,5 Proz. 
zu verkleinern sind. Der Wert von 7 ist infolge dieser Korrektion 
um 0,011,.10—4 kleiner anzusetzen. Damit ist auch der letzte un- 
scheinbare Rest einer Differenz zwischen den optisch und pyrome- 
trisch ermittelten Werten der Rauchglasschwachung verschwunden. 

Uber das Rauchglas B mégen nunmehr folgende kurze Angaben 
geniigen: Die pyrometrische Schwachung, berechnet nach Methode I, 
ist bereits in Tabelle 3 wiedergegeben. Nach Methode II ergeben 
sich folgende Werte fiir t), tr, Tr, und TR,: 


Tabelle 5. 
Ree crab det Rotfilter F 4512 + Rauchglas B (F7839) 
anvisierten Strahlung E 
i Bs 

be ae Te 7 ee TTR, ae x 

800 | — 2,036 .10—4 + 0,009, | — 0,004) | — 0,004, | 1,017. 10-4 
1100 0 + 0,001 0 ) 1,017 
1400 | +1,306 Pore + 0,0003 | + 0,002, | —0,001g | 1,017 
1700 | + 2,215 wees) | + 0,001, 0,004, | — 0,004, | 1,018 
2000 | + 2,884 -L 0,0033 0,005g | — 0,007, | 1,018 
3000 | + 4,228 + 0,009, | + 0,008, | — 0,016, | 1,018 
4000 | + 4,943 + 0,013g | +.0,009 | — 0,022, | 1,018 — 

UJ 
f Oe erry hy, 0494 510-8 
% = tah ) Ig Vo Me 2 2 . 
| lg Vo = — 0,9686. 


16 Fr. Hoffmann, 


Der Verlauf der Einzelwerte zeigt hier folgende sehr bemerkens- 
werte Eigentiimlichkeit: Der geringe Zuwachs an Durchlassigkeit 1m 
Rot bedingt eine geringe Verschiebung der wirksamen Wellenlange 
nach Rot und damit einen geringen Anstieg der GréfSe t, der aber 
sehr genau kompensiert wird durch die beiden anderen Summanden 
—tp und +Tp,, die bedingt sind durch die Farbdifferenz zwischen 
der geschwiichten und der ungeschwachten Strablung. Man wird 
also dieses Rauchglas B trotz seiner nicht véllig gleichmaBigen spek- 
tralen Durchlissigkeit, oder vielmehr gerade wegen dieser Higenschaft 
in Verbindung mit dem Rotfilter F 4512 als hervorragend geeignet 
fiir pyrometrische Zwecke bezeichnen miissen. Eine pyrometrische 


% == 1,016, . 10-4 


Fig.5. Pyrometrische Schwachung des Rauchglases B (F 7839) 
in Verbindung mit dem Rotfilter F 4512. 


Untersuchung des Rauchglases B in Ahnlicher Weise wie A hat 
ebenfalls eine vollkommene Ubereinstimmung zwischen den optischen 
und pyrometrischen Schwichungswerten ergeben. 

Von einer Untersuchung der Abhingigkeit der Schwachung von 
der Temperatur wurde Abstand genommen, da es aussichtslos erschien, 
die geringen zu erwartenden Ginge experimentell zu erfassen. Immer- 
hin ware es ja aber auch von Interesse, festzustellen, ob die be- 
rechnete Konstanz in weiteren Temperaturgebieten besteht, indessen 
waren dazu verhaltnismiBig sehr genaue Temperaturmessungen bei 
etwa 2000° erforderlich, fiir die zurzeit noch eine geeignete Strahlungs- 
quelle fehlt. 

§ 6. Die pyrometrische Schwachung des rotierenden 
Sektors. Die vorangegangene Analyse der pyrometrischen Schwachung 
der Rauchgliser zeigte, daS der Gang der GréSe t im wesentlichen 
durch zwei Faktoren bestimmt ist: 1. die Verschiebung der wirksamen 
Wellenlange durch selektive Durchlassigkeit des schwichenden Rauch- 
glases und 2. den Farbunterschied zwischen der geschwachten Strahlung 
und der ungeschwachten infolge der anderen spektralen Zusammen- 
setzung der héher temperierten Strahlung. Dabei zeigte sich, 
daS die erhéhte Durchlassigkeit_der Rauchgliser im Rot fiir die 
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Konstanz der Schwichung giinstig ist, da sie dem Einflu8 des zweiten 
Faktors entgegenwirkt. Bei einer rein neutralen Schwachung miiSte 
also dieser zweite Faktor voll zur Geltung kommen. Dies legte es 
nahe, die pyrometrische Schwichung eines rotierenden Sektors in 
Abhangigkeit von der Temperatur besonders zu untersuchen. Im 
Prinzip ist diese Untersuchung bereits erledigt: Da nimlich die wirk- 
same Wellenlinge durch die Schwichung selbst nicht verschoben 
wird, ist Tr, tiberall = 0 zu setzen. Dagegen bedingt die nach wie vor 
bestehende Farbdifferenz zwischen geschwichter und ungeschwichter 
Strahlung das Anftreten der beiden GréBen ty und TR» Von denen 
wir die letztere jetzt mit tz bezeichnen wollen. Die Gesamtschwaichung 
wird also 
Ty = TT) — Tr + TR. 

Die Durchrechnung nach Methode II ergibt fiir den 4/,99-Sektor 

die folgenden Werte: 


tg 06 To — Tr | — TR Ts 6 ty 
1100 | + 0,004; | 0 2,108;.10-4 | — 1° 

1400 | + 0,000, | —0,001, 2,097 ) 
1700 | + 2,098 + 0,000; | —0,004; 2,094 + 2 
2000 | ur |) 60,000, | —0,007, 2,091, Sree 
3000 +0,004g  —0,015, 2,087 +12 
4000 : + 0,007, | — 0,021; 2,084, + 26 

i Ao do 94..10-4le ¥ = 2 

woriln % = — 7" ls % Me — 1% ; gV= —2. 


Man erkennt also, da8 auch die pyrometrische Schw&chung des 
rotierenden Sektors einen Gang zeigt, und zwar ein schwaches 
Sinken mit steigender Temperatur der anvisierten Lichtquelle. Eine 
experimentelle Bestaitigung hat der Wert bei 1400° bereits durch die 
Beobachtung erfahren, die bei der Untersuchung des Rauchglases A 
mitgeteilt war (S.13). Um die Gréfe des Ganges beurteilen zu 
kénnen, ist in der letzten Spalte der obigen Tabelle der Fehler in is 
Graden angegeben, der gemacht wird, wenn ohne Riicksicht auf den 
hier berechneten Gang die obere Temperatur ¢, aus der geometrischen 
Schwichung 1/5) und der wirksamen Wellenlinge 4 des Rotfilters 
bei 1100°, also mit der konstanten GréBe t, statt mit ts berechnet 
wird. Dieser Febler steigt bis auf 26° bei 4000°, diirfte also unter 
Umstinden nicht ganz auBer acht gelassen werden. — 

Fiir den praktischen Gebrauch von Sektoren beliebiger Offmung 
148t sich das Ergebnis noch in sehr einfacher Weise folgendermagen 


allgemein darstellen: 
Zeitschrift fur Physik. Bd. XVII. ; 9 
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Der variable Bestandteil der GréGe tg setzt sich namlich, da 
die wirksame Wellenlinge durch die Lichtschwachung nicht ver- 
schoben wird, also 4 = A’ ist, aus zwei Werten derselben Funktion 
tp fiir die obere und untere Temperatur zusammen. Denn es ist 
in diesem Fall (nach Formel 7a und b) 


A nee 
th, = - ra t= (tra; 
hee 
TRo == Al Te = (tr)e", 
wenn 
i, seals 
EG IE iS 
und 
pelea ahs 
ly ets 


die zu der oberen und unteren Temperatur (7, und 7) gehérigen 
Werte des Argumentes sind. 

Nach dieser Feststellung ist es leicht, fiir jede beliebige ce 
den variablen Bestandteil 

Tr— tp = (tr) — (tr) = Ts 

anzugeben. Das Ergebnis ist in der folgenden Tabelle 6 wieder- 
gegeben. Die graphische Darstellung in Fig. 6 zeigt, daB der Ver- 
lauf der pyrometrischen Schwichung t, des Sektors als Funktion der 
anvisierten Temperatur gegeben ist durch eine Schar von Kurven, die 
sehr nahe geradlinig sind und eine mit wachsender Schwichung zu- 
nehmende Neigung abwarts zeigen. Analytisch l48t sich dafiir 


Tabelle 6. 

Temperatur Optische Schwachung 
der anvisierten < 

leat LyIs| 908 [798 gee ete eeTG 56 890 

iat Tp Pyrometrische Schwachung Tt = 

iG ed. Ree aoe: 5.10-4 

OG lls Is tT = Cpe — Tp)e 
NES 

616 410-4 157.10—8/0.10—8/ +91.10—8 

700|—3 — ($7; 0 +70 +161.10—8 

804| —2 — 38 0 +49 +119 +210.10—8 

934/—1 = 2 0 +29 + 78 +148 +239.10—8 
1100} 0 0 0 art) + 38 jet +157 +248.10—8 
1319} +1 ct) 0 =) ee ie AD + 78 +148 
1620) +2 rh El 0 —27 "87 eee ame \+ 51 
2062| +3 — Eh 0 —45 sie FOL 1?) — 43 
2773) +4 -142 0 —61 —106 —133 —142 —133 
4107| +5 -220 0 Hie +139 —183 —211 —220 
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folgende einfache Beziehung ableiten: Die GréBe tp ist sehr genau 
: = — 9,372 
ev? + dt, worin are 
{d = + 0,910 
wird ts = (tr)r— (tr) = &+ Br+yr?, worin die Parameter «, 
6B und y reine Funktionen der pyrometrischen Sektorschwichung t, 
sind und y klein gegen « und f ist. 
Betrachtet man die Kurven der Fig. 6 genauer, so sieht man, 


daf jede die Nullinie in einem Punkte schneidet, der sehr nahe bei 


T 
3° d.h. in der Mitte zwischen t’ und tv” liegt. An dieser Stelle ist 


darstellbar durch tp ist; folglich 


also die Schwichung gerade so gro, wie sie sich aus der Offnung 
des Sektors und der wirksamen Wellenlinge des Rotfilters bei 1100° 


| | 
| | 

| 

| 


Fig.6. Pyrometrische Schwiachung des rotierenden Sektors 
verschiedener Offnung in Verbindung mit dem Rotfilter F 4512. 


berechnen wiirde. Der innere Grund dafiir liegt darin, daB fir 
a 2 (tr); sehr nahe = (tr);_,, wird. Dies mu8 aber bei dem 


fast linearen Verlaufe der wirksamen Wellenlangen im t-Felde fiir 
jede Ausgangstemperatur zutreffen. Wir schlieBen deshalb: Bei der 
Messung mit dem rotierenden Sektor ist als wirksame Wellenlainge 
diejenige einzusetzen, die der Temperatur entspricht, die auf der — 


7 Skala in der Mitte zwischen der geschwachten und ungeschwachten 
Temperatur liegt, also um ° unterhalb der zu messenden Temperatur. 


= — a lg V ist die pyrometrische Schwachung des Sektors, V seine 


geometrische Offnung. Fiir A, geniigt hier ein angendherter Wart. 
Dieser Satz gibt nun die Méglichkeit, jede Sektorenschwachung 
in einfachster Weise zu berechnen. Erforderlich dazu ist nur noch 
Q* 
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die Kenntnis der wirksamen Wellenlingen des Rotfilters, und zwar 
nicht der bisher benutzten mittleren zwischen zwei Temperaturen, 
sondern der Grenzwerte bei den Temperaturen selbst. Diese sind 


fiir F 4512: 


T A T | A 
—2.10—4| 0,65425u | +2.10-4 | 0,649 38 u 
1 0,652 94 +3 | 0,648 28 
0 0,651 69 +4 0,647 22 | 
set 0,650 51 5 | 0,646 17 
(Vgl. Fig. 2.) 


Soll z. B. die pyrometrische Schwachung des 1/19) Sektors fiir 
t, == 4000° berechnet werden, so ergibt sich: 
v” == 4,9430 L054 


- — 1,0494, 
Tm == 3,8936 


und aus obiger Tabelle durch Interpolation: 
Am = 0,64733, 
mithin 
log V 


Ts = Ae “Me —= 2,0847 . 10n= 


in genauer Ubereinstimmung mit dem Wert auf S. 17. 

Die Erkenntnis, daB im Rot des Filters F 4512 die rein neutrale 
Schwachung einen fast linearen Gang der Gréfe t abwiarts bewirkt, 
wahrend eine Verschiebung der Wellenlinge durch selektive Durch- 
lassigkeit des Rauchglases einen fast linearen Gang von Tt in einer 
Richtung zur Folge hat, die von der Richtung abhingt, nach der die 
Wellenlinge verschoben wird, erlaubt folgende Schliisse zu ziehen: 

Fiir Rauchglaser, die im Rot benutzt werden sollen, ist im 
_allgemeinen eine geringe Mehrdurchlissigkeit im Rot giinstig. Fiir 
jede Durchlissigkeit des Glases gibt es einen bestimmten Grad der 
Selektivitét, charakterisiert durch die GréBe der Verschiebung der 
wirksamen Wellenlange, der die pyrometrische Schwichung fiir alle 
Temperaturen konstant werden la8t. Es besteht damit die praktische 
Méglichkeit, durch Kombination zweier Rauchgliser von verschieden 
stark selektiver Higenschaft, pyrometrische Lichtschwaichungen zu 
schaffen, die véllig konstant, also sogar konstanter als der rotierende 
Sektor sind. 

Jede Verschiebung der Wellenlinge in der geschwiichten Strah- 
lung nach der kurzwelligen Seitedes Spektrums steigert jedoch den 
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schon der neutralen Schwichung zukommenden Gang der pyrometri- 
schen Schwichung mit der Temperatur. Es sind deshalb Rauchgliser 
mit verminderter Durchlassigkeit im Rot ganz ungeeignet, es sei denn 
zur Kombination mit einem besonders stark rotdurchlissigen Glase. 

Ks ist hiernach ganz besondere Vorsicht geboten bei pyrometri- 
schen Messungen mit Lichtschwichungen jeder Art an nicht schwarzen 
K6érpern, da hier infolge der Differenz zwischen der wahren und 
schwarzen Temperatur sehr bedeutende Fehler auftreten kénnen. 
Indessen bedarf dieser Punkt, fiir dessen Aufklirung die vorliegende 
Arbeit die Grundlage bildet, noch niaherer Untersuchung. 


Zusammenfassung. 


Bei der Verwendung von Lichtschwachungen zu optisch-pyrometri- 
schen Messungen gilt in streng monochromatischem Licht von der 
Wellenlinge 4 fiir Temperaturen, bis zu denen das Wiensche Gesetz 
als giltig angesehen werden kann: 

oe ie 1 
POUR Ee sik Sg a 
wobei 7, die ungeschwachte, 7, die geschwachte (schwarze) absolute 
Temperatur der anvisierten Lichtquelle und V die Durchlissigkeit der 
Lichtschwachung fiir Licht von der Wellenlange A bedeuten. Definiert 
man als ,pyrometrische Schwachung“ 
va! ee ae Uh md 
SDE) AB ad eee 


so ist t eine konstante, d.h. von der Temperatur unabhangige Gré8e, 
die pyrometrisch aus 7, und 7, oder optisch aus 4 und V bestimmt 
werden kann. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie sich die pyro- 
metrische Schwachung von Rauchglisern bei Benutzung am Gliihfaden- 
pyrometer nach Holborn und Kurlbaum aus der spektralen Durch- - 
lassigkeit des Rauchglases und des benutzten Okularfilters berechnen 
148t, wenn das durch das Pyrometer tretende Licht nicht mehr mono- 
chromatisch ist, sondern einen endlichen Spektralbereich umfa8t. Die 
Rechnung wird durehgefiihrt fiir zwei Sorten von Jenaer Rauch- 
glasern: A — F 3815 und B= F7839 in Verbindung mit dem 
_ Jenaer Rotfilter F 4512 als Okularglas. Von den Rauchglisern ist 
die Durchlassigkeit fiir 4 = 0,656 bei A:1 Proz, bei B:11 Proz.; 
bei beiden ist ein Anstieg nach Rot zu vorhanden, der jedoch bei A 
wesentlich gréBer ist als bei B. 


Os) Fr. Hoffmann, Uber den Gebrauch von Rauchglasern usw. 


Es zeigt sich, da8 von 1100 bis 4000°C bei Rauchglas A die 
pyrometrische Schwachung t mit steigender Temperatur um etwa 
1,5 Proz. zunimmt, wahrend sie bei B konstant ist. Die aus rein 
optischen Messungen berechneten Werte wurden bei 1400° als in 
Ubereinstimmung gefunden mit den pyrometrisch gemessenen Werten. 

Der Gang von Tt erweist sich als wesentlich bedingt durch zwei 
Faktoren: 1. durch die Verschiebung der wirksamen Wellenlange des 
hindurchgegangenen Lichtes infolge der selektiven Durchlassigkeit des 
schwichenden Glases; 2. durch die Verschiebung der Wellenlange 
der geschwachten Strahlung gegeniiber der ungeschwachten infolge 
der anderen spektralen Zusammensetzung der hédher temperierten, 
sowie der Verschiebung der Wellenlange beider Strahlungen infolge 
der Temperaturanderung der Strahlungsquelle. 

Der erste Faktor bewirkt einen Gang von t, dessen Richtung 
abhingt von der Richtung, nach der die wirksame Wellenlange des 
Rotfilters durch Hinzutreten des Rauchglases verschoben wird. Im 
vorliegenden Falle tritt entsprechend dem Umstande, daB bei beiden 
Rauchglasern die Durchlassigkeit nach Rot hin zunimmt, auch bei 
beiden ein Anstieg von t mit steigender Temperatur ein. Der zweite 
Faktor, der auch bei véllig neutralen Schwachungen auftritt, bewirkt 
im untersuchten Rot stets ein Sinken von t mit steigender Temperatur. 
Beide Faktoren kompensieren im vorliegenden Fall einander teilweise, 
bei Rauchglas B zufallig vollkommen. Es ergibt sich, da fiir Mes- 
sungen im Rot eine geringe Mehrdurchlassigkeit des Rauchglases nach 
Rot hin vorteilhaft ist; es besteht sogar die Méglichkeit, Rauchgliser 
zu konstruieren, deren pyrometrische Schwachung vollkommen kon- 
stant ist. 

Besonders untersucht wird noch die pyrometrische Schwachung 
des rotierenden Sektors. Fiir sie ergibt sich eine vereinfachte 
Berechnung aus der geometrischen Offnung des Sektors und der wirk- 
samen Grenzwellenlange fiir eine Temperatur. 

Bei der Darstellung erwies sich als besonders iibersichtlich die 
Verwendung von Diagrammen, bei denen die reziproken absoluten 
Temperaturen die Abszissen bilden. Die meisten Kurven: die fiir 
die wirksamen Wellenlingen, fiir die Logarithmen der Helligkeiten 
und die pyrometrischen Schwachungen, zeigten dabei einen nahezu 
linearen Verlauf. 
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Bremsung der a-Strahlen in Flissigkeiten und Dampfen. 
Von K. Philipp in Berlin-Dahlem 1), 


Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 6. Juni 1923.) 


I, Einleitung. 


H. Rausch von Traubenberg hat vor einiger Zeit in einer 
Arbeit in dieser Zeitschrift?) das Bremsvermégen von Verbindungen 
untersucht und Abweichungen vom Braggschen Gesetz der Additivitit 
festgestellt. ErschlieSt man z. B. aus den untersuchten Wasserstoff- 
verbindungen das Bremsvermégen des H-Atoms dadurch, da8 man vom 
Gesamtbremsvermégen des Molekiils das Bremsvermégen der anderen 
Komponenten abzieht, so erhalt man aus organischen Verbindungen 
wie C,H,, C,H,, C,H, und CH, den genauen Wert 0,187 *), wihrend 
aus dem Bremsvermégen des H-Molekiils fiir das H-Atom der Wert 
s = 0,200 folgt. Fiir das Wassermolekiil fanden Traubenberg und 
Philipp*) ein Bremsvermégen s = 1,53, woraus fiir sy sogar 0,27 
foigt. Als Ursache dieses auffallend hohen Bremsvermégens vermutete 
H. Rausch von Traubenberg die Assoziation der Wassermolekiile. 
Ist diese Annahme richtig, mu8 sich fiir das Bremsvermégen des 
H-Atoms im iiberhitzten Wasserdampf der normale Wert ergeben. 
AuBerdem ist natiirlich der Beweis notwendig, dab der Aggregatzustand 
als solecher ohne EinfiuB ist, d.h., daB8 nicht etwa jede Fliissigkeit ein 
stirkeres molekulares Bremsvermégen zeigt als dieselbe Verbindung 
im dampfférmigen Zustand. Es sind daher im folgenden zwei Arten 
von Verbindungen im flissigen und dampfférmigen Zustand unter- 
sucht worden, und zwar 1. solche, die als Fliissigkeit Assoziation zeigen, 
wie Wasser und Alkohol, 2. solche, die normale Fliissigkeiten bilden, 
wie Benzol und Pyridin. 


II. Messung des Bremsvermégens in Fliissigkeiten. 


Die ersten Fliissigkeitsmessungen sind von W. Mich1®) nach einer 
photographischen Methode ausgefiihrt worden. Die gefundenen Werte 


1) Gekiirzte Géttinger Dissertation 1922. 

2) ZS. f. Phys. 5, 396—403, 1921. 

3) Die Bezeichnungen sind der Arbeit von H. Rausch von Traubenberg, 
ZS. £. Phys. 5, 396—403, 1921, entnommen, in der der Zusammenhang zwischen 
Reichweite und Bremsvermégen sehr iibersichtlich dargestellt ist; um ein Bezugs- 
element von definiertem Atomgewicht und Stellenzahl zu haben, wird als Normat- 
substanz in jener Arbeit Sauerstoff von 760mm Druck bei 15°C benutzt, was 
im folgenden auch stets geschehen ist. : 

4) ZS. f. Phys. 5, 406, 1921. 

5) Wien. Ber. 128, 1965, 1914. 
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zeigen durchschnittlich 17 Proz. Abweichung von dem theoretisch 1) 
nach dem additiven Gesetz berechneten Bremsvermégen. Diese Differenzen 
sollen nach Michl auBerhalb der Versuchsfehler liegen. Hinen EHin- 
flu8 der Assoziation zeigen die von Mich] gefundenen Werte nicht, 
wie die Tabelle 1 lehrt 2). Vielmehr haben alle Fliissigkeiten ein zu 
groBes Bremsvermégen. Mich] nahm an, daB dieses eine Folge der 
molekularen Konstitution der Fliissigkeiten iiberhaupt sei. Es ist jedoch 


Tabelle 1. 
Stoff Formel | Stheoret. | *gemessen | Abweichung | Bemerkungen 
| n. Mich] | Pro 

IWistss@r Pil. wom, = ve H,O 1,87, 24,70 + 23,5 assoziiert 
Alkohol_.... . C,H,OH | 3,85 4,76 + 93,5 5 
Glycerin Ar CO ae C3 H;(O H)3 7,08 7,95 + 12 4 
(Atia ine te erste Cs H; N Ho 7,43 8,37 a 12,5 n 
LEVOh ole Ge mio" o Og Hg 6,30¢ 7,40 +17 nicht assoz. 
Chloroform ... CHCl, 6,338 7,45 + 17,5 ‘ 
Athylither .. .|\C,H,0C,H;| 6,326 7,25 +14,5 | " 
Schwefelkohlenstoff C8, 4,20 4,95 + 17,5 5 


méglich, daB entgegen der Michlschen Ansicht die photographische 
Methode allgemein zu groBe Werte liefert. Daher ist es von grofem 
Interesse, auf einem anderen Wege das Bremsvermégen von Flissig- 
keiten zu bestimmen. Ks ist hierzu das von H. Rausch von Trau- 
benberg und K. Philipp?) angegebene Verfahren weiter ausgearbeitet 
und seine Anwendungsméglichkeit dargelegt worden. 


A. Versuchsanordnung. 


Die Anordnung wird durch Fig. 1 schematisch dargestellt: Sie 
ist im Prinzip die gleiche geblieben, wie sie in der vorstehend er- 
wahnten Arbeit beschrieben ist. Ein Strahler befindet sich direkt in 
der Flissigkeit. Durch Heben und Senken der Fliissigkeitsschicht 
stellt man auf Verschwinden der Szintillationen ein, die man auf 
einem dicht tiber der Oberflache befindlichen Zinksulfidschirm beobachten 
kann. Die drei kommunizierenden GlasgefaBe B, G,, G, haben eine 
Héhe von 4cm und einen Durchmesser von 2cm. Das Beobachtungs- 
gefaB ist vorn und hinten in einer Breite von etwa 1 em abgeschliffen 
und durch zwei planparallele Glasplatten wieder verschlossen. In ihm be- 
findet sich ein Glasdorn, der ein Glasréhrchen zur Befestigung des 


1) Wegen der Berechnung des theoretischen Wertes siehe 8. 35. 
*) Die Michlschen Werte sind durch Multiplikation mit dem Faktor a8 


auf das Sauerstoffatom als Hinheit umgerechnet worden. 
3) ZS. £. Phys. 6, 404—406, 1921. 


Bremsung der «-Strahlen in Fliissigkeiten und Dampfen. 25 


Strahlers tragt. Der Strahler besteht aus einem 1mm starken und 
lem langen Platinnagel, dessen Kopf die Kriimmung einer Kugel von 
4,5mm Durchmesser hat. Diese Kriimmung ist fiir die Beobachtung 
der Szintillationen am giinstigsten. Zwecks besserer Fokussierung des 
Mikroskops ist die Vorderseite abgeschliffen. Ferner ist zur Erlangung 
eines guten optischen Bildes die Schwarzung der Strahlerkuppe not- 
wendig. Der Strahler ist daher 
mit Platinschwarz iiberzogen. Der 
Platinstift wird durch Aktivieren 
in Ra-Emanation zu einem RaC- 
&-Strahler gemacht. Die o-Strablen 
dringen durch die Fliissigkeits- 
schicht und fallen auf den Sidot- 
schirm, der zweckmaBig méglichst 
dicht iiber der Fliissigkeitsober- 
flache befestigt ist. Bei einem 
gréBeren Abstande als 1mm di- 
vergieren die von der Kuppe nach 
allen Seiten ausgehenden o«-Strah- 
len zu stark. Man kann jedoch genau auf Verschwinden der Szin- 
tillationen nur einstellen, wenn man méglichst nur die von der d4uBersten 
Kuppe parallel ausgehenden Strahlen beobachtet. 

Das Heben und Senken der Fliissigkeitsschicht wird durch Ein- 
tauchen zweier Glasstifte in G, und G, in Grob- und Feinverstellung 
erzielt. Durch geeignete Wahl der Starke der Stifte kann man die Ver- 
stellung so fein machen, wie man nur will. Die Grobverstellung ge- 
schieht durch eine Schraube sehr starker Steigung, die Feinverstellung 
durch eine solche mit sehr geringer Ganghéhe. Durch eine Feder ist 
dafiir gesorgt, daB die Stifte sich senkrecht nach unten ohne Drehung 
bewegen. Die Verstellvorrichtungen befinden sich an einem besonderen 
Halter, um jede Erschiitterung des MeBgefiBes zu vermeiden. Das 
MeBgefaB selbst mu sehr stabil aufgestellt sein, um Schwankungen 
der Fliissigkeitsoberfliche auszuschlieBen. Mit dieser Anordnung kann 
man mit ausgeruhtem Auge durch eine Lupe sehr gut auf das Ver- 
schwinden der Szintillationen einstellen. . 

Um nun die Dicke der eingestellten Fliissigkeitsschicht bestimmen 
zu kénnen, mit man mittels eines Mikroskops den Abstand zwischen 
Strahlergruppe und ihrem an der total reflektierenden Fliissigkeits- 
oberfliche entstehenden Spiegelbild. Diese Strecke ist gleich der 
doppelten Reichweite. Das mit einer Okularskale versehene Mikroskop — 
wird unter einem fiir alle Messungen konstanten kleinen Steigungs- 


Bios 1. 
Reichweiteapparat fiir Flissigkeiten. 
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winkel gegen die Horizontale eingestellt. Die Eichung des Mikro- 
skops muf unter den gleichen Bedingungen vorgenommen werden, 
wie sie bei den Reichweitemessungen vorliegen. Daher wird der 
Strahler mittels einer Prizisionsmikrometerschraube einem Metall- 
spiegel um genau meSbare Entfernungen genahert. Hierbei befinden 
sich Strahler und Spiegel in der Fliissigkeit, und die optischen Wege 
bis zam Mikroskop sind wie beim eigentlichen Versuch gewahlt. 
Der Metallspiegel ersetzt die total reflektierende Flissigkeitsoberflache. 
Der Abstand Strahler—Objektiv ist iibrigens etwa 1 cm. 

Um das eben erwahnte Bild des Strahlers und seines Spiegel- 
bildes scharf zu erhalten, ist foleende Anordnung benutzt worden: 
Ein gliihender Nernststift wird mittels einer Linse scharf auf den 
Spalt eines Kollimatorrohres abgebildet. Durch die Linse am anderen 
Ende des Rohres fillt dann ein paralleles Lichtbiindel auf einen 
ebenen Spiegel, von dem das. Licht, nachdem alles stérende Nebenlicht 
durch eine Lochblende von etwa 2mm abgehalten ist, von hinten in 
das MeBgefiB so eintritt, daB dieses, die Strahlerkuppe gerade streifend, 
in das Mikroskop fallt. Durch einen Verschlu8deckel kann das Licht 
véllig abgesperrt werden. 

Bei diesem Verfahren kommt man mit einem ziemlich schwachen 
Praparat aus. Es kommt nur darauf an, daB man bei Flissigkeits- 
schichten kleiner als die Reichweite noch deutlich einzelne Szintil- 
lationen unterscheiden kann. Wichtig ist daher auch die geeignete 
Kriimmung der Strahlerkuppe, damit man in der Nahe der Reichweite 
einen méglichst eng begrenzten Bereich von Szintillationen erhilt, 
die man dann verschwinden laBt. 


B. Die Messungen. 


Zunachst ist die Mikroskopskale in der eben geschilderten Weise 
geeicht worden. Die erhaltenen Werte sind in der Tabelle 2 dar- 
gestellt, um die Genauigkeit der optischen Ablesung zu zeigen. 

Bei der Okularskale muften die Zehntel geschitzt werden. Die 
Mikrometerschraube gestattete direkte Ablesung von 0,01mm. Man 
erhalt jedoch, wie aus der Zusammenstellung hervorgeht, nur geringe 
Schwankungen um den Mittelwert, die bei gréBeren. Abstinden fast 
ganz herausfallen. Als Fliissigkeit ist destilliertes Wasser benutzt 
worden. 30 proz. Kalilauge hat aus sieben Messungen ebenfalls den Wert 
11,2u ergeben, desgleichen auch Benzol. Dieser Wert ist daher im 
folgenden immer benutzt worden. 

1. Wasser, H,O. Die mit destilliertem Wasser ausgefiihrten 
Messungen sind in Tabelle 3 zusammengestellt. 
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Tabelle 2. 


Abstand | Abweichung 
| Strahler-Spiegelbild ||  Eichwert fiir | vom Mittelwert 
Lfd. Nr. | Skalenteile | 1 Skalenteil I, 2 7 
| der ra | in | a a 
| Okularskale | uu Proz. 
1Peiz | 2 3 ] 4 hig 8 ce Si tae. 
1 4,4 49 | 118 == 0:07 e055 
2 4,6 SL Ay 11,08 i) = 0,12 =i! 
3 4,7 i 11,28 |. - 0,08 + 0,6 
4 4,9 54 | 11,02 — 0,18 =i 
5 5,0 heh 11,40 + 0,2 + 1,6 
6 5,4 60 i 11,11 {= 000.8 | — 0:7 
at) 5,8 66 11,38 |—+018 | —1,5 
8 5,9 67. | 11,35 f 16018 + 1,2 
9 6,5 72 11,08 — 0,12 aa 
10 8,3 93 11,20 = = 
11 8,7 97 || 11,14 — 0,06 0,4 
12 12,5 141 | 11,28 410084. leh 42'0,6 
13 16,1 180 | 11,18 — 0,02 — 0,1 
14 16,2 | 182 11,23 + 0,03 + 0,2 
15 16,6 184 11,28 + 0,08 =1-.0, 
15 125,6 | 1406 11,19 


Also im Mittel 1 Skalenteil = 11,2 u 


Hierzu tritt noch eine Korrektion!) fiir die etwa 1mm dicke 
Luftschicht 1 zwischen Wasseroberflache und Sidotschirm, so daB die 
Reichweite in Wasser 

R= 58,6 + 0,86 = 59,5 u 

betragt. Hieraus ergibt sich fiir das Bremsvermégen 

__ Ry-dy-M — 60,6.1,35,.10—*.18 none 

SIE A Eo NS Coe a On ee ee 
Man muB hier fiir R, die mittlere Reichweite einsetzen, weil man bei 
den Messungen nicht auf das Verschwinden eines einzelnen Teilchens, 
was nur durch Auszihlen geschehen kénnte, einstellt, sondern auf das 
Verschwinden einer ganzen Gruppe von Teilchen, die von der auBersten 
Strahlerkuppe ausgesandt werden. 


2. Alkohol, C,H,OH. Da Alkohol sehr stark verdunstet, ist in 
folgender Anordnung gearbeitet worden. Der Zinksulfidschirm befindet 
sich am Ende eines in einem Ring verschiebbaren Messingrohres. 
Ring mit Rohr verschlieBen das Gefa8 B (Fig. 1). G, trigt ebenfalls 
einen Verschlu8, durch den zwar in enger Fiihrung, aber reibungslos 


1) Die Korrektion & ergibt sich mit hinreichender Genauigkeit aus der 
Proportion: Ryys: Rppiss, = !:*: 
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Tabelle 3. 


17. Dez. 1921 | 6. Marz 1922 vorm. | 6. Mirz1922nachm. | 29. Juli 1922 
Skalenteile | Skalenteile Skalenteile Skalenteile 
Tare o gg ead 5,2 5,3 
5,3 | 5,2 5,1 5,2 
5,1 | 5,0 5,2 5,3 
5,3 5,3 5,8 : 5,2 
5,2 | 53 5,4 5,2 
5,2 5,3 De | 5,2 
| | 5,3 
) 5,2 
| 5,2 
oe | 5,23 | 5,23 | 5,28 
i i 


Mittelwert aus 27 Messungen: 5,23 Skalenteile — 58,6 wu. 


ein Messingstift, an dem der Kintauchstift aus Glas befestigt ist, 
mittels der Feinverstellschraube gefiihrt werden kann. Gy, ist gleich- 
falls abgeschlossen und nur durch ein enges Glasrohr mit der Aufenluft 
zur Erméglichung des Druckausgleiches verbunden. Die jetzt noch 
vorhandene Verdunstung ist zwar gering, darf aber nicht vernach- 
lassigt werden. Daher ist stets mehrmals wahrend der Messungen 
mit der Stoppuhr die Zeit beobachtet worden, wahrend der die Fliissigkeits- 
oberflache durch Verdunstung um einen Skalenteil gesunken ist. 
Ferner ist stets die Zeit zwischen radioaktiver Einstellung und optischer 
Ablesung festgestellt und der abgelesene Wert danach korrigiert worden. 

Um wieder einen Uberblick iiber die relative MeBgenauigkeit zu 
geben, werden die Einstellungen dreier MeBreihen unter Beriick- 
sichtigung der Verdunstung angegeben: 


8. Marz 1922: 6,1, 6,3, 6,1, 6,2, 6,4, 6,3, 6,2 Skalenteile 


hieraus Mittelwert: 6,23 3 

10. Marz 1922 vorm.: 6,25, 6,23, 6,28, 6,05 * 
Mittelwert: 6,21 se 

nachm.: 6,26, 6,26, 6,32, 6,29, 6,26, 6,18 “ 
Mittelwert: 6,26 a 

Mittelwert aus diesen 17 Messungen: 6,23 4 


Diese Messungen sind jedoch mit etwas verunreinigtem Alkohol 
ausgefiihrt worden, wie die Dichtebestimmung !) ergab. 

Um mit ganz reinem Alkohol zu arbeiten, ist der kaufliche 
absolute Alkohol etwa 6 Stunden mit Calciumoxyd gekocht und so- 
dann destilliert worden. Das Destillat hat dann noch einige Tage 
iiber Sp&ne von metallischem Calcium gestanden, bis die Gasentwicklung 


1) Die Dichtebestimmungen sind stets durch Wagung ausgefiihrt worden. 


ee 
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aufhérte. Sodann ist nochmals unter Beobachtung des Siedepunktes 
destilliert worden. Die Dichtebestimmung hat véllige Uberein- 
stimmung mit den in den Landolt-Bérnsteinschen Tabellen an- 
gegebenen Werten ergeben. Mit diesem Alkohol sind nun die 
folgenden Messungen ausgefiihrt worden (Tabelle 4). 


Tabelle 4. 
| Tempe- | ’ | Einstellung 
Tag | yatur | ODichte | Hinstellung |y, Verdunstung| Mittelwert Ss 
9C | | Skalenteile | Skalenteile 
1 2 3 | 4 | 5 6 7 
6,0 6,09 6,18 Skt. 
‘ | 6,0 6,35 |—=69,4 
22. Marz 1922) 11 0,7971 61 6.17 et ee k 
| 6,0 6,10 70,4 4,21 
6,2 6,80 6,2 Skt. 
6,1 6,20 = 69,50 
6,2 6,30 + 10u—k 
23. Ma 
3. Marz 1922 11,4 0,7975 6,0 6,11 70,5 
6,0 6,10 
6,1 6,19 421 


k& = Luftkorrektion. 


Um zu vermeiden, daS der Zinksulfidschirm etwa durch sich 
kondensierenden Alkoholdampf unempfindlicher wird, ist bei den 
Messungen wihrend einer Mefreihe mehrmals der Schirm geliiftet 
worden. Bevor er wieder auf das Gefi8 gesetzt wurde, ist durch 


Tabelle 5. 


a a er be aT ee oe re eee 
ei = Lempe- Einstellung : 
Tag ratur Dichte u. Verdunstung Mittelwert § 
0¢ Skalenteile 
1 2 3 4 | 5 6 
6,13 
6,12 6,13 Skt 
6,15 = 68,74 
13. Marz 1922 12,3 0,8871 6,14 + 1,0p Zoe 
6,13 69,7 
6,12 6,47 
6,20 6,16 Skt 
6,03 = 69 6 
2, Aug. 1922 16 0,8832 6,20 cb lek ; 
: 6,15 70 6,4 
6,20 : 
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Absaugen stets eine neue Oberfliche hergestellt worden, um die Ver- 
mutung auszuschlieBen, es kénnte die Oberflache des absoluten Alkohols 
inzwischen aus der Luft Wasser angezogen haben. Eine solche Wasser- 
anziehung in den obersten Schichten kann sich ja héchstens bei der 
Reichweitenmessung, nicht aber bei der Dichtebestimmung bemerkbar 
machen. 

3. Benzol, C,H,. Die Messungen im Benzol sind in der gleichen 
Weise wie die Alkoholmessungen ausgefiihrt. Die Messung vom 
13. Marz ist mit kauflichem reinen Benzol ausgefiihrt, dessen Dichte 
genau mit der aus den Tabellen im Landolt-Bérnstein ermittelten 
iibereinstimmte. Zur Messung am 2. August ist von Kahlbaum als 
rein bezogenes Benzol benutzt (Tab. 5). 


4. Pyridin, C,H;N. 


Tabelle 6. 
a) Pyridin Gottingen b) Pyridin Kahlbaum 
Tag Tag 
Temper.| 7. Einstellung Lemper: |". Einstellung 
og | Dichte | shalenteile 0¢ | Dichte | syalenteile 
1 2 3 a 5 6 xs 8 
5,65 5,55 
5,55 31.7.1922 15 | 0,9893 5,65 
5,50 5,55 
5,75 
31. 7.1922 15 0,9893 5 65 5,68 
5 56 1.8.1922 15 | 0,9893 5,53 
5,81 | as 
5,63 Mittelwert. . . 5,61 
5,58 
1.8.1922 15 0,9893 5,57 
5,56 


Mittelwert . . . 5,62 


Aus obigen Messungen ergibt sich also der Mittelwert: 
5,62 Skalenteile — 63,0 u — 
+ Luftkorrektion k = 0,9, 
Also Reichweite = 63,9 u 
und hieraus das Bremsvermigen s — 6,40. 
Da Pyridin nicht so stark verdunstet, ist es mdglich, denselben 
Sidotschirmtriger wie bei der Wassermessung, der das Gefi8 B nicht 
vollig abschlie8t, zu benutzen. Im iibrigen wird in derselben Weise 
wie vorher gemessen. Es ist wieder in Géttingen erhaltenes reines 
Pyridin (Tab. 6, Spalte 1 bis 4) und von Kahibaum als rein bezogenes 


Pyridin (Tab. 6, Spalte 5 bis 8) gemessen. Beide ergeben dasselbe 


Bremsvermégen. 


~~ 
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Ill. Das Bremsvermégen von Dampien. 
A. Versuchsanordnung, 


Zur Untersuchung des Bremsvermigens in Dampfen ist die 
Braggsche Methode?) in folgender Anordnung benutzt worden (siehe 
Fig.2). An dem einen Ende eines 12 cm langen Messingzylinders Z 
von 4,5 cm Durchmesser befindet sich eine diinne Aluminiumfolie F. 
Diese ist durch einen 1 mm starken Pappring von Z getrennt und 
kann daher auf einem Potential von etwa 250 Volt gehalten werden, 
wahrend Z geerdet ist. Der Folie gegeniiber liegt die Platte P, die 
mit dem einen Quadrantenpaar eines Elektrometers verbunden ist. 


Erdungsschhisse/ 


Fig. 2. Reichweiteapparat fiir Dampfe. 


Durch eine Schlittenfiihrung S, kann die Tiefe der zwischen P und F 
liegenden Jonisationskammer eingestellt werden. Auf der anderen 
Seite kann der Folie der Strahler R (siehe unten) genahert werden, 
und zwar in Grobverstellung durch die Schlittenfiihrung S, und in 
Feinverstellung durch die Mikrometerschraube M (Steighéhe 1/, mm, 
Tromme! 100 Teilstriche). Die Folie F' ersetzt erstens das von Bragg 
benutzte Drahtnetz, verhindert aber auch gleichzeitig die Diffusion 
der unterhalb F in Z gebildeten Jonen in die Jonisationskammer. 
Diese befindet sich auBerhalb des mit dem zu untersuchenden Dampf 
gefiillten Raumes. Nachteile haben sich durch eine solche Anordnung 
nicht gezeigt, sie hat hingegen den Vorteil einer sehr einfachen 
Montierung, die auch die stérenden elektrostatischen Effekte leicht 
verhindert. Die Messung der Ionisierung geschieht nach der von 
H. L. Bronson”) angegebenen Methode der konstanten Ablenkung. 
Als hoher Widerstand dient hierbei hiufig nach dem Vorschlage von 


1) W. H. Bragg, Durchgang der a@-, f-, y- und Rontgenstrahlen durch 
Materie (deutsch von Max Iklé). Leipzig 1913. rigs 

2) Phil. Mag. 11, 143, 1906 und Meyer u. Schweidler, Radioaktivitat, 
Kap. V, Abschn. 3 II, Nr. 4. ! 
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Bronson durch radioaktive Substanzen ionisierte Luft, wobei man 
darauf zu achten hat, daB die angelegte Spannung auch wirklich 
»Ohmschen Strom® liefert. Der von mir benutzte Bronsonwiderstand 
ist in Fic. 2 eingezeichnet. Der mit der Elektrometerleitung ver- 
bundene Auffinger A steht einem verstellbaren Spalte Sp gegenitiber. 
Unterhalb Sp befindet sich der Draht D, der gleichzeitig mit dem 
Strahler R in Radiumemanation aktiviert wird. Ist der durch den 
Widerstand flieBende Jonisationsstrom zu klein, ladt sich das Elektro- 
meter stiindig auf, ist er zu gro, erhalt man zu kleine Ausschlage. 
Durch geeignete Wahl der Breite des Spaltes kann man daher zu 
Beginn der Messung den Widerstand so einstellen, daB8 die von ihm 
bewirkte Ableitung gerade ausreicht, um den dauernd wachsenden 
Ausschlag der Elektrometernadel in einen konstanten za verwandeln. 
Die MeBanordnung kann man dadurch sehr empfindlich machen. Ein 
weiterer Vorteil ist der folgende: RaC klingt verhaltnismaBig rasch 
ab, so da8 man bei Aufnahme der Ionisationskurve diese Abklingung 
beriicksichtigen miiBte. Im selben MaBe jedoch wie der Strahler R 
abklingt, klingt aber auch der Draht D ab, dadurch wird die von ibm 
bewirkte Ableitung im selben Verhaltnis kleiner, wie der von R 
bewirkte Ionisationsstrom schwacher wird. Infolge dieser auto- 
matischen Regulierung erleidet die lonisationskurve durch die Ab- 
klingung keine fiir die Messung in Betracht kommende Verzerrung. 

Der Strahler R bestand zunichst aus einer runden Platte von 
11mm Durchmesser. Um die von ihr ausgehenden a-Strablen parallel 
zu machen, ist sie mit einem System von etwa 60 Réhren, 0,8 mm 
Durchmesser, versehen worden. Dies setzt jedoch die Intensitaét stark 
herab. Es scheint sich bei der Aktivierung RaC an den Randern 
stirker als in der Mitte niederzuschlagen. Durch Aufsetzen des 
Réhrensystems werden jedoch gerade die Randstrahlen stark ab- 
geschirmt. Ein Versuch, bei dem einmal die ganze Platte, dann durch 
Abblendung der Mitte nur der Rand in etwa 1mm Breite strahlte, 
hat diese Annahme bestiitigt. Daher wird die strahlende Flache R 
nun von zwei konzentrischen Ringen gebildet. Parallele Strahlen 
erhalt man dann sehr einfach, indem man in der Mitte des inneren 
Ringes einen Drahtstift und um beide Ringe Réhren von etwa 16mm 
Linge steckt. Da die Ringe | mm breit sind, ist die Parallelitit 


der Strahlen eine geniigende. Dieser Ringstrahler wird nun mittels © 


Gewindes an die Spindel LZ befestigt. Hierzu kann die die Spindel 
fiihrende Seitenwand W,; W, vom Gefa8 abgeschraubt werden. J\_4 
sind hohle Messingrohre, die das Gefa8 Z bzw. die Schlittenfiihrung 
S, und S, tragen. TT, ist mit einer Millimeterskale versehen. Durch 


one 
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eine auf S, angebrachte Marke kann der Schlitten bequem auf einen 
Teilstrich der Skale eingestellt werden. Der Schlitten S, tragt durch 
das 4cm lange Bernsteinstiick B, den Draht mit der Auffangplatte P. 
An dieser Stelle sind wegen der Warmezufiihrung die sonst die ganze 
Elektrometerleitung umgebenden geerdeten Messingschutzréhren J fort- 
gelassen. Isolationspriifungen haben gezeigt, daB der Bernstein trotz 
der Nahe des auf etwa 180°C erhitzten Ofens seine Isolationsfahigkeit 
voll behalt. Ein Glasstiick an dieser Stelle hat sich nicht bewahrt. 
Der elektrisch geheizte Ofen 0,_, — ein Tonzylinder von 7 cm 
Durchmesser — kann sehr bequem iiber den Apparat geschoben 
werden. Er iiberragt auf beiden Seiten um etwa 5cm den Messing- 
zylinder Z. Die Temperatur im Inneren von Z stellt sich véllig 
konstant ein, wie man mittels eines an verschiedenen Stellen des 
Raumes angebrachten Thermometers nachpriifen kann. Bei der 
Messung wird die Temperatur durch das bei C eingefiihrte Thermo- 
meter standig iiberwacht. Die zu untersuchenden Dampfe werden in 
einer Kochflasche erzeugt, die durch ein elektrisch geheiztes Paraffin- 
bad erhitzt wird. Der Siedepunkt des Dampfes wird ebenfalls stindig 
durch Ablesen eines Thermometers gepriift. Man hat dadurch eine 
sehr gute Kontrolle der Reinheit des Dampfes. Durch eine Glas- 
leitung G, wird der Dampf in Z eingeleitet, wo er bis zur gewiinschten 
Temperatur erhitzt werden kann. G, fiihrt den Dampf dann in ein 
Kondensationsgefa8, die Zu- und Ableitungen sind mit elektrisch 
geheiztem Draht umwickelt, um ein Kondensieren des Dampfes in 
der Réhrenleitung zu verhindern. Der Dampf wird wahrend der 
ganzen Messung ununterbrochen in méglichst gleichm&Big starkem 
Strome durch Z geleitet, so daS ein Eindringen von Luft durch die 
vorhandenen Undichtigkeiten ausgeschlossen ist. 


B. Die Messungen. 


a) Vorbereitende Messungen. 1. Luft. Um die Brauch- 
barkeit zu priifen, sind mit der vorstehenden Apparatur zunachst zahl- 
reiche Luftmessungen ausgefiihrt worden. Man erhilt dieselben Kurven 
wie Bragg. Der Anstieg der Jonisationskurve ist genau gerad- 
linig. An Stelle der Aluminiumfolie ist zunachst ein Sieb benutzt 
worden. Die direkt gemessene Entfernung Strahler—Sieb plus der 
halben Tiefe der Jonisationskammer ergibt vollstandige Uberein- 
stimmung mit der bereits bekannten Reichweite in Luft. Das Sieb 
wird dann nacheinander durch Aluminiumfolien von etwa 10 baw. 

5w ersetzt, deren Luftaquivalente aus der Verkiirzung der Luftreich- 
-—s Geitschrift fir Physik. Bd. XVII. 3 
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weite bestimmt werden’). Bei verschiedenen Temperaturen ausgefiihrte 
Messungen zeigen gute Ubereinstimmung. 

Qi Kohlensaure, CO,. Die Kohlensiéure wird einer Bombe ent- 
nommen und zuniichst zwecks Reinigung durch ein U-Rohr mit Kalium- 
bichromat, zwei Waschflaschen mit Chromoacetat und konzentrierter 
Schwefelsiure und ein Rohr mit Phosphorpentoxyd geleitet. Ein 
konstanter Strom reinen CO,-Gases durchstrémt so das MeBgefab 7 
und ein mit ihm verbundenes GlasgefaB, das nach der Aufnahme der 
Tonisationskurve mittels zweier Hiaihne abgeschlossen werden kann. 
Die durch Wagung dieses Gefibes ermittelte Dichte stimmt mit der 
theoretischen Dichte auf weniger als 1/, Proz. tiberein. Die an- 
gewandte Art der Gaszufiihrung ist also zulissig. Fiir das Brems- 
vermégen ergeben zwei Messungen die Werte 2,81 und 2,83, also gute 
Ubereinstimmung mit dem Braggschen Werte von 2,85 und dem 
theoretischen Werte von 2,86 (nur 1 Proz. Abweichung). 

b) Die Hauptmessungen. 1. Wasserdampf, H,O. Der zu 
untersuchende Wasserdampf mu8 natiirlich eine solche Temperatur 
haben, daB er nicht mehr assoziiert ist. E. Kornatz?) hat sehr 
genaue Bestimmungen iiber die Dichte von iiberhitztem Wasserdampf 
gemacht, Aus ihnen ergibt sich, da fiir Atmospharendruck der 
Wasserdampf im Gebiete von 120 bis 180°C nur Abweichungen von 
weniger als 1/, Proz. der theoretischen Dichte zeigt. Eine etwa noch 
vorhandene Assoziation kann also die folgenden Messungen nicht 
mebr merklich beeinflussen. Um zu priifen, ob bei der vorliegenden 
Anordnung der Dampf im Zylinder Z die Temperatur und Druck 
entsprechende Dichte hat, wird der iiberhitzte Wasserdampf durch 
ein diinnwandiges GlasgefaB geleitet, das von einem ahnlichen Messing- 
gefaB wie Z umgeben ist. Durch einen elektrischen Ofen wird diese 
Anordnung auf die gewiinschte Temperatur gebracht. Die Tem- 
peratur kann durch ein in eine Vertiefung des GlasgefaSes hinein- 
ragendes Thermometer gemessen werden. Da gefettete Hiahne wegen 
der hohen Temperatur nicht zulissig sind, wird das Gefa8 durch Zu- 
schmelzen der Zu- und Ableitung verschlossen und die Dichte des 
Dampfes durch Wagung bestimmt. So sind sieben Dichtebestimmungen 
bei Temperaturen von 120 bis 160°C ausgefiihrt worden. Reduziert 
man die gefundenen Dichten auf normalen Druck und Temperatur, 
so ergibt ihr Mittelwert den nur um 1/, Proz. zu grofen theoretischen 
Wert. Bei der Berechnung des Bremsvermégens ist daher stets der 


1) Bei den anderen Gasen und Dimpfen wurde der FolieneinfluS natiirlich 
in entsprechender Weise beriicksichtigzt.. 


) E. Kornatz, Diss. Kénigsberg 1908. Dampfdichte yon Wasserdampf. 


a 


ee et temp 
f 


Bremsung der «-Strahlen in Flissigkeiten und Dampfen. 35 
aus Druck und Temperatur errechnete Wert der Dichte eingesetzt 

. “~ * . . . . = fe 
Die am Schlusse einer Reichweitemessung ermittelte Dichte direkt 
zu benutzen, erscheint nicht berechtigt, da die Dichte und Reichweite 
in verschiedenen Gefifen bestimmt werden und ihre Schwankuncen 

. eT? es . . 3 

um den Mittelwert véllig unabhingig voneimander sind. Die Ergeb- 
nisse der Reichweitemessungen sind in Tabelle 7 zusammengestellt. 


Tabelle 7. 

——OO—————— 
Lfd. | Reichweite| Brems- Abweichung 
Nr. Temp. Druck | Dichte R | vermégen von 

0¢C mm Sana 2 Stheoret. 

a a 3 / 4 5 6 7 

| 
1 132 753,5 | 0,537.10—-5 | 1300 | 1,368 | —0,4 Proz. 
2 132 753,5 | 0,537 129,4 1,372 a 
3 135 753 | 0,532 131, 7h) e364 —0,6 , 
4 139 | 753 0,528 130,2 | 1,39 ne ee 
Bee 140) 748 | 0,524 fone 1 40Teecree mna 

| Mittelwert: 1,379 +03 , 


Unter Annahme des additiven Gesetzes kann man das Brems- 
vermégen fiir H,O aus den bekannten Werten fiir O und H er- 
mitteln!). Es ergibt sich dann fiir sy,9 = 1,40. Der gefundene 
Wert ist also nur 1,4 Proz. kleiner. Nimmt man fiir sq in Verbin- 
dungen den von Bragg aus den Kohlenwasserstoffen gefundenen 
Wert von 0,187 an (siehe S. 23), so wird sy,o = 1,374. Die Ab- 
weichung betrigt dann nur + 0,3 Proz. Ich habe daher diesen Wert 
als den theoretischen bezeichnet (Spalte 7). 

Bei den nachfolgenden organischen Verbindungen C,H, OH, C, Hg 
und C,H,N ist gleichfalls fiir sq der Wert 0,187 eingesetzt. Hs er- 
scheint auch richtiger, zur Priifung des additiven Gesetzes bei Be- 
rechnung des Bremsvermégens von Verbindungen den Wert zu 
benutzen, der in so iiberaus guter Ubereinstimmung aus den von Bragg 
untersuchten homédopolaren Kohlenwasserstoffverbindungen folgt. 


2. Alkoholdampf, C,H,OH. Fiir so = 0,864, se= 0,187 
und so = 1 ergibt sich als theoretischer Wert so,u,0H = BOD. 


1) Fir die Berechnung des theoretischen Wertes ist im folgenden stots das 
additive Gesetz angenommen. Die Hinzelbremsvermégen sind, wenn nichts 
anderes arngegeben, der von H. Rausch v. Traubenberg aufgestellten Tabelle 


(ZS. f. Phys. 5, 400, 1921) entnommer. 
Z 3% 
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Tabelle 8. 
’ ; ’ 
. } | Abweichung 
| } 
ok oo Druck . Dichte ; R 8 von 
Nr. peratur | lin ca 
0 theoret. 
Cc mm | mm ; 
1 Ro 3 ) 4 5 Jer 7 
1 138 750,5 | 1,35 . 10-3 . 46,4 3,90 + 1,2 Proz. 
2 | 139 750,45 | 1,34, | 47,2. 3,84 ma 
3 142 744,8 1,325 48,8 3,78 =~ 18" 2 
4 142 743,7 1,32 | 48,0 3,85 ns 
ie siiineldee |. 744.8 1,31g | 49,2 S37 =i ae 
Mittelwert ..... eee rare ee 33 —05 , 
Aus den Braggschen “Messungen ergibt sich der Wert 3,76 | —23, 3 


3. Benzoldampf, C,H,;. Theoretisches Bremsvermégen: 
$c,H; — 6,30,. 
_ Tabelle 9. 


) 219.10-3 © 6,20 
754 2,18 6,32 
754 2,064 6,25 
754 2,06 v4 6,19 


ScMittelwere Wy Mice iSite eae ees Aidt, hal 
Aus den Braggschen Messungen ergibt sich der Wert 6,26 


4. Pyridindampf, C,H;N. sy = 0,939, ae theore 
Sqbromayerindcu opt = == 6,20. 


‘Tabelle 10. 
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Tabelle 11. 
Lfd. thee - Gemessenes Bremsvermiégen 
— Sto “theoret. 
Flissigkeit Dampf 
1 2 3 : 5 : 6 aoe 7 ; 
| | 

1 Wasser ey ee 1,55 | + 12,8 Proz. | 1,379 | +.0,3 Proz. 
Boh AlKOhOE 2 ogi 2 de: 5; 8,85 4,21 |+ 94 , | 3,88 |—05 , 
3 Benzol Vier. & | 6,305 6,47 |+ 2,5 | 6,24 | —1 
ee pre. Sw | 6,20 6,40 i+ 3 . G17 le Oso 


Aus den obigen Messungen geht entgegen den Beobachtungen 
von W. Mich! (Tabelle 1, 8.24) deutlich hervor, da8 nicht alle 
Fliissigkeiten ein zu groBes Bremsvermégen haben. Die gemessenen 
Werte fiir Benzol und Pyridin zeigen vielmehr gute Ubereinstimmung 
mit den berechneten; hingegen bremsen Wasser und Alkohol tatsiach- 
lich anormal stark. Da diese beiden Stoffe als Dampf ebenso wie 
Benzol und Pyridin den theoretisch méglichen Wert ergeben, ist als 
Grund fiir die vergré8erte Bremsung die Assoziation der Molekiile 
anzunehmen, die diese Substanzen im Gegensatz zu den anderen beiden 


im fliissigen Zustand zeigen. 


IV. Das Bremsvermégen von Lésungen. 


Da ‘die bei den vorstehenden Flissigkeitsmessungen des Ab- 
schnittes II angewandte Methode durchaus zuverlissige Werte fiir 
die Reichweite liefert, ist auch noch die Untersuchung von Lésungen 
versucht. Wiirde die Messung der Reichweite in Lésungen brauch- 
bare Resultate ergeben, hat man vielleicht die Méglichkeit, auf diese 
Weise bequem das Bremsvermégen eines Stoffes zu bestimmen, der 
_ pisher aus methodischen Griinden uns schwer zuginglich war (z. B. Na, 
K, Cs usw.). 

Unter der Annahme zunichst, daS8 das Bremsvermégen eine 
additive Eigenschaft ist, kann man analog zu der Formel fiir Ver- 
bindungen1) folgenden Ansatz machen: 

Ry __ n,[Ni®(A})+Nz(As)---+ Ni P(A) | +-no[ Ny’ ®(Ay) +No'P(As)..- Je 
a Mo - P( Ao) 

Hier bedeuten R und R, die Reichweiten in der zu unter- 
suchenden Lésung bzw. in einer Normalsubstanz, @(A;) usw. die 
Funktionen bestimmter Atomeigenschaften, Ni, Ng...Mi'... die Anzahl 


os 


1) Siehe die Ableitung der Formel in der bereits erwabhnten Arbeit von 
H. Rausch v. Traubenberg, ZS. f. Phys. 5, 396, 1921. 
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der Atome, mit der jede Atomart im Molekiil einer Komponente und 
M1, M,.-. die Anzahl der Molekiile, mit der jede Komponente in der 
Lésung vertreten ist. Dann ist 
n=n,+n,+n3... == Anzahl der iiberhaupt vorhandenen 
Molekiile, 
mm "2... — das Verhiltnis der Molekiile 1, 2, 3... 
ae zur Gesamtzahl der Molekiile. 
_ Beschranken wir uns zunachst auf zwei Komponenten. Obige 
Formel bedeutet dann, daB 
B= Matta => (M+ oa). 


Setzen wir nun 


nN, 
Pat Tas = §, 
80 ist 
Ro n 
— = — § 
R No 
und 
Ry. Ny Ng 
fof p= Ms, + Bg, (1) 
R.n n n 


das Bremsvermégen der Lésung. 

Das Bremsvermégen einer Lésung wiirde sich also additiv aus den 
relativen Bremsvermégen der Komponenten zusammensetzen. Nun ist 
Ay == Kido, Me VE Kids 

K. dy K.d 


(On = = 


Ay’ Me 


n n 
MM + 
+ Ms 


M bedeutet das fiktive Molekulargewicht der Lésung. Es ergibt 
sich also: 


n n 
By dy. (“2 By +2 Ms) 
SLisung — Ra A : (2) 


Man erbalt also unter Einsetzung des fiktiven Molekulargewichts 
das Bremsvermégen einer Lisung aus der gemessenen Reichweite. _ 

Es ist nun leicht zu priifen, ob das additive Gesetz auch fiir 
Lésungen gilt, Kennt man das Bremsvermégen der Komponenten 
einer Lésung, so kann man nach Formel (1) das Bremsvermégen der 
Lésung fiir verschiedene Konzentrationen berechnen und mit den 
experimentell gefundenen Werten vergleichen, z. B. dadurch, da8 man. 


a 


iain aie ental tatiana al hice dial catenins eel 
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beide Wertereihen in Abhangigkeit von der Konzentration graphisch 
darstellt. Gilt das additive Gesetz, so kann man Lésungen unter- 
suchen, die eine Komponente mit unbekanntem Bremsvermégen ent- 
halten und aus dem gemessenen Bremsvermégen das der Kompo- 
nente nach Formel (1) berechnen. Setzen wir in (1): 


wo ¢, und ¢, also die relativen Molekiilzahlen der in der Lésung vor- 
handenen Komponenten bedeuten, so ist 
S = t,8, + bya, 

also 
= ae (3) 

Diese Formel gibt aber nur fiir sehr genaue Messungen brauch- 
bare Resultate'). Je gréBer das Molekulargewicht des geldsten Stoffes 
im Verhaltnis zu dem des Lésungsmittels ist, um so ungiinstiger 
wird die Rechnung, da dann ¢, gegen ¢, sehr klein werden kann?). 
Giinstiger liegen natiirlich die Verhiltnisse fiir stiirkere Konzentrationen. 

Da die Bremsung in erster Linie von der Zahl und Art der ge- 
troffenen Atome im Einheitsvolumen abhingt, wird man zunichst 
annehmen, daS fiir den Bremsvorgang Lésungen sich nicht anders 
wie gewohnliche Fliissigkeiten verhalten werden. Das additive Gesetz 
wird im. allgemeinen gelten; es werden sich hiervon ebenso wie bei 
den Fliissigkeiten die Abweichungen zeigen, die durch Assoziation 
oder andere die Molekiilbildung beeinflussende Effekte hervorgerufen 
werden. Ich habe daher nicht erst alle die mir eventuell zuganglichen 
Lésungen, fiir deren Komponenten das Bremsvermégen bekannt ist, 
untersucht, sondern zuerst die mich besonders interessierenden Lé- 
sungen von KOH und NaOH gemessen, um hieraus vielleicht Riick- 
schliisse auf das Bremsvermégen von K und Na machen zu kénnen. 


a 


1) Angenommen, es sei fiir eine 10proz. Tésung von KOH 


$= SLésung = 1,7, 39. SLésungsmittel = 1,55, 
ig B09 ii tq 5003, 
dann ist ts ee 
rac 1,7 — 0,97 .1, bon 19 6,33; 
0,03 0,03 
vergroéSert man $s um nur 5 Proz., so wird 
__ 1,785 — 0,97.1,55 0,275 = 9,22, 


PRS 0,08 = “0,08 
also um 46 Proz. gréBer als vorher. Re : , 
2) ZB. bei einer 10proz. wasserigen Bleinitratlésung ist Mp, (Oe 831; 


t, = 0,006 und t = 0,994. 
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Beides sind Elemente mit hohem Atomvolumen, die nach einer Ver- 
mutung von H. Rausch v. Trauben berg!) ein anormal groBes Brems- 
vermégen besitzen sollen. 

Die Messungen sind in Tabelle 12 zusammengestellt. 


Tabelle 12. 
KOH | NaOH 
Prozent Stosung! <4 SKOH |  Prozent Sigsung. |e Siw OTT 
6,6 1,606 4,08 5 bia? SEBO, a 3,59 
10,0 1,63, 4,10 10 1,64, 3,54 
16,8 1,73 4,10 20 1,76 3,65 
26,3 1,83 4,36 
33,7 1,92 4,21 
Mittel 4,17 | | Mittel 3,59 
Sou = 4,27 | sou 1,27 
also sy = 2,90 | Sy_ = 2,32 


Unter der Annahme des additiven Gesetzes wiirde man also 
Sx = 2,90 und sya = 2,32 erhalten. Die aus der /Z-Beziehung be- 
rechneten Werte sind 
Eee 8 aaa Pipa ec NA AUR 1,17. 

ys 

Aus den Messungen wiirden also bedeutend héhere Werte folgen 
im Einklang mit der Annahme von H. Rausch vy. Traubenberg}), 
daB alle Elemente mit hohem Atomvolumen ein anormal groSes Brems- 
vermégen besitzen. So geben Chlor, Argon, Brom und Jod ebenfalls 
einen um 20 bis 40 Proz. zu groBen Wert. Diese Abweichungen 
iibertreffen deutlich diejenigen, welche die Elemente mit hdherer 
Stellenzahl vom /Z-Gesetz zeigen. 

Die Kurven, die die ermittelten Bremsvermégen von KOH- und 
NaOH-Lésungen in Abhingigkeit von der Konzentration darstellen, 
haben durchaus denselben Typus, wie diejenigen, welche nach dem 
additiven Gesetz nach der abgeleiteten Formel (1) berechnet werden 
kénnen. Man kann also annehmen, daB8 auch fiir Lésungen im all- 
gemeinen das additive Gesetz Giiltigkeit hat. Bevor man jedoch end- 
giiltige Angaben tiber das Bremsvermégen der Alkalien machen kann, 
mu man die Verhiltnisse bei den Lésungen noch durch zahlreichere 
Messungen untersuchen. Da dies dem Verfasser zurzeit nicht méglich 


1) ZS. f. Phys. 5, 401, 1921, 
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ist, sind die obigen Ergebnisse vorliufig mitgeteilt in der Hoffnung, 
Im elner spateren Arbeit umfassendere und genauere Angaben machen 
za k6nnen. 


Zusammenfassung. 


Kurz zusammengefaBt ist der Inhalt der vorliezenden Arbeit der 
folgende: ; 

1. Das Braggsche Gesetz der Addivitit der Bremsvermégen von 
Verbindungen ist durch Messungen yon Fliissigkeiten und Dampfen 
gepriift. Es ist festgestellt worden, da8 normale Fliissigkeiten 
das nach dem additiven Gesetz berechnete, assoziierte Fliissigkeiten 
jedoch ein gréBeres Bremsvermégen besitzen, als diesem Gesetz ent- 
spricht. 

2. Das Bremsvermégen von Lésungen ist in Abhangigkeit von 
der Konzentration untersucht, und unter der Annahme des additiven 
Gesetzes sind Formeln zur Berechnung des Bremsvermégens auf- 
gestellt worden. 

3. Es ist versucht worden, aus dem gemessenen Gesamtbrems- 
vermégen einer Lésung den unbekannten Anteil einer Komponente 
zu berechnen. Die mit Kali- und Natronlauge ausgefiihrten Messungen 
ergeben fiir Kalium und Natrium ein anormal groBes Bremsvermégen. 


Vorstehende Arbeit ist im Physikalischen Institut II der Univer- 
sitat Géttingen ausgefiihrt worden auf Anregung von Herrn Prof. 
Dr. H. Rausch v. Traubenberg, dem ich fiir das tiberaus freund- 
liche und férdernde Interesse fiir diese Arbeit zu gré8tem Dank ver- 
pflichtet: bin. 


Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Chemie, Mai 1923. 


42 


Uber 
Strukturanderungen in Metallen durch Kaltbearbeitung. 


Von M. Polanyi in Berlin-Dahlem. 
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Faserstoffchemie, Berlin-Dahlem.) 


(Eingegangen am 9. Mai 1923.) 


In einer im Vorjahre erschienenen Arbeit iiber die Dehnung von 
Zinkkristallen habe ich gemeinsam mit H. Mark und E. Schmid eine 
Erklarung fiir die Entstehung der Faserstruktur bei Dehnung von 
Drahten vorgeschlagen. Gewisse Punkte jener Erklarungsvorschlage 
sollen hier abgeindert und ihre Erweiterung versucht werden. Den 
Anla8 hierzu bot die spaiter zu besprechende neue Arbeit von G. J. 
Taylor und F. Elam’), welche Beobachtungen an einem gedehnten 
Aluminium-Kristall enthilt und die einerseits gewisse hypothetische 
Punkte unserer Erklarung widerlegt, andererseits aber auch gleich- 
zeitig den Weg zum weiteren Ausbau unserer Vorstellung unter Ver- 
meidung dieser Punkte anzuweisen scheint. 

1. Bisher bekannte Deformationsstrukturen. Der Sach- 
verhalt, von dem wir ausgehen, ist kurz der folgende: Ettisch, 
Polanyi und W eissenberg?) haben festgestellt, daB in hartgezogenen 
Drahten der flachenzentriert-kubischen Metalle Cu, Al, Pd ,,doppelte 
Faserstruktur“ vorhanden ist, d. h. die Kristallite in zwei Gruppen mit 
verschiedener Gitteranordnung zerfallen, und zwar so, daS in der einen 
(gréBeren) Gruppe die [111]-Richtung, (Raumdiagonale), in dem 
anderen (kleineren) Teil die [100]-Richtung (Wiirfelkante) parallel 
zur Drahtachse gestellt ist. Bei den raumzentriert-kubischen Metallen 
Wo, Fe, Mo ist ,,einfache Faserstruktur“ vorhanden, und zwar so, daf 
alle Kristallgitter mit [101]-(Wiirfelflachendiagonale) in Richtung der 
Drahtachse stehen. Die beim Hartziehen verwendete Diise spielt 
beim Zustandekommen der Struktur keine Rolle, da ein Aluminium- 
draht, der ohne Diise durch bloBes Ziehen an beiden Enden gedehnt 
wurde, dieselbe Kristallanordnung aufwies wie ein hartgezogener Draht. 

Die Einstellung der (,paratropen“) [111]-, [100]- baw. [101]- 
Richtungen in die Drahtachse erfolgt nicht exakt, sondern es handelt 
sich bloS um eine stark erhéhte Haufigkeit solcher Stellungen. Die 
Halbwertsbreite der Haufungskurve ist zu etwa 5° geschiitzt worden. 


1) Proc. Roy. Soc. 102, 643, 1923. 

*) ZS. f. Phys. 7, 181, 1921; ZS. f. phys. Chem. 99, 332, 1921. Der erste 
Nachweis der Faserstruktur hartgezogener Driahte findet sich bei Becker, 
Herzog, Jancke, Polanyi, ZS. f. Phys. 4, 61, 1921. 
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Ktwas anders ist das Bild des gereckten Zinkdrahtes. Die Struktur 
ist weniger deutlich, und es l4Bt sich bloB feststellen, daB Kinstellungen 
der hexagonalen Achse, die etwa 70° mit der Drahtachse einschlieSen, 
deutlich bevorzugt sind. 

Die ersten quantitativen Feststellungen von Strukturen gewalzter 
Folien sind unabhingig voneinander in Deutschland und RuBland mit 
iibereinstimmenden Resultaten ausgefiihrt worden. Das hauptsichliche 
Ergebnis der Arbeiten von Uspenski und Konobejewski!) einer- 
seits und von K. Weissenberg?) bzw. H. Mark und K. Weissen- 
berg) andererseits ist, da8 bei den flichenzentriert-kubischen Metallen 
Ag, Au, Cu, Al, Pt die Gitter der Kristillchen so liegen, da8 eine 
[112]-Richtung in die Walzrichtung fallt und eine (110)-Rhomben- 
dodekaeder-Flache die Dichtung der Folienebene bevorzugt. Die 
»Verwackelung“ betrigt dabei fiir die [112]|-Richtung etwa 8°, fiir 
die (110)-Flache etwa 35°. H. Mark und K. Weissenberg finden 
noch eine zweite bevorzugte Gitterlage in den genannten Folien, die 
allerdings viel weniger haufig ist als die zuerst genannte. Nach 
freundlicher Mitteilung der beiden Herren ergab die quantitative Aus- 
messung dieser zweiten Gitterlage eine Stellung, bei der die Wiirfel- 
kante in die Walzrichtung und die Wiirfelflache in die Folienebene fallt. 

SchlieBlich hat R. Gross mitgeteilt*), daB auch gewalzte Wo-Folien 
eine besondere Orientierung der Kristallgitter aufweisen, und zwar so, 
daB sich [110]|-(Wiirfelflachendiagonale) in Richtung des Walzens 
einstellt, wobei eine (100)-Flache parallel zur Folienebene zu liegen 
kommt. In Anbetracht der weitgehenden Analogie, die Metalle mit 
ahbnlich gebauten kubischen Gittern aufweisen, wird man wohl zunachst 
annehmen, daB die von Gross gefundene Folienstruktur auch fiir die 
iibrigen raumzentriert-kubischen Metalle Giiltigkeit hat. Die folgende 
Tabelle gibt eine Zusammenstellung der Draht- und Folienstrukturen. 


2. Ein Erklarungsversuch. Ein erster Versuch, die Entstehung 
dieser Deformationsstrukturen zu erklaren, ist von uns in der ein- 
gangs erwabnten Arbeit iiber die Dehnung von Zink-Einkristalldrahten 
gemacht worden. Zum Ausgangspunkt diente dabei das dort ge- 
wonnene Ergebnis, da8 auch bei Dehnung von Hinkristalldrahten aus 
Zn eine Umorientierung des Gitters relativ zur Drahtrichtung 


1) Vortrag, gehalten am 30. April 1920 in der Physikalischen Lebedew- 


Ges. in Moskau. 
_ 2) Ann. d. Phys. 69, 409, 1912. 
3) ZS. f. Phys. 14, 328, 1923. or: 
4) Vortrag, gehalten am 23. Februar 1923 in der Deutschen Physikalischen 


Gesellschaft Berlin. 
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Tabelle 1. Bei Drahten. 


| In der Drahtrichtung 


Bei flachenzentriert-kubischem Gitter .... - ! Hon | weniger haufig [100] 


Bei raumzentriert-kubischem Gitter. ..... |} {102] | 


Bei Folien. 
pO EE 79 2 Ay pe I en 


Bei flachenzentriert - kubischem ; 
Gibterdaemnweey s,s go! cess ce a) meist [112] in der Walzrichtung und gleich- 

zeitig (101) in der Walzebene 

| b) weniger haufig [100] in der Walzrichtung 

und gleichzeitig (100) in der Walzebene 


Bei raumzentriert-kubischem | 
GUGer eC ae tie ake hanes [101] in der Walzrichtung und 
(100) in der Walzebene 


eintritt, und zwar so, da bei fortschreitender Dehnung  jene 
kristallographische Richtung, die sich als Gleitrichtung betitigt 
(die Prismenbasiskante mit der Indizierung [1010], sich immer mehr 
in die Drahtrichtung einstellt. Bei besonders stark gedehnten Kri- 
stallen betrug die Abweichung dieser Richtung von der Drahtachse 
nur mehr etwa 2° 

Dieser Vorgang ist der Ausbildung der Faserstruktur bei Dehnung 
von polykristallinen Drahten so ahnlich, da8 seine Verkniipfung mit 
dieser Erscheinung durchaus nahe lag: Hier wie dort dreht sich das 
Gitter infolge der Dehnung in eine bestimmte Lage zur Drahtachse, 
und zwar so, daf eine bestimmte Gitterrichtung in die Drahtrichtung 
gelangt. Zwar wiirde diese Hinstellung beim Zinkkristall nur im 
Grenzfalle unendlicher Dehnung exakt erreicht werden, aber auch die 
Faserstruktur stellt sich ja nicht mathematisch exakt ein. 

Auch das Verhalten der polykristallinen Zinkdraihte steht hiermit 
nicht im Widerspruch. Denn man kann die Struktur solcher Drahte 
als unvollkommen ausgebildete Faserstruktur deuten, indem man an- 
nimmt, da8 sich hier die Gleitrichtung [1010] eben nur unvollstandig, 
und zwar bis auf eine Abweichung von 20° in die Drahtachse einstellt. 

Abnlich hatten auch H. Mark und K. Weissenberg!) die 
Struktur der Folien zu erkléren versucht, indem sie annahmen, daB 
beim Walzen eine Gleitrichtung in die Walzrichtung und die zuge- 
hérige Gleitebene in die Walzebene gelangt. 


3. Wettstreit mehrerer Gleitrichtungen. Die Grundvorstel- 
lung dieser vorgeschlagenen Erklarung michte ich auch in der Folge 


™ 


1) ZS. f. Phys. 12, 58, 1929. 
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beibehalten, doch soll zum weiteren Ausbau derselben noch ein 
neues, die Deutung der Ergebnisse wesentlich verinderndes Element 
eingefiihrt werden. 


Beibehalten soll namentlich die Annahme werden, da der 
Mechanismus, durch den sich die Umorientierung des Zinkkristall- 
drahtes vollzieht, auch die Umorientierung der Kristallite bei der 
Deformation des Polykristalles bewirkt, daB es sich also hier wie dort 
um eine Biegegleitung handelt. Auch das Prinzip, daB sich der 
Kristallit bei der Deformation des Haufwerkes auch im einzelnen so 
verhalt, als wiirde man ihn fiir sich allein der gleichen Deformation 
unterwerfen, soll weiter verwendet werden. Und schlieBlich auch die 
Beziehung, zufolge deren sich bei fortschreitender Dehnung die be- 
tatigte Gleitrichtung unter immer spitzerem Winkel zur Dehnungs- 
richtung einsteilt. 


Neu soll hierzu nun auch der bisher nicht beriicksichtigte Um- 
stand treten, da bei Dehnung eines Kristalles namentlich bei kubischen 
Gittern die verschiedenen médglichen Gleitrichtungen miteinander 
konkurrieren kénnen. MHierdurch verschiebt sich das Bild etwa 
folgendermaBen. 


Betatigen sich in ein und demselben Kristall zwei verschieden 
gelegene Gleitrichtungen, etwa die Richtungen I und II, so nahern 
sich I und II abwechselnd der Drahtachse, und zwar gehen diese 
Bewegungen in der jeweils von der Drahtachse und der betreffenden 
Gleitrichtung bestimmten Ebene vor sich. Unter solcher wackelnder 
Bewegung wiirde sich das Gitter so lange drehen, bis die Ebene der 
beiden Gleitrichtungen sich in die Drahtachse eingestellt hat. Wofern 
nunmehr die Gleitungen entlang I und II in gleichem MaBe erfolgen, 
bleibt die erreichte Gitterstellung konstant. Nimmt man speziell an, 
daB I und II identische Richtungen, z. B. zwei Wiirfelflachendiagonalen 
sind, und daS deren Gleitfahigkeit nur von den Winkeln abhangt, 
die sie mit der Zugachse einschlieSen, so wiirde demnach eine Gitter- 
lage, bei der die Drahtachse mit der Winkelhalbierenden der Flachen- 
diagonalen zusammenfallt, unverandert erhalten bleiben kénnen. 


Ob ein solcher Zustand bei fortschreitender Dehnung auch 
wirklich erhalten bleibt, hangt allerdings noch davon ab, ob er 
stabil ist, also ob das Uberhandnehmen der Gleitung entlang der 
Gleitrichtung I und die damit verbundene Annaherung derselben an 
die Drahtachse und gleichzeitige Entfernung der Gleitrichtung IL von 
dieser Achse die Gleitfihigkeit von II gegeniiber I begiinstigt oder 
behindert. Nur im ersteren Fall ist die Konfiguration stabil, — wo- 
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gegen sich im letzteren Fall die Gleitrichtung I unbegrenzt der Draht- 
achse naihern wiirde. 

In ihrer kiirzlich erschienenen Arbeit iiber die Vorgainge bei der 
Dehnung eines Al-Kristalles weisen G. J. Taylor und ©. F. Elam?) 
einen Fall nach, in dem der oben beschriebene Wettstreit zweier Gleit- 
richtungen in der Tat vor sich gegangen ist. — Dabei zeigt sich, 
daB bei Al die Gleitfliche (111) und die Gleitrichtung [110] ist. 

Bei Beginn des Versuches von Taylor und Elam war der 
Kristall so orientiert, da8 eine [101|-Richtung einen Winkel von etwa 
45°, eine andere einen Winkel von etwa 15° mit der Drahtachse ein- 
schlo8. Bei Beginn der Dehnung betitigte sich dann zunachst jene 
Gleitrichtung, die den gréferen Winkel mit der Drahtachse bildete, 
und das ging so lange vor sich, bis der Winkelabstand der beiden 
[101]-Richtungen etwa gleich geworden war (40—50 Proz. Dehnung), 
worauf sich dann auch die andere [101 ]-Richtung in Bewegung setzte. 

Die genannten Autoren schliefen hieraus, daB sich bei fort- 
gesetzter Dehnung eine Winkelhalbierende der Wiirfelflachendiagonalen 
(und zwar eine [112]|-Richtung) parallel zur Drahtachse stellen wiirde 
und dieser Zustand stationar erhalten bliebe. Das ReiBen des Probe- 
stiickes (bei 78 Proz. Dehnung) hinderte die Priifung dieser SchluB- 
folgerung. 

Man sieht also, daB der Wettstreit verschiedener Gleitrichtungen 
eine neue Moéglichkeit eréffnet, die LHinstellung einer rationellen 
Richtung in die Dehnungsrichtung zu erklaren. Andererseits erkennt 
man aber auch, daf das spezielle Ergebnis, zu dem uns die Betrachtung 
des Vorganges der Gleitung an zwei Gleitrichtungen gefiihrt hat, 
zunachst nicht im Einklang mit den beobachteten Faserstrukturen 
steht. Denn es stellt sich bei Dehnung eines polykristallinen Aluminium- 
drahtes (wie oben mitgeteilt) die Raumdiagonale oder die Wiirfel- 
kante und nicht die [112]-Richtung in die Dehnungsachse ein. 

Das scheint uns aber nur gegen die spezielle Folgerung von 
Taylor und Elam zu sprechen und nicht gegen die Eignung des 
Wettstreitprinzips zur Erklarung der Deformationsstrukturen. Damit 
der Widerspruch verschwindet, mu man einen Schritt weitergehen 
und die Gesamtheit der im kubischen Gitter identischen [110]- 
Richtungen als Gleitrichtung mit in Betracht ziehen. Dann gelangt 
man, Wie wir spiter zeigen wollen, zu Resultaten, die mit den ge- 
fundenen Strukturen der Drahte und Folien durchaus im Einklang 
stehen. 


lle 


Uber Strukturinderungen in Metallen durch Kaltbearbeitung. 47 


4, Gleitrichtungen in Metallen. Die Beurteilung der Frage 
nach der LEntstehung der Strukturen deformierter Metalle Sit 
besonders durch den Umstand erschwert, da8 fiir die eine der beiden 
wichtigen Mctallgruppen, namlich fiir jene mit raumzentriert-kubischem 
Gitter, die kristallographische Indizierung der Gleitrichtung unbekannt ist. 

Es scheint uns aber, daB die bei anderen Metallen vorliegenden 
Erfahrungen ausreichen, um auf die unbekannte Gleitrichtung pobliegar 
za kénnen. Denn es zeigt sich regelmiBig, wie die untenstehende 
Tabelle 2 zeigt, da8 stets die dichtestbelegte Gerade des Gitters als 
beste Gleitrichtung auftritt, und man wird somit schlieBen, daB dies 
auch fiir die raumzentriert-kubischen Metalle der Fall ist und daB8 
hier [111] die Gleitrichtung ist. Man wird die zu diesem Schlusse 
fiihrende Regel um so eher anerkennen, als sie von struktur- 
theoretischem Standpunkt am naheliegendsten ist und auch noch durch 
das spater beschriebene Verhalten der [111]-Richtung im gedehnten 
bzw. gewalzten Material mit raumzentriert-kubischem Gitter gestiitzt 
wird. 


Tabelle 2. 
Metall | Kristallsystem Gleitrichtung | Dichteste Gittergerade 
| 
Zink | hexagonal [1010]) [1010] 5) 
Zinn -| tetragonal [001]?) [001] 6) 
Wismut . . | rhomboedrisch, nahezu kubisch|[101] und [110]8)| [101] und [110] 7) 
Aluminium kubisch-flachenzentriert f101]*) {101] 


5. Die Faserstruktur gedehnter Drahte. Wollte man sich 
auf Grund der Vorstellung vom Wettstreit der Gleitrichtungen 
dariiber klar werden, welche Anordnungen der Gleitrichtungen 
durch den Dehnungs- oder Walzvorgang herbeigefiihrt werden kénnen, 
so kommt man zu einer ziemlich groSen Zahl méglicher Falle. Da 


- man zurzeit keinen sicheren Standpunkt hat, um zwischen diesen zu 


wihlen, so wollen wir sie hier nicht alle diskutieren, sondern zunachst 
ein Bild dariiber geben, welche Lage die Gleitrichtungen im bear- 
beiteten Metall tatsiichlich einnehmen. Es finden sich dabei einfache 


Regeln, die auch in die Ausbildung der Strukturen Einblick gewahren. 


1) Mark, Polanyi, Schmid, 1. c. 

2) Mark, Polanyi, Die Naturw. 11, 256, 1923. 

3) Unverdffent]. Beob. von Polanyi und Schmid. 

4) Taylor und Elam, lc. 

5) Auf Grund der von Hull (Phys. Rev. 17, 571, 1921) angegeb. Struktur. 
6) Auf Grund der von Mark und Polanyil.c. angegebenen Struktur. 

7) Auf Grund der von Ogg (Phil. Mag. 42, 163, 1920) angegebenen Struktur. 
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Tabelle 3. Stellung der Gleitrichtung zu den Symmetrieachsen. 


Flachenzentriert-kubisches Gitter Raumzentriert-kubisches Gitter 


(Gleitrichtung [101]) (Gleitrichtung [111]) 
Che s Es atolan oa AY | Es stehen zu: 
[111] | [100] | [101] i [101] [100] [111] 


| 

\| 5 ond : 

drei unt. 359! vier unt. 459 | vier unt. 60° ||zweiunt. 359 | vier unt. 559 | drei unt. 72° 

drei unt. 90° zweiunt. 90° | eine unt. 90° || zwei unt. 90° | eineunt. 0° 
| | 


|eine unt. 0° | 


Diese Regeln zeigen sich an Hand der Tabelle 3, in der die 
Symmetrieachsen des kubischen Gitters nach den Winkeln geordnet 
sind, die sie mit der [101]-Richtung bzw. mit den [111]-Richtungen 
einschlieBen. Wie erinnerlich, ist erstere die Gleitrichtung im flachen- 
zentrierten, letztere (unserer Annahme gema8) die Gleitrichtung im 
raumzentriert-kubischen Gitter. Die Reihenfolge der Achsen ist so 
gewahlt, daS der Winkelabstand jener Gleitrichtungen, die einen 
schiefen Winkel mit der Achse einschlieBen, in der Reihe zunimmt. 

Man erkennt sofort folgende Beziehung zur Faserstruktur: Hine 
Symmetrieachse stellt sich um so eher in die Drahtachse 
ein, je spitzer der (schiefe) Winkel ist, den sie mit der 
Gleitrichtung einschlieBt. Ist dieser Winkel geniigend grof 
(iiber 45°), so findet sich die Achse in Parallelstellung zum Draht 
nicht mehr vor. 

Man findet namlich (wie in Tab.1 zu sehen) bei flachenzentriert- 
kubischen Metallen am haufigsten [111] parallel zur Drahtrichtung, 
wobei die Gleitrichtungen 35° mit dieser einschlieBen. Zweithaufigst 
stellt sich [100] in die Drahtachse ein, mit einer Winkelstellung von 
45° zur Drahtachse. Die [101]-Richtung, welche 60° zur Gleitrichtung 
einschlieBt, kommt in paratroper Stellung nicht mehr vor. 

Ahnlicherweise sieht man bei raumzentriert-kubischen Metallen 
nur diejenige Achse in der Drahtrichtung stehen, deren Winkel zur 
Gleitrichtung 35° betragt, wogegen die Achsen mit 55° und 720- 
Winkeln in dieser Stellung nicht auftreten. 

Vom Standpunkte des Gleitrichtungen-Wettstreites liBt sich diese 
Regel durchaus verstehen. Sie ergibt sich notwendig, wenn man an- 
nimmt: 1. daS die Gleitfihigkeit einer Richtung bei etwa 45° bis 
54°-Stellang zur Dehnungsachse maximal ist; 2. da8 Gleitrichtungen, 
die quer unter 90° zur Dehnungsachse liegen, sich-so verschwindend 
selten betitigen, daS man sie auBer acht lassen darf 1), 


1) Hs soll nicht angenommen werden, da eine gegen die Dehnung ,stabile” 
Gitterlage wahrend des Dehnungsvorganges dauernd erhalten bleibt. Hs kénnen 
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Die Wiederholung der oben in Abschnitt 3 verwerdeten Stabilitits- 
betrachtung beziiglich der Drehungen des Gitters wihrend der 
Dehnung fiihrt dann sofort zum Ergebnis, da8 nur solche Kon- 
figurationen gegen den Dehnungsvorgang stabil sind, bei denen alle 
nicht querliegenden Gieitrichtungen gleiche Winkel einschlieBen, welche 
klemer als der angenommene Winkel maximaler Gleitfihigkeit sind. 
Ist die Gleitfihigkeit gerade maximal, so erscheint die Gitterlage 
wenig stabil (indifferent), weil virtuelles Herauskippen keine zuriick- 
treibende Kraft zur Folge hat. Eine solche tritt nur in solchen 
Stellungen auf, wo die Gleitfihigkeit mit abnehmendem Winkel 
zwischen Gleitrichtung und Kraftachse abnimmt, und zwar um so 
stiirker, Je gréBer dieser Abfall ist. Da die Steilheit des Abfalls mit 
der Entfernung vom Maximum der Gleitfabhigkeit wachsen diirfte, 
so versteht man, daf die Lagen mit spitzeren Winkeln zwischen Gleit- 
richtung und Kraftachse stabiler sind und daher haufiger auftreten. 

Das Vorhandensein‘ eines Maximums der Gleitfahigkeit zwischen 
45 und 54° ist wohl so zu erklaren, da beim Herauskippen aus der 
symmetrischen Lage die wirksame Schubspannung cos sind?) fir 
4-Werte von etwa 50° am gréBten wird. 

Es ist wohl anzunehmen, dai es im flachenzentrierten bzw. raum- 
zentrierten Wiirfelgitter auch noch andere, wenn auch weniger gute 
Gleitrichtungen gibt als [101] bzw. [111] und daB auch diese an dem 
Gleitrichtungen-Wettstreit teilnehmen. Jedoch scheint dies das Bild 
der Faserstruktur nicht wesentlich zu beeinflussen. 

Fiir die Struktur gedehnter Zn-Drahte ergibt sich, da die |1010]- 
Richtungen alle in einer Ebene liegen, vom Standpunkt des Gleit- 
richtungen- Wettstreits nichts wesentlich Neues, so da wir hier die 
alte Erklirung (vgl. Abschn. 2) gelten lassen kénnen. 

6. Die Struktur gewalzter Folien. Auch die Folienstruktur 
148t sich yom Standpunkt eines Gleitrichtungen-Wettstreits diskutieren. 

Zunichst 14Bt sich auch hier auf Grund geometrischer Beziehungen 
eine gewisse Regelmafigkeit in der Anordnung der Gleitrichtungen 
finden. Es kommt dabei sowohl die Lage derselben relativ zur 
Folienebene als auch relativ zur Walzrichtung in Betracht. 


im Gegenteil die Gitterlagen wahrend der Dehnung in jedem Korn. beliebig, oft 
wechseln. Es wird aber die mittlere Verweilzeit in den einzelnen Gitterlagen 
um so grofer sein, je stabiler sie sind. SS v Asie 

1) Die in der Gleitrichtung wirkende Schubkomponente der Zugkraft ist pro- 
portional cos 24, wenn, 42 der Winkel zwischen Gleitrichtung -und Kraftachse 
ist. .Die durch diese Komponente in der Gleitflache bewirkte Schubspannung 
ist proportional cos 2 sind, wenn 6 der Winkel zwischen Gleitflache und Kratt- 
-achse ist. i GANT ik PRT CEES sd } Sip asa 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XVII. 4 
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Tabelle 4. Winkelhalbierenden der Gleitrichtungen. 


Flichenzentriert-kubisches Gitter | Raumzentriert-kubisches Gitter 
UGlesonease {1o1)) (Gleitrichtung [111]) 
Geraden Ebenen Geraden Ebenen 
—— —= | - 
a) unter 30% [112] und (101) | a) unter 30° [101] und (100) 
b) unter 45° [100] und (100) B) unter 54° [100] und (101) 
c) unter 60° [101] und (112) 


Einen Uberblick tiber diese Lagen gibt Tabelle 4, in der die 
winkelhalbierenden Ebenen und Geraden der [101]-Richtungen einer- 
seits und der [111]-Richtungen andererseits angegeben sind. Die 
Ebenen und Geraden stehen in der Reihenfolge der Winkel, die sie 
mit den Gleitrichtungen einschlieBen. 

Man erkennt durch Vergleich mit Tabelle 1 sofort eine Regel, 
die analog derjenigen ist, die wir aus Tabelle 3 gewonnen haben: 
In der Walzrichtung liegen Gittergeraden, welche den Winkel zwischen 
zwei Gleitrichtungen halbieren, und zwar sind sie in dem MaBe be- 
vorzugt, je spitzer der Winkel ist, den sie teilen. Ist jener Winkel 
geniigend gro (iiber 90°), so tritt die winkelhalbierende Gerade 
nicht mehr in der Walzrichtung auf. 

Eine 4bnliche Regel gilt fiir die Gitterebenen, die ce in die 
Walzebene einstellen. Es sind dies die Winkelhalbierenden der spitzen 
oder zum mindesten rechten Winkel, den die Gleitrichtungen mit- 
einander einschlieBen. 

Dieser Befund diirfte folgenden Sinn haben. Den Walzvorgang 
kann man sich zusammengesetzt denken aus einem in der Walzrichtung 
wirkenden Schub und aus einem normal zur Walzfliche wirkenden 
Druck. Der erste Vorgang allein wiirde eine bloBe Dehnung der 
Kristalle nach der Walzrichtung bewirken, der zweite eine Ausbreitung 
derselben in die Walzebene. Ware in jedem Kristall nur eine Gleit- 
richtung und eine Gleitebene wirksam, so wiirde die Schubkraft eine 
Einstellung dieser Gleitrichtung in die Walzrichtung bewirken. Die 
Druckkraft wiirde dagegen hiervon ganz unabhangig eine Einstellung 
der Gleitebene in die Walzebene erzwingen. Insgesamt wiirde die 
Schub- und Druckwirkung des Walzens an einem solchen Kristall die 
Gleitrichtung in die Walzrichtung und gleichzeitig die Gleitebene in 
die Walzebene bringen. Man sieht also, daB8 bei Ausschlu8 des Gleit- 
richtungen-Wettstreits die Struktur von Folien aus flachenzentrierten 
Metallen so wire, da die [101]-Richtung in der Walzrichtung liegt 
und die (111)-Ebene in der Walzebene. Nimmt man auf Grund der 
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Belegungsdichte an, wie wir es oben getan haben, daB bei raum- 
zentrierten Gittern die Gleitrichtung [111] und die Gleitflache (101) 
ist, so folgt, daB bei Folien aus solchem Material [111] in die Walz- 
richtung und (101) in die Walzebene zu liegen kime?). 

Nun erkennt man aber sofort, daB eine solche Konfiguration 
beim Weiterwalzen nicht erhalten bleiben kann, da sie weder gegen 
den Schub noch gegen den Druck stationiir ist. 

Nehmen wir etwa den Fall des flichenzentrierten Gitters, so 
finden wir bei der angenommenen Struktur in der Ebene, die in der 
Schubrichtung normal auf der Walzfliche steht, also in der Ebene 
gréBter Schubspannungen, eine [101]-Richtung unter 60° zur Walz- 
ebene vor. Der weiterwirkende Schub wiirde diese Gleitrichtung be- 
tatigen und ihren Winkelabstand von der Walzebene verkleinern. 
Auch gegen Druck ware die angenommene Struktur nicht stationir, 
denn es steht eine (111)-Flache unter 55° zur Walzebene geneigt, 
welche sich bei weiterer Druckwirkung betiitigen und dabei in die 
Walzebene kippen wiirde. 

Solche Labilitaétsgriinde liegen bei den tatschlichen Folienstruk- 
turen nicht vor, da sich stets eine der beiden Symmetrieebenen 
des Kristalls (100) oder (101) in der Walzebene vorfindet. 

Die weiteren Einzelheiten der Folienstruktur versteht man, wenn 
man die plausible Annahme macht, daB bei gegebener Stellung 
einer Gleitrichtung zur Walzebene ihre Gleitfahigkeit stetig 
zunimmt, wenn ihr Winkelabstand von der Walzrichtung 
(bzw. der Ebene des gréSten Schubes) vermindert wird. 
Dann sind nur Konfigurationen stabil, bei denen zumindest eine Gleit- 
richtung in der Ebene des gréSten Schubes liegt. Da auSerdem in 
der Walzebene eine Spiegelebene liegen mu, so folgt, daB in die 
Walzrichtung die Winkelhalbierenden der Gleitrichtungen 
zu liegen kommen. = 

Die Bevorzugung der spitzen Winkelhalbierenden ist wohl so zu 
deuten wie bei der Faserstruktur von Drahten das Hervortreten der- 
jenigen Symmetrieachsen, die einen spitzen Winkel mit den Gleit- 
richtungen einschlieBen. Man mu8 auch hier ein Maximum der Gleit- 
fahigkeit bei 45° bis 54°-Stellung zur Schubrichtung annehmen. 

Die Einstellung einer bestimmten Ebene in die Walzebene und 
einer bestimmten Richtung in die Walzrichtung waren, den obigen 
¥ ee armen gemaB, ne eee Wear Be Der erstere wiirde 


1) Diese Dpsdegnie ist derjenigen analog, die H. Mark und K, Weissen- 
berg zu ihrer oben erwahnten Erklarung der Folienstruktur fiihrt. 
are 
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der Schubwirkung, also der Verlingerung des Walzgutes, der zweite 
der Druckwirkung, also der Verbreiterung desselben entsprechen. Da 
beim. Walzen die Verlingerung immer viel ausgiebiger ist als die 
Verbreiterung, so versteht man, daB die Strukturanderung, die sie 
zur Folge hat, sich viel priziser (mit kleinerer Verwackelung) einstellt 
als jene, die der Verbreiterung entspricht (vgl. oben Abschn. 1). 

Unsere Auffassung wird noch durch die Beobachtung von John- 
son) gestiitzt, wonach Verlingerung und Verbreiterung zuweilen 
tatsichlich getrennt verlaufen. 

7. Beziehungen zur Verfestigung. Bei einer friiheren Ge- 
legenheit 2) habe ich darauf hingewiesen, daf die hochgradige Ver- 
festigbarkeit von  Kinzelkristallen durch Kaltbearbeitung dagegen 
spricht, dai die Deformationsstruktur die Grundlage der Verfestigung 
des Kristallhaufwerkes ist. Den gegenteiligen Standpunkt vertritt 
in einer inzwischen erschienenen Arbeit F. Kérber?) und _stiitzt 
diese Anschauung darauf, dafi nach dem oben mitgeteilten rént- 
genographischen Befund der Faserstruktur von gedehnten Drahten 
sich Symmetrieachsen der Kristallite in die Drahtach8e einstellen. Wie 
Koérber hervorhebt, kann nur bei solcher symmetrischen Lage der 
Gleitebenen zur Drahtachse der Schubwiderstand auf der Gleitebene 
einen Héchstwert annehmen, da die Drehung aus der symmetrischen 
Lage auf wenigstens einer Gleitebene eine Abnahme des Schubwider- 
standes zur Folge haben miifte. 

Ich méchte: freilich nicht bestreiten, da8 die Dehnbarkeit von der 
Gitterorientierung abhangt und bei symmetrischer Stellung des Gitters 
zur Drahtachse ein zumindest relatives Minimum haben mu8. Es miiBte 
sich allerdings noch zeigen, da dieses Minimum bei den wirklich ge- 
fundenen Faserstrukturen ein absolutes ist. Die wesentliche Schwierig- 
keit sehe ich jedoch auf der numerischen Seite der Frage. 

Die Elastizitatsgrenze*) von Aluminium-Einzelkristallen fand 
Wetzel®) zu 2,4—3,4kg/mm?, wogegen Aluminium von gleicher Zu- 
sammensetzung in maximal verfestigtem Zustande bis zu 25 kg/mm? 
Spannung aushilt. Berechnet man demgegeniiber das Verhiltnis der 
Zugkrafte, die man an einen Aluminiumkristall anlegen mu8, um gleiche 
Schubspannung in der Gleitrichtung entlang der Gleitebene zu be- 


1) Engineering 1920, Augustnummer. 

2) ZS. £. Elektrochem. 28, 16, 1922. 

3) Stahl u. Hisen 1922, 8. 368 u. Mitteilungen aoe Kaiser Wilhelm -Instituts 
fiir Hisenforschung 1922. 

*) Spannung, bei der 0,2 Proz. bleibende Dehnung eintritt. 

*) Mithetiome des Kaiser Wilhelm-Institus fiir Metallforschung 1, 1922. - 
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wirken, einerseits bei giinstiger Stellung von Gleitrichtung und Gleit- 
flache (unter 45° zur Zugachse), andererseits bei unginstigster Stellung 
des Gitters, nimlich wenn der Zug parallel zur Raumdiagonale wirkt, 
so erhalt man das Verhiltnis 1:0,54. Wenn also im GuBstiick alle 
Kristalle gerade am giinstigsten orientiert wiren und im maximal 
verfestigten alle in die ungiinstigste Lage gelangen wiirden, kénnte 
die Elastizitétsgrenze knapp auf das Doppelte steigen, Da beide An- 
nahmen sicher nicht erfiillt sind, kann die Orientierung tberhaupt nur 
einige Prozente betragen und nur einen sehr geringen Teil der wirklich 
gefundenen bis zu zehnfachen Verfestigung ausmachen. 


Zusammenfassung. 


Ks ist versucht worden, das Prinzip des Wettstreites gleichwertiger 
Gleitrichtungen zu verwerten, um die Deformationsstruktur aus ein- 
fachen Voraussetzungen zu verstehen. 

Die gefundenen Faserstrukturen lassen sich ableiten, wenn man 
die plausible Annahme macht, da die Gleitung am leichtesten vor 
sich geht, wenn der Winkel zwischen Kraftachse und Gleitrichtung 
etwas gréBer als 45° ist. 

Die Folienstrukturen ergeben sich unter folgenden Annahmen: 
1. Der Walzenvorgang ist zusammengesetzt aus einer Druckwirkung 
normal zur Walzenebene und einer Schubwirkung in der Walzrichtung. 
2. Eine Gleitflaiche betitigt sich am besten, wenn ibr Winkel zur 
Walzebene 45° betrigt. 3. Eine Gleitrichtung wirkt um so besser, je 
kleiner der Winkel ist, den sie mit der Ebene gré8ter Schubspannung 
einschlieSt. 

Das Versuchsmaterial reicht nicht aus, um dem RiickschluB auf 
die Voraussetzungen Sicherheit zu verleihen. Man wird sie auf Grund 
der obigen Gedankengange korrigieren kénnen, wenn sich das als 
notwendig erweist. 
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Das f£-Strahlenspektrum von UX, und seine Deutung. 
Von Lise Meitner in Berlin-Dahlem. 


Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 26. Juni 1923.) 


Die Frage, ob beim Zerfall #-strahlender Substanzen das aus 
dem Kern austretende Elektron primir eine definierte Geschwindigkeit 
besitzt, ist fiir die Auffassung des Zerfallsmechanismus von grund- 
legender Bedeutung. Die Annahme, daf die den Atomzerfall be- 
dingenden Kernelektronen keine bestimmte charakteristische Geschwin- 
digkeit haben, sondern ein in weiten Grenzen sich erstreckendes 
kontinuierliches Spektrum bilden, ist zuerst von J. Chadwick 4) ge- 
macht und dann von C. D. Ellis?) weiter entwickelt worden. Nach 
C. D. Ellis geht dem Vorgang der B-Strahlenumwandlung die Emission 
monochromatischer y-Strahlen voraus, die im Kern durch Quanten- 
spriinge der Kernelektronen erzeugt werden. Bei diesen Ubergingen 
gelangt ein Elektron schlieBlich in eine Lage, die eine Instabilitaét des 
Kernes bedingt, so daB ein Zerfall des Kernes unter Emission des 
Elektrons eintritt. Die emittierten Elektronen besitzen dabei keine 
definierte Geschwindigkeit, sondern sind iiber einen kontinuierlichen 
Geschwindigkeitsbereich verteilt. Die #B-Strahlenlinien werden von 
Elektronen gebildet, die durch die y-Strahlen aus K-, Z-, M- usw. Niveaus 
herausgeworfen werden. Demgegeniiber habe ich zu zeigen versucht’), 
daB auch die Kernelektronen primar ganz bestimmte fiir den Kern 
charakteristische Geschwindigkeiten besitzen und da das sogenannte 
kontinuierliche Spektrum auf sekundare Hinfliisse zuriickzufiihren ist. 

Eine besondere Schwierigkeit fiir die Ellissche Auffassung bieten 
die Falle von §-Strahlenumwandlung, bei denen keine y-Strahlang 
nachgewiesen werden konnte, wie z. B. bei den Wismutisotopen Ra E 
und ThC. Beim Rak ist ein sehr kraftiges 6-Strahlenband zwischen 
etwa 90 und 75 Proz. Lichtgeschwindigkeit vorhanden, aber keine Spur 
einer y-Strahlung. Dagegen wurde die fiir Wismut charakteristische 
K- und L-Strahlung beobachtet 4), die also hier unbedingt durch die 
B-Strahlung angeregt sein mu8, und deren Anregung eine Verwaschung 
der urspriinglich homogenen §-Strablung bedingen wird. Dem ThC 
scheinen nur ganz schnelle Strahlen von 95 Proz. Lichtgeschwindigkeit 


1) J. Chadwick, Verh. d. D. Phys. Ges. 16, 388, 1914. 

*) C. D Ellis, Proc. Roy. Soc, 99, 261, 1921; ZS. f. Phys. 10, 303, 1922. 
3) L. Meitner, ZS. f. Phys. 9, 131, 145; 11, 35, 1922. 

*) J. Szmidt, Phil. Mag. (6) 28, 527, 1914. 
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anzugehdren und trotz sehr genauer Untersuchung konnte keinerlei 
y-Strahlung festgestellt werden 1), 

Eine auffallende Stellung in dieser Hinsicht nimmt auch das UX 
ein. Das UX besteht aus den beiden Kérpern U Aevuad. U Xs ea 
das UX, eine Halbwertszeit von nur 1,17 Minuten besitzt, waihrend 
das UX, erst in 24 Tagen zur Halfte zerfallt, so hat man im all- 
gemeinen die beiden Kérper immer im Gleichgewicht. 

Es ist nun seit langem bekannt gewesen, daS U(X, + X,) eine 
auffallend geringe y-Strahlung besitzt. F.Soddy und A. S. Russell 2) 
fanden, daf die durchdringende (durch 1 cm Blei) gemessene y-Strahlung 
auf gleiche schnelle 6-Strahlung berechnet fiir UX 50 mal schwiicher 
ist als fiir RaC und daB das Verhiltnis von y- zu B-Strahlung, wenn 
alle weichen Strahlen mitgemessen wurden, beim UX 18mal kleiner ist 
als beim RaC. Was die $-Strahlen betrifft, so war, noch vor der 
Erkenntnis, daB UX aus zwei Substanzen besteht, festgestellt worden, 
da8 im wesentlichen zwei Hauptgruppen von #-Strahlen mit den 
Absorptionskoeffizienten in Aluminium von 4 = 510 cm—! und 
4 = 15cm! vorhanden seien. Nach der Entdeckung, da8 UX sich 
aus dem Thorisotop UX, und dem Protaktiniumisotop UX, zusammen- 
setzt, bewiesen K. Fajans und O. Géhring 8) in einer sehr sorgfaltigen 
Untersuchung, daB U X, durchdringende und nur durchdringende 
B-Strahlen besitzt, die mit den von U X, + U X, ausgesendeten schnellen 
B-Strablen identisch sind. Und sie zeigten ferner, daB die langsamen 
B-Strahlen dem U X, angehéren und da dasselbe keine nachweisbaren 
schnellen f-Strahlen aussendet. 

Eine Aufnahme des magnetischen /-Strahlenspektrums von U X, 
+ X, wurde von O. v. Baeyer, O. Hahn und L. Meitner ‘) ausgefiihrt. 
Die Aufnahme ergab eine sehr intensive nach der Seite der schnellen 
Strahlen sehr scharf begrenzte Gruppe von 96 Proz. Lichtgeschwindig- 
keit, ferner ein verwaschenes Maximum bei 82 Proz., ein schwaches 
Band von 59 Proz. und zwei scharfe Linien von 48 und 52 Proz. 
Lichtgeschwindigkeit. Nach den oben genannten Resultaten von 
Fajans und Géhring sind die beiden schnellen Gruppen dem UX), 
die langsamen Gruppen dem U X, zuzuschreiben. . 

Es erschien nun vom Standpunkt der eingangs erwahnten Frage- 
stellung aus interessant, eine genauere Untersuchung dieses Spektrums 
vorzunehmen. 


1) O. Hahn und L. Meitner, Phys. ZS. 14, 873, 1913: 

2) F. Soddy und A. 8. Russell, Phil. Mag. (6) 18, 620—649, 1909. 
3) K. Fajans und O. Géhring, Phys. ZS..14, 877—884, 1913. . 

4) O. v. Baeyer, O. Hahn und L. Meitner, Phys. ZS. 15, 649,.1914. 
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Bei Versuchen mit UX bictet die geringe Starke der herstell- 
baren Priparate eine betrichtliche Schwierigkeit. Das UX ist be- 
kanntlich ein Zerfallsprodukt des Urans, und zwar enthalt 1 kg Uran- 
nitrat eine Menge UX, deren f-Strahlung der B-Strahlung von etwa 
0,15 mg RaC entspricht. Um aber ein Priparat von nur 1 mg Strahlungs- 
stiirke zu haben, miissen sehr groBe Mengen Urannitrat verarbeitet 
werden, da erstens die Herstellung des UX aus dem Uran nicht 
quantitativ méglich ist, auBerdem aber aus dem gewonnenen Praparat, 
da eine lineare Strahlungsquelle fiir die Versuche erforderlich ist, das 
UX elektrolytisch auf einen ganz diinnen Draht niedergeschlagen 
werden mu. Diese elektrolytische Abscheidung gelingt im besten 


Fall_ zu etwa -50 bis 60 Proz. und die erhaltenen U X-Praparate- 


waren daher meistens recht schwach. Die Abtrennung des UX vom 
Uran erfolgte in der von F.Soddy und A. Russell angegebenen 
Weise!) durch mehrfaches Umkristallisieren aus wasseriger Lésung. 
Die Konzentrierung des UX bzw. Befreiung von den begleitenden 
Verunreinigungen — fir die Elektrolyse ist eine méglichst substanz- 
freie Konzentration notwendig — geschah nach einer von O. Hahn 
angegebenen Methode 2), die das UX an Bruchteile von Milligrammen 
Substanz zu konzentrieren gestattet. Die salzsaure Liésung des UX 
wurde dann elektrolysiert und das UX auf Platindrahte von 0,3 mm 
Dicke und etwa 0,6 bis 0,8 cm Linge kathodisch niedergeschlagen. 

Die so gewonnenen Praparate entsprachen in wechselnder Starke 
einer U X-Menge, die mit 1 bis 4 kg Urannitrat im Gleichgewicht ist. 

Die Untersuchung des #-Strahlenspektrums geschah einerseits nach 
der Danyszschen Methode in starken Magnetfeldern, andererseits 
nach der alteren Rutherfordschen Methode, die mit viel geringeren 
Aufspaltungen arbeitet. 

Die Apparaturen waren die gleichen, wie ich sie in den friiheren 
Arbeiten verwendet hatte. 

Bei den Versuchen nach der Rutherfordschen Methode in einer 
geeichten Magnetspule wurden meistens Felder von 180 bis 200 GauB 
verwendet, wahrend die Aufnahmen von O. v. Baeyer, O. Hahn und 
L. Meitner’) bei 138,5 GauB8 ausgefiihrt worden waren. Die er- 
haltenen Spektren bestiitigten, abgesehen von der besseren Trennung 
der einzelnen $-Strahlengruppen infolge der stirkeren Aufspaltung, voll- 
kommen die friiher erhaltenen Befunde. AuSer den schnellen 8-Strahlen- 
gruppen zeigen die Aufnahmen cin schwaches, aber deutlich erkennbares 


ye. 
2.0; Hain, ZS. f. phys. Chem. 108, 469, 1923. 
Ned ; 
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verwaschenes Band bei rund 59 Proz. Lichtgeschwindigkeit und zwei 
. . . AQ - . . . . . 

Linien bei 48 und 52 Proz. Lichtgeschwindigkeit. Zwischen den schnellen 

Gruppen, die sich etwa bis 82 Proz. Lichtgeschwindigkeit erstrecken, 

und den langsamen von 59 Proz. liegt ein Gebiet minimaler Schwar- 

zung, was auch die fiir einzelne Platten vom Staatslaboratorium in 
Hamburg freundlichst ausgefiihrten Photometerkurven bestatigen. 

Die genaue Ausmessung der erhaltenen Spektren ergab fiir das 
Gebiet der iangsamen Strahlen, das ja allein fiir UX, in Frage kommt, 
folgende Durchschnittswerte der He, bzw. der Geschwindigkeiten B 
(in Prozenten der Lichtgeschwindigkeit gemessen), wobei H die Starke 
des Magnetfeldes in GauS und 9 den aus den erhaltenen Ablenkungen 
berechneten Kriimmungsradius in Zentimetern bedeutet. 


Tabelle 1. 
Ho B 
927 | 0,48 
1029 | 0,52 
1163 0,581 


Der Wert von He = 1163 entspricht dem Schwerpunkt des ver- 
waschenen Bandes. Eine genaue Ausmessung seiner Breite ist wegen 
der geringen Intensitat und der Unscharfe besonders nach der Seite 
der kleinen Geschwindigkeiten nicht méglich. AuBerdem spielt fiir 
diese relativ kleinen Geschwindigkeiten auch die Dicke der Schicht, 
in der das UX elektrolytisch auf dem Draht niedergeschlagen wird, 
schon eine merkliche Rolle. Obwohl diese Schichtdicken nur sehr 
kleine Bruchteile von Millimetern betrugen, machten sich doch bei 
den verschiedenen Versuchen ihre etwas wechselnden Werte bemerkbar, 
derart, da8 sowohl die Intensitit und Breite der Linien von B, = 0,48 
und £, = 0,52, als auch Intensitait und Breite des Bandes schwankten. 
Die gré8te beobachtete Breite dieses Bandes umfaSte einen H g-Bereich 
von 1264 bis 1210, was einem Geschwindigkeitsintervall von 6 = 0,598 
bis 6 = 0,566 entspricht. Die zugehérigen Energien sind bzw. 2,00 
und 1,72.10—7Erg. Es handelt sich also um ein relativ recht schmales 
Band. 

Um zu sehen, ob etwa noch weitere Linien vorhanden sind, wurden 
Aufnahmen nach der Danyszschen Methode im Felde eines Dubois- 
schen Halbringmagneten mittlerer GréBe ausgefiihrt. Die verwendeten 
Feldstirken lagen zwischen 465 und 700 GauB. Die Eichung des 
Feldes war durch eine kleine Induktionsspule erfolgt und konnte — 
etwa durch die langsamste Linie — kontrolliert werden. 
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Die erhaltenen photographischen Aufnahmen liefSen deutlich an 
Stelle der friiher beobachteten zwei Linien drei scharfe Linien, dagegen 
keinerlei Andeutung des verwaschenen Bandes von 59 Proz. Licht- 
geschwindigkeit erkennen. Das entsprach durchaus den Erwartungen, 
denn dieses Band besitzt ja eine sich iiber etwa 6 Proz. erstreckende 
Inhomogenitaét. Und wiahrend diese bei der oben verwendeten An- 
ordnung (sehr enger Spalt und kleine Aufspaltung durch die kleinen 
Felder) nur eine Breite von maximal 0,7 mm bedingt, entspricht ihr 
bei der Danyszschen Anordnung eine Auseinanderzerrung tiber mehr 
als 3mm und dadurch eine Herabsetzung der an sich schon recht 
geringen Intensitit, so daB sich das Band der Beobachtung entzieht. 
Ich habe auf diesen Nachteil der Danyszschen Anordnung und seine 
Bedeutung fiir das sogenannte kontinuierliche Spektrum in meiner 
letzten Arbeit hingewiesen!). Die mit U X, erhaltenen Resultate zeigen 
wieder, daB die Danyszsche Methode die Trennung sehr naheliegender 
unscharfer Linien oder verwaschener Bander nicht gestattet. Ich werde 
auf diesen Punkt und eine damit zusammenhangende neuere Arbeit 
von J. Chadwick und C. D. Ellis?) in einer spateren gemeinschaft- 
lichen Mitteilung mit Herrn Pohlmeyer zuriickkommen. 

Nachstehend ist eine der erhaltenen Aufnahmen wiedergegeben, 
die nach zehnstiindiger Exposition bei 465 GauB8 erhalten wurde. 


Fig. 1. 


Man erkennt deutlich drei Linien, deren Hoe und B-Werte in der 
Tabelle 2 zusammengestellt sind. 


Tabelle 2. 

Ho B 
927 0,48 
1028 0,519 
1057 0,529 


Die beiden ersten Linien stimmen sehr befriedigend mit den laut 
Tabelle 1 erhaltenen Werten. Die dritte hier neu auftretende Linie 
war nach der Rutherfordschen Methode wegen der kleinen Auf- 


1) L. Meitner, ZS. f. Phys. 11, 51, 1922. 
*) J. Chadwick und O. D. Ellis, Proc. of Cambr. Phil. Soc. 21, 274, 1929. 
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spaltungen nicht getrennt beobachtet worden. Dagegen fehlt hier aus 
den schon angegebenen Griinden das verwaschene Band. 


Fassen wir die Resultate der beiden Versuchsreihen zusammen, 
so sehen wir, daf im Spektrum von U X, + X, im Gebiet der langsamen 
B-Strahlen (unterhalb 80 Proz. Lichtgeschwindigkeit) ein verwaschenes 
Band mit dem Schwerpunkt bei etwa 58 Proz. © und drei langsamere 
Linien vorhanden sind. Nach den angefiihrten Versuchen von Fajans 
und Géhring gehéren alle diese B-Strahlen dem Thorisotop U X, an 
und stellen zugleich sein gesamtes f-Strahlenspektrum vor, da die 
schnelleren Strablen (oberhalb 80 Proz.¢) ausschlieBlich von UX, 
herriihren. 


In der Tabelle 3 ist das B-Strahlenspektrum des UX, nochmals 
mit den zugehérigen Energien in Erg zusammengestellt. Fiir das 
verwaschene Band sind die Werte fiir den Schwerpunkt angegeben. 


Tabelle 3. 
§-Strahlenspektrum von UX. 


| i, : Energie | Intensitat 
r | 1163 (Band) | 1,84.10 “Erg | schwach 
2 || 1057 Ea 10, 7 s 
3 || 1028 Levee ez mittel 
4 || 927 7 Loe . 


Die hier angefiihrten Intensitaéten sind nur sehr qualitative 
Schitzungen. Wie schon erwahnt, rufen bei so langsamen Strahlen 
schon kleine Schwankungen in der Schichtdicke der Strahlungsquelle 
betrachtliche Anderungen in der Intensitét der Linien hervor, die 
sich natiirlich fiir die langsameren Strahlen stirker geltend machen 
als fiir die schnellen. Die Aufnahmen mit den diinnsten Schichten 
von UX lieBen aber einwandfrei erkennen, daB die Intensitaét der 
langsamen Linien 3 und 4 betrachtlich gré8er ist als die der Linie 2 und 
des Bandes 1. Bildet man die Energiedifferenzen der Linien 2, 3 
und 4, so erkennt man, daS diese Linien bzw. aus dem N-, IM- und 
L-Niveau des UX, stammen miissen. Da UX, isotop mit Thorium 
ist, so hat man fiir die Ablésungsarbeiten aus diesen Niveaus die fiir 
Thorium geltenden Werte einzusetzen, und zwar sollen, da ja alle diese 
Niveaus mehrfach sind, durchweg die mittleren Werte gewahlt werden, 
also Ly, Myr und Nyy, wobei diese Buchstaben gleichzeitig die zu 
diesen Niveaus zugehdrigen Energiewerte bezeichnen mégen. Nach 
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den Angaben von Bohr und Coster?) sind die derzeit genauesten 
Werte fiir Thorium 


In = 0,3121.10—7 Erg, Myx = 0,641.10—8 Erg, Nry = 0,11. 10—* Erg. 


Addiert man diese Werte zu den gemessenen Energiewerten der 
B-Strahlen, so ergibt sich die Energie der auslésenden Strahlung: 


E, + Nw = 1,440 + 0,011 = 1,451.10-7Erg, 
E, + Myr= 1,370 + 0,064 = 1,436. 10-7 Erg, 
E, + In = 1,131 + 0,812 = 1,443.10-7Erg. 


Man erhilt also fiir alle drei B-Strahlengruppen einen identischen 
Wert fiir die Energie der auslésenden Strahlung, was beweist, dab 
diese drei Gruppen von derselben Strahlung im U X,-Atom ausgelést 
werden. Das Uberraschende daran ist nun, daS dieser Energiewert 
mit der K,-Strahlung des Thoriums iibereinstimmt. Den beiden 
‘Linien Ky, und K,, entsprechen namlich die Energiewerte EY = 
1,4765.10-7Erg und EY = 1,4239.10-7Erg und die Intensitaéten 
der beiden Linien sind voneinander nicht sehr verschieden; nach 
A. Sommerfeld?) ist das Intensitatsverhaltnis etwa 10:8; nach einer 
neuen Untersuchung von M. Siegbahn und A. Zaéek’) etwa 2:1. 
Der als Energie der auslésenden Strahlung berechnete Wert liegt 
gerade zwischen den beiden Werten und zeigt also, daB die auslésende 
Strahlung einfach die K,-Strahlung des U X,-Atoms ist. Die Intensitat 
der K,s- und K,-Linien ist so viel geringer als die der K,-Linien, dap 
sie keine merkbare Wirkung ausiiben kénnen. 

Die drei scharfen £-Strahlengruppen kommen also so zustande, 
daB die K,-Strahlung Z-, M- oder N-Elektronen herauswirft. Und 
zwar lat sich leicht zeigen, daB diese Auslésung der Elektronen im 
selben Atom stattfinden mu, in dem die K,-Strahlung emittiert wird, 
denn die wirksame U X,-Menge ist bei den starksten Praparaten nur 
von der GréSenordnung von 10—5 mg, und zwar in praktisch unendlich 
diimner Schicht auf cinen Platindraht niedergeschlagen, so da sebr 
viel mehr Platinatome als UX,-Atome vorhanden waren‘). Wiirde 
daher die Auslésung der Elektronen nicht im Entstehungsatom der 
K,-Strahlung stattfinden, sondern in den umgebenden Atomen, so 
miiBten dabei die Platinatome weseptlich wirksam sein, d. h. es miBten 
fiir die Ablésungsarbeiten der Elektronen die sehr viel kleineren fiir 


'1) M. Bohr und Coster, ZS. f. Phys. 12, 350, 1923. 
2) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien 1922. 
3) M. Siegbahn und A, Zatéek, Ann. d. Phys. (4) 71, 187, 1923. 
4) Die UX,-Atome sind sogar direkt in Platinatome Gagebettet: da sich 
bei der Elektrolyse immer Spuren yon Platin mit ausscheiden. rah 
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Platin geltenden Werte und nicht, wie die Beobachtungen zeigen, die 
fiir das mit UX, isotope Thorium geltenden maSgebend sein. 

Es ergibt sich nun die weitere Frage, wie die Ka-Strahlung im 
U X,-Atom angeregt wird, und es liegt nahe, die Anregung der K- 
Strahlung auf die Kinwirkung des $-Strahlenbandes von rund 59 Proz. 
Lichtgeschwindigkeit zuriickzufiihren. Wie die Tabelle 3 zeigt, ent- 
spricht dem Schwerpunkt dieses Bandes eine Energie von 1,84.10—7 Ere. 
Die Ablésungsgrenze der K-Serie des Thoriums liegt bei 1,736. 10-7 Ere. 
Diese B-Strahlen, die die primiren #-Strahlen des UX, darstellen, 
werden nun, da ihre Energie so nahe an der K-Anregungsgrenze liegt, 
von den A-Elektronen des eigenen Atoms sehr stark absorbiert, weshalb 
auch das tibrigbleibende 6-Strahlenband eine sehr geringe Intensitat 
besitzt. Die primiaren #-Strahlen werden also die K-Elektronen 
herauswerfen und dadurch die K-Serie anregen. Sie geben dabei ihre 
Energie nicht quantenhaft, sondern nach den zufalligen StoBbedingungen 
ab, und wie die C. T. R. Wilsonschen Aufnahmen der 6-Strahlenbahnen 
erkennen lassen, iibertragen sie hierbei meistens keine merkbare kine- 
tische Energie an die herausgeworfenen Elektronen. AuSerdem aber 
kann wegen der kleinen Energiedifferenz von nur etwa 0,1.10—7 Erg 
zwischen der Energie der primiren £-Strahlung und der Ablésungsarbeit 
der K-Elektronen die maximale Geschwindigkeit der herausgeworfenen 
K-Elektronen nur etwa 15 Proz. Lichtgeschwindigkeit betragen, und 
so langsame Elektronen konnten bei der verwendeten Versuchsanordnung 
nicht erfaBt werden, selbst wenn sie in einheitlicher Geschwindigkeit 
vorhanden gewesen waren. 

Die Deutung des beobachteten Spektrums ergibt sich also in 
folgender Weise: 

Die primaren f-Strahlen von etwa 59 Proz.C werfen K-Elektronen 
heraus, dadurch wird die K,-Strahlung angeregt, die ihrerseits wieder 
L-, M- oder N-Elektronen auslést, wobei sich der ganze Vorgang von 
der mit dem Kernzerfall verkniipften Aussendung des primaren 6-Strahls 
an bis zur Ausldsung eines L-, M- oder N-Elektrons im selben Atom 
abspielt. Natiirlich mu8 dabei auch die charakteristische L-, M-, usw.- 
Serie angeregt werden. 

Um diese Deutung als liickenlos experimentell gestiitzt betrachten 
zu kénnen, muBte noch der Nachweis erbracht werden, da die von 
UX, ausgesandte y-Strahlung wirklich mit der K,-Strahlung des 

- Thoriums identisch ist. Die y-Strahlung des UX wurde in einer 
gemeinschaftlich mit O. Hahn ausgefiihrten Arbeit untersucht, deren 
Ergebnisse in einer folgenden Abhandlung wiedergegeben werden. 
Hier sei nur vorweggenommen, daB die Resultate die obigen Dar- 
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legungen bestitigen. Die Aufnahme der Absorptionskurven ergab 
das Vorhandensein einer y-Strahlung, die in etwa 0,36 Blei zur Halfte 
E 
Q 


absorbiert wird, was einem von 1,70 entspricht. Bei der ver- 


wendeten Versuchsanordnung gelangten auch die unter groBen Winkeln 
austretenden Strahlen noch in die Ionisieruangskammer, so da8 im 
wesentlichen der wahre Absorptionskoeffizient ohne Streuung ge- 
ie 
Q 


messen wurde. Der gefundene Wert von entspricht daher recht 


gut den Werten fiir den wahren Absorptionskoeffizienten in Blei, wie 
man ihn nach den Messungen von Richtmyer?) u. a. fiir die 
K,-Strahlung des Thoriums erwarten mo$, wenn man beriicksichtigt, 
da8 die K,-Strahlung des Thoriums nach der kurzwelligen Seite der 
K- Absorptionsgrenze von Blei liegt. AuBerdem konnte gezeigt 
werden, da8 diese Strahlung von rund 0,36mm Blei Halbwertsdicke 
dem UX, angehért und da dieses keine andere durchdringendere 
Strahlung besitzt. Damit ist erwiesen, daB die gesamte y-Strahlung 
des U X, aus seiner charakteristischen Strahlung, vor allem der K-Strah- 
lung besteht, eine wirkliche aus dem Kern kommende y-Strahiung ist 
gar nicht vorhanden. 

Dieses Resultat ist mit der eingangs erwahnten Auffassung von 
C.D. Ellis, wonach der primare Vorgang bei der §-Strahlenumwandlung 
die Emission monochromatischer Kern-y-Strahlungen sei, unvereinbar 
und bietet wieder eine Stiitze fiir die von mir vertretene Meinung, daB 
die B-Strahlen ebenso wie die «%-Strahlen primar mit einer definierten 
fiir den Kern charakteristischen Geschwindigkeit emittiert werden. 
Da8B die primaren B-Strahlen ein etwas verwaschenes Band (maximale 
sichtbare Verwaschung 6 Proz. der primaren Geschwindigkeit) bilden, 
ist durch sekundire Prozesse bedingt. Die 6-Strahlen werfen auBere 
Elektronen heraus, was hier ja durch das starke Auftreten der charakteri- 
stischen K-Strahlung bewiesen ist. Sie werden aber auch L-, M- usw. 
_ Elektronen auslésen, wenn auch in viel geringerer Menge, und die Ab- 
lésung der L-Elektronen wiirde ungefihr der beobachteten maximalen 
Verwaschung entsprechen. Indessen mag hier vielleicht auch die Be- 
einflussung durch das Feld des Atomkernes eine Rolle spielen, wie 
S. Rosseland in einer kiirzlich erschienenen Arbeit zu zeigen ver- 
sucht hat?). Rosseland geht dabei auch von der Annahme aus, 


1) F, K. Richtmyer, Phys. Rev. 18, 13, 1923. 
3) Ich méchte hier erwihnen, daS8 mir Prof. W. Lenz bereits im De- 
zember 1922, also lange vor Erscheinen der Rosselandschen Arbeit geschrieben 


hat, daB er der Ansicht sei, die primiren £-Strahlen kimen entsprechend meiner — 
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daB die B-Strahlen beim Austritt aus dem Kern cine ganz bestimmte 
Geschwindigkeit besitzen!). Da sie aber im Kernfeld eine Be- 
schleunigung erfahren, so wird damit eine Ausstrahlang und _ ent- 
sprechende Energieabgabe verkniipft sein. Man wird also das Auf- 
treten eines kontinuierlichen y-Spektrums zu erwarten haben, deren 
Energie durch die Energieabgabe der B-Strahlen gedeckt werden 
mu8, wodurch die urspriinglich homogene Geschwindigkeitsgruppe 
iiber einen gewissen Geschwindigkeitsbereich verbreitert wird. Die 
kurzwellige Grenze des kontinuierlichen y-Spektrums wire durch die 
Gleichung hv = Eg, gegeben, wenn Eg die primire Energie des aus 
dem Kern austretenden 6-Teilchens ist. 

Inwieweit nun dieser Vorgang tatsichlich zu einer merkbaren 
Verbreiterung der urspriinglich homogenen $-Strahlengruppe fiihrt, ist 
schwer zu entscheiden: Erstens kann man nichts dariiber aussagen, 
wie grof die Wahrscheinlichkeit fiir Ausstrahlung im Kernfeld ist. 
Bei dem im wesentlichen identischen Vorgang der Erregung des 
kontinuierlichen Réntgenspektrums durch Kathodenstrahlen erhalt man 
ja bekanntlich nur etwa 1 Prom. der Kathodenstrahlenenergie als 
Energie von Réntgenstrahlung. Indessen kénnte bei einem vom 
Atomkern ausgehenden Vorgang die Strahlungswahrscheinlichkeit viel 
gréBer sein. 


AuBerdem 148t sich aber auch keine quantitative Aussage tiber 
die Energieabgabe des einzelnen B-Teilchens machen. Das verhiltnis- 
maBig schmale Band primarer #-Strahlen, das bei UX, auftritt, 
spricht dafiir, daB die Verbreiterung nicht sehr gro8 sein kann, be- 
sonders wenn man beriicksichtigt, daB es sich hier um recht langsame 
Strahlen handelt, bei denen die Verbreiterung jedenfalls relativ gréBer 
sein miiBte, als bei schnelleren. Die gréfte Schwierigkeit scheint mir 
aber in der experimentellen Tatsache zu liegen, daB beim Ra, dessen 
B-Strahlenspektrum aus einem intensiven breiten Band zwischen etwa 
90 und 75 Proz. Lichtgeschwindigkeit besteht, keine Spur einer 
y-Strahlung (abgesehen von der ganz schwachen charakteristischen 
Réntgenstrahlung) nachgewiesen werden konnte. Der Anderung yon 
90 auf 75 Proz. Lichtgeschwindigkeit entspricht eine Energieabgabe 
von 6.10-7 Erg, die zu einer y-Strahlengrenze von rund 3.10~'°cm 


Auffassung mit scharf definierter Energie aus dem Kern. Sie geben aber, wie 
nach dem Korrespondenzprinzip zu erwarten sei, einen gewissen Bruchteil ihrer 
Energie in Form von Strahlung ab und fliegen mit der Restenergie heraus. 
Es ist dies dasselbe wie bei der Entstehung des kontinuierlichen Réntgen~ 
spektrums*. 

1) §. Rosseland, ZS. f. Phys. 14, 173, 1923. 
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Wellenliinge fiihren wiirde. Da das B-Strahlenband in seiner ganzen 
Breite anscheinend gleich intensiv ist, miiBte also eine kraftige und 
ziemlich kurzwellige y-Strahlung vorhanden sein, was aber nicht der 
Fall ist. 

Dagegen passen sich die fiir UX, erhaltenen Resultate sehr gut 
in die von Rosseland in der zitierten Arbeit dargelegte Auffassung 
ein, daB angeregte Atomsysteme statt unter Aussendung von Strahlung 
unter Emission eines ihrer konstituierenden Teilchen (Korpuskular- 
strahlen) in den unangeregten Zustand iibergehen kénnen. Wahrend 
ich nimlich weiter oben den Vorgang so gedeutet habe, daB die 
primiren 6-Strahlen durch Herausheben der Elektronen im zerfallenden 
Atom die K,-Strahlung anregen, die ihrerseits im selben Atom L-, 
M- oder N-Elektronen herauswirft, ist nach der Rosselandschen 
Auffasung das Zwischenglied der Ka-Strahlung gar nicht nétig. Es 
findet eben ein strahlungsloser Ubergang des Z-Elektrons in das 
K-Niveau statt und an Stelle der K,-Strahlung wird ein L-, M- usw. 
Elektron mit entsprechender Energie emittiert. Allerdings gehen 
nicht alle solche Uberginge in dieser Weise vor sich, ein gewisser 
Bruchteil fiihrt sicher zur Emission der K,-Strahlung, da diese ja 
beim UX, nachgewiesen werden konnte. Eine Ubertragung dieser 
Auffassung auf die Vorginge im Kern, wie sie Rosseland vorschlagt, 
um zu einer quantentheoretischen Deutung des f-Strahlenzerfalls zu 
gelangen, verlangt, daS im Kern alle Uberginge strahlungslos, 
d. h. unter Elektronenemission vor sich gehen, da ja nur solche zu 
einer Atomumwandlung fiihren. Dies wiirde die weitere Folge haben, 
da8 keine direkte Beziehung zwischen #- und y-Strahlung bestehen 
kénnte, wahrend die Tatsache, da8 bei gleichzeitig B- und y-strahlenden 
Substanzen die zeitliche Abklingung fiir beide Strahlenarten identisch 
erfolgt, eine enge Verkniipfung beider Emissionsvorginge anzeigt. 

Jedenfalls aber scheinen in den iuSeren Elektronenniveaus solche 
Prozesse vorzukommen, bei denen ein angeregtes Atomsystem unter 
direkter Aussendung von Elektronenstrahlung in den unangeregten 
Zustand iibergeht. 

Natiirlich sind, worauf auch Rosseland hinweist, die de Broglie- 
schen Versuche ),bei denen beispielsweise bei der Bestrahlung von Kupfer 
mit der K,-Strahlung des Rhodiums Elektronen beobachtet wurden, 
deren Energie der Energiedifferenz Ky" — L entsprachen, in derselben 
Weise zu deuten. De Broglie hatte angenommen, daB die von der 
Ka-Strahlung des Rhodiums im Kupfer ausgeliste Kq-Strahlung in 


1) M. de Broglie, Journ. de phys. (6) 2, 265, 1921. 
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den umgebenden Kupferatomen Z- oder M-Elektronen herauswerfe. 
Die Wahrscheinlichkeit, daB die erregte K,-Strahlung des Kupfers in 
den umgebenden Atomen Elektronen niedrigerer Niveaus heraus- 
wirft, ist aber viel zu klein, um das Auftreten so kraftiger Elektronen- 
gruppen zu erklaren, wie sie de Broglie und in einer neneren 
Arbeit Ledrus!) gefunden hat. Ich habe daher auf Grund meiner 
Ergebnisse beim UX, geschlossen, da8 auch bei de Broglie die Aus- 
lésung der L-Elektronen im selben Kupferatom vor sich gehen miisse, 
in dem durch die Rhodiumstrahlung die Anregung der K-Strahlung 
erfolgt. Nach der Rosselandschen Anffassung ist es ganz selbst- 
verstindlich, daB der ganze ProzeB im selben Atom ablauft. 

Zum SchluB8 méchte ich noch darauf hinweisen, daB bei zwei 
anderen radioaktiven Thorisotopen, nimlich dem Radioactinium und 
dem Radiothor gleichfalls zwei 6-Strahlengruppen beobachtet worden 
- sind, die mit den beim U X, dem L- bzw. M-Niveau zugeschriebenen 
B-Strahlengruppen sehr nahe iibereinstimmen®). Auslisende Strahlung 
miiBte auch hier die charakteristische K-Strahlung sein. Da aber 
sowohl Radiothor als Radioactinium «-strahlende Substanzen sind, 
kann die Anregung der K-Strahlung hier nur durch die #-Strahlung 
erfolgen. AuSerdem stimmen die beiden #-Strahlengruppen bei den 
drei Isotopen nicht genau iiberein. Die fiir Radioactinium erhaltenen 
Werte sind etwas gréBer, die fiir Radiothor erhaltenen etwas kleiner, 
als die beim U X, gefundenen. Sollten diese Abweichungen reell sein, 
so wiirden sie besagen, da sich hier in der charakteristischen K- 
Strahlung von Isotopen der Unterschied der Kernmasse merkbar 
macht. Da diese Frage von Interesse ist, soll sie gemeinschaftlich 
mit O. Hahn naher untersucht werden. 


Zusammenfassung. 


1. Das $-Strahlenspektrum von U X, wird méglichst genau auf- 
genommen und gezeigt, daS es aus einem verwaschenen Band und 
drei scharfen Linien besteht, die bzw. durch die Hg-Werte von 1163, 
1057, 1028 und 927 definiert sind. 

2. Die drei scharfen Linien stammen aus dem Z-, M- und N- 
Niveau und werden durch die fiir das Thorisotop U X, charakteristische 
K,-Strahlung herausgeworfen. Die Anregung der K-Strahlung erfolgt 
durch die primiren f-Strablen, die durch das verwaschene Band dar- 


1) R. Ledrus, OC. R. 176, 383, 1923. 
2) 0. v. Baeyer, O. Hahn und L, Meitner, Phys. ZS. 14, 321, 1913 und 
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gestellt sind, und deren Energie sehr nahe der K-Grenze des Thori- 
ums liegt. Der ganze Vorgang von dem Austreten des primdren 
B-Strahles aus dem Kern bis zur Emission der sekundaren §-Strahlen 
aus dem L-, M- oder N-Niveau spielt sich im selben (zerfallenden) 
Atom ab. 

38. UX, sendet auBer der charakteristischen HOuke ene srahinig 
keine y-Strahlen aus. 

4. Die Resultate sprechen dafiir, daB die primaren #-Strahlen 
mit definierter Geschwindigkeit aus dem Atomkern ausgesendet werden. 
Sie bestitigen ferner die von Rosseland angenommenen strahlungs- 
losen Ubergiinge angeregter Atomsysteme unter ee eines ihrer 
konstituierenden Teilchen. 


Berlin-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Chemie, Juni 1923. 


“he 

a i. 

mre 1. Sores Sets ch Ceeoere.s = Sst ee ~ i a Av er : r 

Tay Code $i De dbes i eg Ie) 22s Ha All Men. oy > ao ee | a 
may : ening: tae aeusl hails: | Webisicx onl oe wn lie 
ORS yeegeedo. siiie hee. o-+ wad uth out Sit ~ pom , 

=) ae ee: sid Sate Leak dlpieennr cs ithe. Lim 


‘ , us . ke aol nepal! en ye? w see eas sUGi Had hete ee oR 

UL i ra Nes ety is 4 om pales a 

26 eee Lig te i | 
ee Aq] eee ic ey = on ? 


Pt. bi eae: a= OF 
Poe Fae es ee ER 
. Di _ 


ee, 


any 


67 


Uber eine experimentelle Methode der Erforschung 
von elektrostatischen Feldern. 
Von N. Semenoff und A. Walther in Petrograd. 
Mit acht Abbildungen. (Eingegangen am 5. Juni 1923.) 


Den Gegenstand des vorliegenden Anfsatzes bildet die Dar- 
stellung der von uns ausgearbeiteten Methode der experimentellen 
Erforschung von elektrostatischen Feldern und einiger von uns 
durch Anwendung dieser Methode erhaltenen Resultate. 

Um das Potential in einem Punkt des elektrostatischen Feldes 
zu bestimmen, benutzten wir eine Sonde, die in ihrem wesentlichen 
Teil aus einem elektrisch gegliihten Platindraht (Durchmesser 0,05 
bis 0,1 mm, Lange 5 bis8 mm) bestand. Die den Strom fiihrenden Drahte 
bestehen aus weich gebranntem Silberdraht, 0,1 bis 0,05 mm im Darch- 
messer. Diese Drahte sind mit den Enden des Platindrahts zusammen- 
geschweiBt. Die Montage der Sonde ist in der Fig. 1 wieder- 
gegeben. Hier sind a der Platindraht, bb die Silberdrahte, dd elastische 
Drahtstiicke aus Messing oder Stahl, die den Teil bab gespannt 
halten, cc Endstiicke aus Bernstein, die an den mit Schellack be- 
deckten Glasrahmen e angekittet sind; gg sind Leiter, die den Strom 
von den Akkumulatoren h 
zufiihren, f eine Klemme, 
die den Glasrahmen e mit 
einem Stinder  verbindet, 
der es erlaubt, die Sonde 
und die Drihte bab parallel 
sich selbst in zwei zueinander 
senkrechten Richtungen mit- 
tels mikrometrischer Schrau- 
ben zu verschieben. Die 
Zuleitungen gg und die Akku- wi Fight: 
mulatoren h sind durch Bern- 
stein isoliert. Das ganze System der Sonde ist mit dem Blattchen 


eines Elektrometers verbunden. 
Der wirksame Teil der Sonde, der Platindraht a, sendet beim 


- @liihen positive und negative lonen aus. Wenn nun das Potential 


der Sonde dasjenige des umgebenden Raumes iibertrifft, so ist die 
elektrische Kraft an der Oberflache der Sonde langs der 4uBeren 


Normale gerichtet. Der gliihende Draht wird deshalb nur positive 
5* 
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Tonen aussenden kénnen, und sein Potential wird sich verringern. 
Wenn das Potential der Sonde urspriinglich geringer war, als das 
des umgebenden Raumes, so werden nur negative Ionen ausgesandt 
werden und das Potential der Sonde wird steigen. Wenn die Sonde 
nur eine Art von Jonen aussenden wiirde, negative zum Beispiel, so 
wiirde ihr Potential wachsen bis zam Moment, wo es das Potential 
des umgebenden Raumes um einen Wert iibertrifft, der geniigen 
wiirde, die schnellsten Elektronen zuriickzuhalten, also um etwa 1 Volt. 
Wenn die Sonde eine gleiche Anzahl positiver und negativer Ionen 
aussenden wiirde, so wiirde sie am Ende genau zu dem Potential des 
umgebenden Raumes gelangen. In der Praxis haben wir es mit 
zwischenliegenden Fallen zu tun. So mu also das Potential der 
Sonde von dem des umgebenden Raumes nicht mehr als 1 Volt ab- 
weichen. 

Die ersten Versuche wurden in ebenen und zylindrischen Kon- 
densatoren ausgefiihrt. Die Draihte bab wurden innerhalb des Kon- 
densators parallel den Niveauflachen eingestellt. Der Rahmen e und 
die Endstiicke ce befanden sich auBerhalb des Kondensators. 

Die Empfindlichkeit des Elektrometers betrug 2 bis 4 Volt auf 
einen Skalenteil. Die Verschiebung der Sonde konnte bis auf 0,1 mm 
genau abgelesen werden. Die Spannungsdifferenz zwischen den Elek- 
troden betrug 100 bis 300 Volt. 

Im ebenen Kondensator konnte die Abhangigkeit des Potentials 
eines Punktes von seinem Abstand von der geerdeten Elektrode durch 
eine Gerade dargestellt werden. Die einzelnen beobachteten Werte 
wichen von dieser Geraden nicht mehr, als um + 0,5 Volt ab, lagen 
also jedenfalls innerhalb der Fehlergrenzen. Die Neigung der Ge- 
raden war mit dem Gradienten des Potentials, der aus den Dimensionen 
des Kondensators und der angelegten Spannungsdifferenz berechnet 
werden konnte, in sehr guter Ubereinstimmung. Jedoch wichen die 
experimentell gefundenen Absolutwerte des Potentials von den be- 
rechneten um eine, fiir jede Beobachtungsserie konstante GréBe 
ab. In verschiedenen Fallen schwankte dieser Wert zwischen 1 bis 
2 Volt. 

Teilweise konnte diese Abweichung durch die Schwierigkeit der 
Bestimmung des Anfangsabstandes der Sonde von den Elektroden 
erklart werden. Er wurde bestimmt, indem man die Sonde mit einer 
der Elektroden in Beriihrung brachte. Den Fehler, der dabei be- 
gangen werden konnte, schiitzen wir auf 0,25 mm. 

Zweifellos war aber noch eine prinzipielle Fehlerquelle vor- 
handen. Als solche mu erstens der Potentialabfall lings der Sonde 
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erwahnt werden. In unseren Versuchen betrug er 2 bis 4 Volt. Wir 
suchten diesen Fehler dadurch zu verkleinern, da8 wir den Mittel- 
punkt der Batterie, die die Sonde gliiht, mit dem Blattchen des 
Elektrometers verbanden. Zweitens muB die Kontaktpotentialdifferenz 
zwischen dem Blittchen und der Platte des Elektrometers die An- 
gaben des Elektrometers verindern. Diese Erwigungen werden da- 
durch bestatigt, daB selbst bei geerdeten Elektroden das Elektro- 
meter einen um 2 bis 3 Volt von Null abweichenden Wert fiir das 
Potential des Feldes gab. Da aber uns hauptsichlich die GréBe des 
Gradienten der elektrischen Kraft, nicht aber die absoluten Werte 
der Potentiale interessierten, und da auBerdem dieser konstante Fehler 
nur einen kleinen Teil der gesamten Spannungsdifferenz ausmachte, 
konnte man ihn auSer Betracht lassen. 

Der Grad, in dem die Sonde gegliiht wurde, hatte auf die 
Resultate einen geringen Einflu8. Wenn die Temperatur von der 
Rotglut bis zur Gelbglut gesteigert wurde, verinderten sich die An- 
gaben des Elektrometers nicht mehr als um 1 Volt, was mit der 
oben gegebenen Theorie der Wirkung der Sonde im Einklang steht. 

Die Schnelligkeit, mit der sich die Sonde einstellte, hing haupt- 
sichlich ab von der elektrischen Kraft in dem Punkte, wo sich die 
Sonde befand, ab. Sie wuchs betrachtlich, wenn man die Temperatur 
erhéhte oder die Dimensionen des gliihenden Teiles vergréBerte. Bei 
uns schwankte die Dauer der Einstellung von einigen Sekunden bis 
zu mehreren Minuten. 

Als wir zu Messungen in komplizierteren elektrostatischen Feldern 
iibergingen, war es yon Wichtigkeit, zu wissen, in welchem Mafe die 
Drahte selbst das Feld deformierten, wenn sie nicht in einer Niveau- 
flache lagen. ‘Um dieses zu bestimmen, wurden die Drahte bab im 
ebenen Kondensator geneigt zu den Niveanflichen eingestellt. Hs 
ergab sich, da innerhalb eines Winkels von 60° sich die Angaben 
des Elektrometers nicht mehr als um 2 Volt verdndern. 

Um die Brauchbarkeit dieser Methode an einem schwierigeren 
Fall zu priifen, untersuchten wir das Feld eines Drahtgitters, das 
sich zwischen den Elektroden eines ebenen Kondensators befand. 
Dieser Fall ist von Maxwell1) theoretisch berechnet worden, was 
uns die Méglichkeit gab, die experimentell erhaltenen Resultate zu 
priifen. 

Die Abmessungen des Kondensators waren folgende: Der Ab- 
stand zwischen den einzelnen Drahten des Gitters betrug 2cm, die 


1) Maxwell, Traité d’Electricité et de Magnétisme, Paris 1885, 8. 365—372. 
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Anzahl der Draihte war zehn, ihr Durchmesser 0,4 mm. Die beiden 
Elektroden waren 10cm voneinander entfernt. Das Gitter befand 
sich in der Mitte zwischen ihnen. Die Sonde wurde parallel den 
Drahten des Gitters eingestellt, so daB sie ganzlich in einer Niveauflache 
lag. Sie konnte parallel sich selbst in der Richtung # lings des 
Gitters und in der Richtung y senkrecht zum Gitter verschoben 
werden, so daS der gliihende Teil der Sonde stets in der zum Gitter 
senkrechten Ebene zy lag. 

Die Beobachtungen wurden folgendermafBen durchgefiihrt: Bei 
konstantem y wurde die Sonde in der Richtung x verschoben und 
nach je zwei Millimetern wurde der Wert des Potentials bestimmt. 
In der Fig. 2 sind die Kurven gegeben, die man bekommt, wenn 
eine der Elektroden und das Gitter geerdet sind, die andere Elek- 
trode an 190 Volt liegt. In der Fig. 3 sind die fiir diesen Fall nach 
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Maxwell berechneten Kurven gegeben. Um sie mit den experie 
mentell gefundenen vergleichen zu kénnen, sind auf ihr auch die 
Werte der beobachteten Potentiale mit kleinen Kreisen bezeichnet. 
Da nur die Form der Kurven, nicht die absoluten Werte sicher be- 
stimmt werden konnten, so sind, der Anschaulichkeit halber, die be- 
obachteten Potentiale in der Fig. 3 mit einer konstanten Korrektion 
von 2 Volt versehen. Wie man sieht, stimmen in diesem Falle die 
Gradienten bis auf 1 Volt iiberein, die Behlergregres werden also 
nicht tiberschritten. 

In der Fig. 4 sind die diesem Falle entsprechenden Niveau- 
flichen wiedergegeben. Die Zahl der Kraftlinien, die das Gitter 
durchdringen, betragt ungefahr 20 Proz. ihrer ganzen Anzahl. Dies 
gibt ein MaB dafiir, wieweit ein solches Gitter als elektrostatischer 
Schutz dienen kann. Bei einem zweimal dichteren Gitter ergaben 
die Messungen, da8 nur 4 Proz. der Kraftlinien durchdringen. 


| 
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In der Fig. 5 sind die Niveauflachen fiir den Fall gegeben, dah 
beide Elektroden geerdet sind und das Gitter an 190 Volt liegt. 
AuSerdem ist noch der Fall untersucht worden, wo eine der Elek- 
troden geerdet war, die andere an 190 Volt und das Gitter an 
82 Volt lagen. 

Diese Resultate hatten wir im Dezember des Jahres 1921 er- 
halten. Im Anfange des Jahres 1922 beauftragte uns die Technische 
Abteilung des Hauptelektrizitatsamtes, eine Reihe von Messungen 
von elektrostatischen Feldern nach unserer Methode durchzufiihren. 

Im folgenden geben wir einige dieser uns gestellten Aufgaben 
und die erhaltenen Resultate. 

1. Das elektrostatische Feld zwischen den Metallteilen des 
Modells eines Glockenisolators, dem Trager, dem Ringkiérper und 
der Kugel (der Ringkérper gibt den Bindedraht, die Kugel den 
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Leitungsdraht wieder). Das Feld ist hier rotationssymmetrisch. 
Solche Felder lassen sich nach einer von Professor Goreff ge- 
gebenen Methode berechnen. Da aber diese Methode nur fir 
rotationssymmetrische Felder brauchbar ist, so ist statt des Leitungs- 
drahtes eine Kugel genommen. 

In der Fig. 6 ist der Querschnitt des Modells und der Niveau- 
flachen fiir diesen Fall gegeben. Der Trager ist geerdet, der Ring 
und die Kugel liegen an 270 Volt. 

Theoretisch wurde dieser Fall von Herrn A. Salessky, dem 
Assistenten von Professor Goreff, berechnet. Es zeigte sich, daB die 
beobachteten Werte der Gradienten bis auf 3 Proz. genau waren. 
Die beobachteten Werte der Potentiale wichen von den theoretischen 
nicht mehr als um 5 Volt ab, nur im unteren Teile des Feldes, in 
der Nahe des Triagers, erreichte die Abweichung 10 Volt. In den 
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Teilen des Feldes jedoch, die fiir uns von Wichtigkeit waren, in 
welchen die elektrische Kraft groB ist, war die Ubereinstimmung 
bedeutend besser. Diese Tatsache zeigt, daB die Sonde auch in den 
Fallen, wo die zuleitenden Drihte nicht in einer Niveauflache des 
Feldes liegen, zu gebrauchen ist. 

Die Fig. 7 zeigt den Schnitt des Feldes fiir den Fall, daB im 
vorigen Modell die Kugel durch einen Zylinder gleichen Durch- 
messers ersetzt ist. 

Auferdem wurde noch das elektrostatische Feld eines Prismas 
von quadratischem Querschnitt, sowie dasjenige von zwei in ver- 
schiedener Lage zueinander befindlichen Prismen untersucht. Der eine 
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von diesen Fallen ist in der Fig. 8 
wiedergegeben. 

Die vorliegende Arbeit ist im 
Laboratorium des Physikalisch-Tech- 
nischen Instituts ausgefiihrt worden. 

Wir sagen aufrichtigen Dank 
dem Direktor des Physikalisch-Tech- 
nischen Instituts, Herrn Akademiker A. Joffe, der uns auf die 
Idee einer gliihenden Sonde hingewiesen hat, sowie dem Chef der 
Technischen Abteilung des Hauptelektrizitaétsamtes, Herrn Ingenieur 
8. Kritschewsky, fiir das dieser Arbeit entgegengebrachte Interesse 
und fiir seine Fiirsprache, durch welche uns die zur Ausfiihrung und 
weiterer Fortsetzung dieser Arbeit nétigen Mittel zur periee ene ge- 
stellt worden sind. 

Petrograd, Physik.- Techn. Réntgen-Institut, November 1922. 
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Uber einen Fall der adiabatischen Bewegung. 
Von N. Kotschin in Petrograd. 


(Eingegangen am 5. Juni 1923.) 


§ 1. Der bekannte Bjerknessche Satz 1) zeigt, daB im allgemeinen 
Falle der Bewegung einer kompressiblen Fliissigkeit unter der Einwir- 
kung konservativer Krafte, wenn der Druck nicht nur von der Dichtig- 
keit, sondern auch von der Temperatur abhingt (und wenn also die 
Isobaren- und Isosterenflachen sich gegenseitig schneiden), Wirbelschniire 
zerfallen und neu gebildet werden kénnen. Ks entsteht die Frage 
nach der Méglichkeit einer Anderung der Wirbel bei voller Abwesen- 
heit irgendwelcher Energiezufuahr, d. h. bei der adiabatischen Bewegung, 
die unter der Einwirkung konservativer Krafte vor sich geht. Auf 
diese Frage antwortet die vorliegende Arbeit. 

Die Bewegung einer idealen Fliissigkeit bei gegebenen Kriften 
ist durch die Grundgleichungen der Hydrodynamik 


aV 
qo ed pe, lee wee (1) 


bestimmt, wo V den Geschwindigkeitsvektor eines Flissigkeitsteilchens, 
F die auf dasselbe wirkenden Massenkrafte, o das spezifische Volumen, 
p den Druck bezeichnet. 

Im allgemeinen Falle der Bewegung einer kompressiblen Fliissig- 
keit reichen diese vier Gleichungen zur Bestimmung der fiinf Un- 
bekannten, der drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w, des Druckes 
p und des spezifischen Volumens @, nicht aus. Deshalb muf$ man zu 
den Gleichungen (1) noch die aus dem ersten Hauptsatze der Warme- 
theorie flieBende Gleichung fiir die Energiezufuhr und die Zustands- 
gleichung hinzufiigen: 


ar do 
een nae os 9) 
os =C, 7 +4P a; fp, ) 2°; (2) 


wo € die Dichte der Warmezufuhr in der Flissigkeit pro Zeiteinbeit 
] : 


(e.== lim «lim. one ae wo é’ die von dem Fliissigkeitsvolumen 1, 
to—>t, c—>0 (t—to) T 

das in sich das betrachtete Teilchen enthalt, aufgenommene Energie 

in Warmeeinheiten gemessen ist), Cy, die Warmekapazitat bei kon- 

stantem Volumen, 7 die Temperatur, A das thermische Aquivalent 


- der. Arbeit bezeichnet. 


1) Siehe z. B. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, Bd. 3, Ausg. 1921, 
§. 562. ’ 
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Die Gleichung der Energiezufuhr fiihrt noch eine Unbekannte 7’ 


ein, was aber die Aufgabe nicht erschwert, da T mit p und @ 
durch eine endliche hier gegebene Zustandsgleichung verbunden ist. 


§ 2. Die Helmholtzschen Satze iiber die Erhaltung der Wirbel- 
linien und der Wirbelmomente kénnen aus den Gleichungen (1) herge- 
leitet werden, indem man aus ihnen p eliminiert (@ ist als eine gegebene 
Funktion von p zu betrachten, was der Angabe des € gleichwertig ist). 
Diese Sitze kann man als die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen, denen die Geschwindigkeitskomponenten geniigen miissen 
(wenn wir die Bewegung durch das Geschwindigkeitsfeld angeben), be- 
trachten, damit man aus den hydrodynamischen Gleichungen den 
Druck p als Funktion der Zeit und der Koordinaten bestimmen kann. 

Auf gleiche Weise mu8S auch fiir den Fall einer zusammendriick- 
baren Fliissigkeit das Geschwindigkeitsfeld bestimmte Bedingungen 
erfiillen, welche notwendig und hinreichend dafiir sind, um aus den 
Gleichungen der Hydrodynamik (1) p und @ als Funktionen der Koor- 
dinaten und der Zeit bestimmen zu kénnen. Diese Bedingungen kann 
man die Bedingungen der dynamischen Bewegungsmdéglichkeit nennen. 
Bei der wirklichen Bestimmung von py und  treten einige willkiirliche 
Konstanten und Funktionen auf, mit welchen man so verfahren kann, 
da8B die Gleichungen (2) erfiillt werden, oder man kann zeigen, da8 
bei der gegebenen Energiezufuhr das gegebene Geschwindigkeitsfeld 
unméglich ist. 

Schreiben wir nun die Gleichungen (1) in folgender Form: 

o gdp = F—“" — @, <P — div J, (3) 
wobei wir zur Vereinfachung den Vektor G eingefiihrt haben und 
log @ durch g bezeichneten. : 

Aus der ersten dieser Gleichungen eliminieren wir p: 
gradp = = curl grad yp = curl = * curl G+ a [G, grad a] = 0 
oder 

[G, grad | = —curl G = Z. 


Diese Bedingung ist eine Folgerung aus (3), andererseits finden wir 


aus (3), wenn sie erfiillt ist, p. Wenn wir daher aus dem Systeme: 


[G@, grad pg] = H, “te ==tdiv’ V7 (4) 


g finden kénnen, so bestimmen wir auch aus (3) p. 


Uber einen Fall der adiabatischen Bewegung. 7d 

Nennen wir den eingefiihrten Vektor H den Turbulenzvektor 1), 
da ja, wenn er gleich Null ist, im Falle des Vorhandenseins nur kon- 
servativer Krafte beide Theoreme von Helmholtz gelten, oder anders 
ausgedriickt, die Wirbelschniire kénnen weder yon neuem geschaffen 
werden noch verschwinden; dabei wird der Grad der Abweichung 
des H von 0 fiir den Grad der Neubildung und des Zerfalls der 
Wirbel charakteristisch, 

Infolge der ersten Gleichung (3) kann man schreiben: 


H = [grad p, grad o], (5) 


woraus folgt, daS in dem Falle, wo der Turbulenzvektor H gleich 
Nall ist, die isobarischen und isosterischen Flichen zusammenfallen; 
andernfalls schneiden sie sich gegenseitig. 

Fiihren wir noch den Wirbel der Geschwindigkeit ein, 8&4 = curl V, 
so mu8 zur Erfiillung des ersten Helmholtzschen Satzes, d. h. fiir 
die Erhaltung der Wirbellinien, die Relation gelten 1) 


[H, 2] =0 (6) 


(es ist durchweg nur von konservativen Kraften die Rede). 

Der zweite Satz von Helmholtz wird gewoéhnlich unter der Vor- 
aussetzung abgeleitet, daB der erste giiltig ist. Doch kann man ihm 
auch selbstindige Existenz verleihen, indem man den Begriff des 
Wirbelmoments (oder der Spannung des Wirbels) einfiihrt, den man als 
die Zirkulation der Geschwindigkeit langs_einer unendlich kleinen ge- 
schlossenen Kurve K, die den Wirbel eines gegebenen Teilchens um- 
schlingt und ein zum Wirbel orthogonales Flachenstiick umrandet, 
definiert, d. h. durch den Ausdruck 


J = |udz+vdy+wde. (7) 


Dann ist die Bedingung fiir die Erhaltung des Wirbelmoments 
eines gegebenen Teilchens 
(H, 2) = 0. (8) 
Auf diese Weise kann das zweite Theorem gelten, wenn das erste 
auch nicht erfillt wird. Zum Schlu8 ergibt sich als notwendige und 
hinreichende Bedingung der Erfiillung beider Theoreme, wie aus diesen 
Formeln hervorgeht, das Verschwinden des Turbulenzvektors H. 
§ 3. Die am Beginn dieser Arbeit gestellte Frage kann jetzt in 
- folgender Weise formuliert werden: existiert eine adiabatische un- 


1) A. Friedmann, Versuch der Hydromechanik einer zusammendriick- 
baren Flissigkeit (russ.), 1. Teil, S. 47, 179; 2. Teil, 8. 46. 
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zusammendriickbare Bewegung, welche unter Einwirkung von konser- 
vativen Kraften allein vor sich geht und bei welcher der Turbulenz- 
vektor von Null verschieden ist? Dabei-verstehen wir unter der 
Bezeichnung ,unzusammendriickbare Bewegung“ eine solche, 
bei welcher sich die Dichtigkeit des gegebenen Fliissigkeitsteilchens 
nicht veriindert. (Jene Bewegung, bei welcher die Dichtigkeit eine kon- 
stante GréBe ist, nennen wir die ,Bewegung einer unzusammen- 
driickbaren Flissigkeit“.) Hine adiabatische Bewegung nennen 
wir auch eine solche, bei welcher é€ gleich Null ist, d. h. bei welcher 
“p 
sich der Ausdruck pv fiir das gegebene Teilchen nicht andert (wenn 
man dabei als Zustandsgleichung die Gleichung Clapeyrons pa = RT 
°p 

wahlt). Die Bewegung aber, bei welcher pov eine konstante GroBe 
ist, nennen wir eine isentropische. Wir geben ein Beispiel einer 
adiabatischen unzusammendriickbaren Bewegung an und beweisen da- 
mit die Verainderungsméglichkeit der Wirbel bei volliger Abwesenheit 
von Energiezufuhr und unter der Einwirkung von nur konservativen 
Kraften. 

Richten wir die Achse 0 Z vertikal nach oben. Die Fliissigkeits- 
masse befinde sich unter der Einwirkung der konservativen Schwer- 
kraft. Die ganze Flissigkeitsmasse mége um die 0 Z-Achse rotieren, 
wobei in der Horizontalebene auf der Héhe zg die Bewegung mit der 
Winkelgeschwindigkeit A(z) vor sich geht, welche sich von einer Héhe 
zur anderen verandert. Das Geschwindigkeitsfeld wird folgendes sein: 


u = —A(e)y, Y =a Ade) %, w= 0. (9) 


Es ist leicht zu sehen, dafS dadurch eine unzusammendriickbare 
Bewegung bestimmt wird. In der Tat ist: 


‘ Ou w 
div V = RC es = 0, 

weshalb die letzte der Gleichungen (3) gibt: 
da 00 a@ 


dt =ate oats Tey? Oz aan 


d. i. unsere Bewegung ist wirklich eine unzusammendriickbare. 
Bilden wir die Vektoren G und H: 


Gy, == A (e) 2, Gy = AX (ze) y, Gz=—9, 
Hy = 24 (0) 20), Hy == =214() Ag, H, = 0. | 0 


a 


Uber einen Fall der adiabatischen Bewegung. hea 


Die Gleichungen - lauten entwickelt: 


Hoos pete 24 (2) 22) y= 0, 
_,e ine bean pe 
(11) 
ia(e) a — AA (e)y ox t= 0, 
0 @ % se Og 
oF tus t4)e ay = 


Ks ist leicht zu ersehen, da8 die dritte Gleichung eine Folge der 
beiden ersten ist. Daher nimmt das System die folgende Gestalt an: 


OA(e) 


Cate \a si 

In, +4 (z)a Fe AA ag ==), 

og : OGy... nae) 

apr BOs, — 2A (2) ——~y = 9, (12) 
29 


Gt un 
Durch die Geschlossenheit dieses Systems wird die dynamische 


Méglichkeit unserer Bewegung bewiesen. 
Als Lésung dieses Systems ergibt sich: 


p = log H(z) +L(9), 


wobei om 
e+ y? dz 
= cat gilt cates: 13 
oa Fe 8 
L (6) ist eine willkiirliche Funktion des Arguments. Daher ist: 
wo = A9(z) (0), (14) 


wobei UM eine willkiirliche Funktion seines Arguments ist. Jetzt gibt 
uns die erste Gleichung (3): 
Be | Get HLS pore hate = N(6)+ p(t). (15) 
Betrachten wir nun die Gleichungen (2). Da wir eine adiaba- 
tische Bewegung zu erhalten wiinschen, so werden wir, indem wir 
mit Hilfe der zweiten Gleichung (2) 7 aus der ersten Gleichung 
eliminieren, erhalten: 


aw 7) 
R dt an t 
oder : ee 
vo dp , Uppd@ __ 
R Fees R "cae 
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d. h. in unserem Falle ist die Erfiillung der Gleichung 


dp Op Op Op Op 
¢ ae AGG aE, a 
at Ba Ont, ye ae 
notwendig. Der fir p gefundene Wert gibt: 
0p 0p Op  —Ale)y B(z)atAtejeM(z)y 4 
bere ae ihe Fir @ ; 
so daB8 die Erfiillung der Gleichung 
Ope 
arate 
notwendig wird, was offenbar geschieht, wenn wir 
p = N(6)+ Po (16) 


nehmen, wo po eine willkiirliche Konstante ist. 

Es bestimmen also die Formeln (9) in Wirklichkeit eine adia- 
batische, unzusammendriickbare Bewegung mit einem von Null ver- 
schiedenen Turbulenzvektor, wie die Formeln (10) uns zeigen, so daf 
bei der Bewegung die Wirbel neu geschaffen und vernichtet werden. 

Indem wir die Komponenten des Wirbels der Geschwindigkeit 
8 durch £, 7, § bezeichnen, erhalten wir: 

ga 40, 9 = 88, 52 21@, 

Wir sehen, daS die Bedingung (6) nicht erfiillt ist und daB in- 
folgedessen das erste Theorem nicht erfiillt ist, d. h., daB eine Ver- 
anderung der Wirbellinien stattfindet. 

Die Bedingung (7) ist aber, wie leicht zu ersehen ist, erfiillt, und 
daher gilt das zweite Theorem von Helmholtz (natiirlich in seiner 
erweiterten Form), d. h. eine Spannungsverinderung des Wirbels eines 
beliebigen Teilchens findet nicht statt. 

Petrograd, Januar 1923. 
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Bemerkung zur Arbeit des Herrn v. Dallwitz-Weegner: 
»Die atmospharische Temperaturabnahme 
nach oben und ahnliche Erscheinungen als Wirkung 
der Schwerkraft, der Sama-Zustand der Materie“. 


Von G@. Jiiger in Wien. 


(Eingegangen am 13. Juni 1923.) 


In oben genannter Arbeit) wird versucht, aus den Vorstellungen 
der kinetischen Gastheorie nachzuweisen, da im Falle eines statio- 
niren Zustandes die Temperatur der einzelnen Punkte einer Luftsiule 
eine Funktion der Héhe sein muB. 

Diese Meinung wurde schon zu einer Zeit gediuSert, als die 
kinetische Theorie noch in ihrer Anfangsentwicklung war. Loschmidt 
glaubte, da8 in einer Saule eines verdiinnten Gases die Temperatur 
oben niedriger als unten sein miisse. Diese Meinung dirfte fiir 
Boltzmann den Ansto8 zur Entwicklung seines H-Theorems und 
damit zur Ableitung des Entropiesatzes aus der kinetischen Gastheorie 
gegeben haben. Damit hat er den Beweis geliefert, da8B ein Gas, 
auch wenn es unter dem Einfiu$8 auBerer Krifte steht, sich nur dann 
im thermischen Gleichgewicht befindet, wenn es in allen Punkten 
dieselbe Temperatur besitzt. 

Es werden damit alle Folgerungen hinfallig, die Herr 
v. Dallwitz-Wegner aus seiner irrtiimlichen Ansicht zieht. 
Der Fehler in seiner Beweisfiihrung riihrt daher, daB er fiir alle Gas- 
molekeln dieselbe Geschwindigkeit annimmt. Hr ware zu anderen 
Folgerungen gelangt, wenn er das Maxwellsche Verteilungsgesetz 
der Geschwindigkeiten vorausgesetzt hatte. Es mége deshalb im 
folgenden ein kurzer Beweis fir die Unabhingigkeit der Tempera- 
turverteilung von den dufBeren Kraften gegeben werden. 

Ein senkrechtes prismatisches Gefa8 sei durch eine horizontale 
ideale Ebene geteilt von der Eigenschaft, daB jede Molekel, die von 


unten nach oben die Ebene passiert, eine Arbeit a leisten muS zur 


‘Uberwindung einer Kraft, die in der Ebene senkrecht nach abwarts 


auf die Molekel wirken soll. Im Falle des mechanischen und des 
- thermischen Gleichgewichts miissen in der Sekunde ebensoviel Molekeln 
yon unten nach oben als von oben nach unten die Ebene passieren, 
und es muB8 in jedem GefaSteil ebensoviel Energie ein- als austreten. 


ery 


Wir setzen in beiden Teilen den Maxwellschen Verteilungszustand 


1) ZS. f. Phys. 15, 280 ff., 1923. 


80 G. Jager, 


voraus, wie er ohne Wirkung duSerer Krafte besteht. Es ist daher 
die Zahl der Molekeln in der Volumeneinheit des unteren Teils, die 
eine Geschwindigkeitskomponente senkrecht nach oben zwischen wu 
und w+ du besitzen, 


Edy 
ayn 
wenn » die Anzahl simtlicher Molekeln in der Volameneinheit und 
o% deren wahrscheinlichste Geschwindigkeit ist. Im oberen GefaBteil 
haben wir analog 
yn! 
on! Vx 
Wir haben also vorerst angenommen, da die Temperatur und damit 
die wahrscheinlichste Geschwindigkeit a im oberen Teil von der 
Temperatur beziiglich von dem « im unteren Teil verschieden ist. 
Die Zahl der Molekeln von der Geschwindigkeit u, welche die Quer- 
schnittseinheit der Trennungsebene in der Sekunde passieren, ist nun 


, ue 
"2 
7p we du 
a’ V x 
und die Gesamtzahl somit 
! - ue 
n ~ ala 
—— | ue * du. (1) 
os! \z 
0 


Analog finden wir die von unten nach oben in das Gas eintretenden 


Molekeln, wenn wir noch beachten, daB jene Molekeln, fiir die © 


mua 3 ; 3 ; : ; 
5 <a ist, nicht imstande sind, die Trennungsebene zu passieren. 


Es werden also nur jene Molekeln in den oberen Teil gelangen, fiir 


: Qi ok : 4 F ; 
die u > y= ist. Die Gesamtzahl wird somit sein 


foo) U2 


n ~ @2 
ue du ; II 
az | ay) 
Qa 


Die Gleichsetzung von (I) und (II) liefert uns die erste eyeichyewo 
bedingung. Es mu8 also 
2 uz u2 : 
n ue n ee 
Sue Pau = =| ue "du (1) 


0 2a 


2 m 
s§eln. 
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Multiplizieren wir jede passierende Molekel noch mit der ihr zu- 
2 
kommenden Energie — so erhalten wir fiir die dem oberen Teil 
entzogene Energie 


i) 2 oO 
/ 


; n mut as n'm ata 
g —_— | ——ue Wha | ure du. (III) 
a Vax } 2 aye | 

0 


Bei der Bewegung von unten nach oben haben wir zu beriick- 
sichtigen, daB jede Molekel die Energie a einbi&t, wenn sie die 
Trennungsebene passiert. Sie gelangt also nur mit der Energie 


I PO RIY ae ome mes 


2 ee 
8 in den oberen Teil. Die gesamte eintretende Energie wird 
also sein j 
aa | 3-9) “du. (IV) 
Tai ms 
ae $ 7 a = 
Im Falle des thermischen Gleichgewichts muS nun (III) = (IV), also 
' coe P ee sgh eres 
: Ree aes. dy = (4) ue dit! (2) 
Be eect Yep, - et ca Yai 2 ee 
a Fe + 0 ‘ SCN if Dib 


m _ 


eee a, ema Bhi er Ne 
ein. Die leicht auszufiihrenden Integrationen ergeben aus Glei- 


We aks, ) ys es 
ay i ates 

y ye o% ar. err 43 co) 
a fee s+ * 4 


eg 


2a 


Erwiderung zur Bemerkung des Herrn Jager’) 
zu meiner Arbeit tiber den Sama-Zustand der Materie’). 


Von Richard y. Dallwitz-Wegner in Neckargemiind bei Heidelberg. 


(Bingegangen am 27. Juni 1923.) 


Herr Jager iibersicht bei seinem Ansatz folgendes: Wenn die 
Molekeln, die die widerstehende Ebene nach oben passieren, hierzu 
eine Arbeit a aufwenden miissen, so miissen die Molekeln, die diese 
Ebene nach unten passieren, auch eine Arbeit a gewinnen, wenn die 
Analogie mit der Wirkung der Schwerkraft bestehen soll. Die Inte- 
grationsgrenzen in (1) sind also entsprechend zu andern, mit dem Er- 
folg, da8 das Ergebnis dann wird: 

02 < a, 

Die Art der Verteilung der Geschwindigkeiten in den Molekeln 
kann nach dem Energieprinzip keinen Einflu8 auf die Erscheinung 
haben, die von mir gewiahlte einfachere Rechnungsweise mit der 
mittleren Geschwindigkeit ist meiner Meinung nach vollkommen ge- 
rechtfertigt. Um das einzusehen, geniigt das Energieprinzip. Eine 
der Wirkung der Schwerkraft unterworfene Luftmolekel, oder eine 
Wassermolekel mu8 eine héhere Energie zeigen, wenn sie eine Hohe 
hm nach abwiarts in der Atmosphare oder im Ozean:herabgestiegen 
ist, oder umgekehrt mu sie eine mindere Energie zeigen, wenn sie 
aufgestiegen ist, was zu den von mir festgestellten Beziehungen, zum 
Sama-Zustand der Materie fiihrt. 

Ein besonders instruktives Beispiel fiir die Notwendigkeit des 
Sama-Zustandes sei noch kurz angefiihrt: In einem Zylinder befinde 
sich Wasserdampf von der Temperatur 7, beim Druck P, und 
Volumen V, im trocken ges&ttigten Zustand und der Dampf expan- 
diere nun auf den Druck P, und das Volumen V, bei der Temperatur 
T;(T, und Fy miissen hier als mittlere Temperaturen aufgefaBt werden, 
da infolge des Sama-Zustandes von unten nach oben ein Samagefiille 
beziiglich der Temperatur bestehen mu8, das allerdings nur klein und 
in einem Dampfzylinder praktisch kaum nachweisbar ist). Nach der 
Expansion ist nun der Dampf nicht mehr trocken, sondern von Wasser- 
blaschen durchsetzt. Die Menge des entstandenen Wassers geht aus 
der bekannten Beziehung von Clausius hervor. Die Wasserblischen 


1) ZS. f. Phys. 16, 79, 1928. P 
2) Ebenda 15, 280ff., 1923. 
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besitzen nun je eine individuelle potentielle Energie in bezug auf den 
unteren Zylinderboden, sie kénnen und werden nach unten sin ken 
auf den Zylinderboden, und je entsprechend ihrer Fallenergie Wirme 
produzieren, die das Dampf-Wassergemisch aufnimmt. Das Resultat 
dieser Warmeaufnahme ist eine Dampftemperatur 7,, die gesamte 
potentielle Energie der Wassertrépfchen vor dem Fall habe also den 
Wert E = C.(T,—T:3). Bestinde nun vor dem Herabsinken der 
Wasserblaschen nicht ein Samagefille im Zylinder, wiire also die 
Temperaturenergie der Teilchen darin nicht abhingig vom Abstand 
der Teilchen vom Zylinderboden, in der Weise, daB die Temperatur- 
energie plus der potentiellen Energie der Teilchen in bezug auf den 
Zylinderboden fiir alle Teilchen eine Konstante ist, so wiirde die End- 
temperatur 7’, nach Senkung der Teilchen abhingig sein von der 
Form des Zylinders. Z. B. ist in einem horizontal liegenden qua- 
dratischen Zylinder von der Querschnittslinge DZ und dem Querschnitt 
Q = TL? die potentielle Energie der kondensierten Wasserteilchen je 
Langeneinheit des Zylinders proportional dem Ausdruck @Q/2, in einem 
Zylinder gleichen, aber kreisf6rmigen Querschnitts Q in bezug auf den 
am tiefsten liegenden Teil des Zylinderbodens aber nur proportional 
mit Q/z, im quadratischen Zylinder wiirde also T, gréSer werden als 
im kreisférmigen, wenn es kein Samagefille gabe. Noch deutlicher 
wird das, wenn man sich vorstellt, der Zylinder stehe senkrecht, und 
der Zylinderteil vom Volumen JV,, der nicht vom Kolben befahren 
wird, sei senkrecht nach unten zu einem engen recht langen Rohr 
ausgebildet. Die Expansionsendtemperatur 7’, nach Senkung der 
Wasserteilchen wird dann eine Funktion dieser Rohrlange, man kénnte 
es, wenn es keinen Sama-Zustand gabe, im Prinzip so einrichten, daB 
T,>T, wird. Es gibt also, nach dem Energieprinzip, einen Sama- 
Zustand, der noch recht interessante Konsequenzen hat, worauf ich 
in meinem im Druck befindlichen Buch ,KreisprozeBkunde*, Verlag 
Koesel u. Pustet in Miinchen, eingehend zuriickkomme. Hier wiirde 
das zu weit fiihren. 
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Bemerkung 
zur_,,.Erwiderung“ des Herrn v. Dallw ita-Wegner 1), 
Von G. Jiiger in Wien. ; 
(Bingegangen am 11. Juli 1923.) — cf: oe 


Herr vy. Dallwitz-Wegner unterlaBt es, das Me ahi Boltz- Ad 
mannsche Gesetz zu widerlegen, er begniigt sich damit, -— 
_ haupten, ich hatte infolge eines ,Ubersehens“ in Gleichung (1), 
| EE aaa pn k og Da ich meine phe Jabrzchnte 


ae richtigen neon anzugebon. ox 


a 


, 
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Polare und axiale Vektoren in der Physik. 
Von F. Fiala in Graz. 
Entgegnung auf die gleichnamige Abhandlung von F. Emde }), 


(Hingegangen am 17. Juni 1923.) 


Herr Emde kommt in seiner Abhandlung zu dem Schlusse, daB 
man bei dynamischen und elektromagnetischen Vektoren nicht ent- 
scheiden kénne, ob sie polar oder axial sind, und da& die Entscheidung 
fiir die Physik iiberhaupt zwecklos sei. Alledem kann ich nun durch- 
aus nicht zustimmen. Gelegentlich einer Untersuchung tiber die Grund- 
lagen der Vektorenrechnung, deren Ergebnisse ich bald veréffentlichen 
zu kénnen hoffe, habe ich entgegen der allgemein herrschenden, aber 
nirgends ausdriicklich begriindeten Ansicht gefunden, da8 polare 
und axiale Vektoren nicht denselben Rechengesetzen ge- 
horchen. Trifft dies zu, so erlangt die immer wieder aufgeworfene 
und vielumstrittene Frage nach der Bedeutung und der Unterscheidung 
polarer und axialer Vektoren auch praktische Wichtigkeit. Es mége 
mir daher gestattet sein, die Beantwortung dieser Frage von meinem 
Standpunkte aus zu versuchen, wobei ich mich mdglichst an die 
obengenannte Abhandlung des Herrn Emde anschlieBe, und um 
Wiederholungen zu vermeiden, die dort gebrauchte Einteilung und 
Numerierung der Absiatze benutze. Nur zur Einleitung glaube ich 
etwas weiter ausholen zu miissen. 

Zunachst mu8 eine brauchbare Definition der Begriffe polar und 
axial vorausgehen, wenn von einer ihrerseits wohldefinierten physika- 
lischen GréBe entschieden werden soll, ob sie polarer oder axialer Natur 
ist. Dabei ist zu beachten, daB bereits bei der skalaren Behandlung 
der Physik eine Reihe von Beziehungen zwischen den physikalischen 
GréBen benutzt wird, um auf die willkirlich gewahlten Ma8einheiten 
der Masse, Linge und Zeit die der iibrigen physikalischen GréSen 
zurtickzufiihren. Diese Beziehungen werden nun auch bei vektorieller 
Darstellung der Physik aufrechterhalten und ergeben, da eine Gleichung 
nur zwischen GréBen derselben Art bestehen kann, die polare oder 
axiale Natur aller abgeleiteten GréBen, sobald sie fir einige wenige 
GrundgréBen bekannt ist. 

In der vorauszuschickenden Erklarung der Begriffe polar und 
axial spielt der Schraubensinn des Raumes eine groBe Rolle. Eben- 
so wie einer Kurve zweierlei Fortschreitungssinn und einer Flache 


1) ZS. f. Phys. 12, 258, 1922. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. 7 
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zweierlei Umlaufssinn, kann auch dem dreidimensionalen Raume zweier- 
lei Schraubensinn zugeschrieben werden. Beide sind gleichberechtigt 
und nur durch willkiirliche Festsetzung kann einer von ihnen als po- 
sitiv bezeichnet werden. Das gilt auch vom physikalischen Raum. 
Die Natur zeichnet keine der beiden Méglichkeiten vor der anderen 
aus. Ein bestimmter Sinn wird dem Raume immer erst von uns 
durch die Wahl eines Koordinatensystems aufgepragt. Daher ent- 
spricht es der Forderung, die Naturgesetze mdglichst unabhangig von 
der speziellen Wahl eines Koordinatensystems auszusprechen, wenn 
wir zugleich mit der Einfiihiung der Vektorenrechnung, durch die 
wir die Unabhangigkeit von Drehungen des Bezugssystems erreichen, 
auch die Unabhiangigkeit von Spiegelungen zu gewinnen suchen. 

Dies gelingt nur durch die folgerichtig durchgefiihrte Unter- 
scheidung polarer und axialer GréBen. 

An einem Beispiel soll dies kurz erliutert werden: Der Satz: 
»FlieBt ein elektrischer Strom in der Richtung der positiven «-Achse 
durch den Ursprung und befindet sich in einem positiven Abstand 
auf der y-Achse ein magnetischer Nordpol, so erfahrt dieser eine Kraft 
in der Richtung der positiven z-Achse“, ist nur in einem Rechtssystem 
richtig. In einem Linkssystem mii®ten wir sagen: ,in der Richtung 
der negativen z-Achse“. Dieses Naturgesetz lautet also in den beiden 
Arten von Koordinatensystemen verschieden. Dem kénnen wir nun 
abhelfen, wenn wir von einem positiven Magnetpol sprechen, der beide- 
mal in der positiven zg-Richtung beschleunigt wird.’ Dann miissen 
wir aber den magnetischen Nordpol in einem Rechtssystem als posi- 
tiv, in einem Linkssystem als negativ bezeichnen, d. h. wir machen das 
Vorzeichen der magnetischen Polstirke vom Koordinatensystem ab- 
hangig. Dasselbe hitten wir auch erreichen kénnen, wenn wir als 
(positiven) elektrischen Strom in einem Rechtssystem den von der 
Kohle zum Zink, in einem Linkssystem den entgegengesetzten be- 
zeichnet und den magnetischen Nordpol beibehalten hiatten. Und 
doch wird mit diesem zweiten Wege kein Physiker einverstanden sein. 
Denn nach dem heutigen Stande unserer Kenntnis vom Wesen der 
Elektrizitat und des Magnetismus sind wohl positive und negative 
Elektrizitaét voneinander trennbar und wesentlich voneinander ver- 
schieden, nicht aber Nord- und Siidmagnetismus. Nach der Auffassung 
der Molekularstréme hat man sich der Rechtsschraube zu bedienen, 
um anzugeben, auf welcher Seite des Stromkreises Nord- und auf 
welcher Siidmagnetismus auftritt. Durch den Schraubensinn des je- 
weiligen Bezagssystems wird aber dem Kreisstrom eine der beiden 
Seiten, und zwar bei Rechtssystemen die nord-, bei Linkssystemen 
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die siidmagnetische Seite als positiv bezeichnet, wie es dem ersten 
Wege entspricht. In der magnetischen Polstirke haben wir also eine 
GréSe vor uns, deren Vorzeichen zweckm&Big vom Schraubensinn 
des jeweiligen Bezugssystems abhiingig zu machen ist. Dasselbe trifft 
dann auch fiir das magnetische Moment zn, nur da dieses eine vek- 
torielle Gréfe ist. Magnetische Polstiirke und magnetisches Moment 
sind nun Beispiele axialer physikalischer GréSen im Sinne der folgenden 
Definition. 

In der Vektorenrechnung des dreidimensionalen Raumes treten 
vier Stufen von GréBen auf: die reellen Zahlen, die Vektoren 
[das sind Strecken von bestimmter absoluter Lange und bestimmter 
Richtung (= Lage + Fortschreitungssinn)|, die Bivektoren [das sind 
ebene F'lachenstiicke von bestimmtem absoluten Flacheninhalt und be- 
stimmter Stellung (== Lage + Umlaufssinn)| und die Trivektoren 
(das sind Kérper von bestimmtem absoluten Rauminhalt und _ be- 
stimmtem Schraubensinn). 

Jede dieser GréSen kann unabhangig von jeglichem Bezugssystem, 
oder wenn sie in einem Bezugssystem gegeben ist, unabhangig von 
dessen Schraubensinn gegeben sein, dann heife sie polar, oder sie 
kann in solcher Abhangigkeit vom Schraubensinn eines Bezugssystems 
gegeben sein, da8 sie mit diesem zugleich ihr Vorzeichen bzw. ihren 
Sinn 4ndert, dann heibe sie eine axiale GroéBe. 

Es gibt also sowohl polare reelle Zahlen, Vektoren, Bi- 
vektoren und Trivektoren als auch axiale. 


Zu I. Geometrie und Kinematik. 


Die Zahl Fiinf, die absolute Langenzahl eines vorgegebenen Vek- 
tors, die absolute Flachenzahl eines Bivektors, die absolute Raumzahl 
eines Trivektors sind Beispiele fiir polare reelle Zahlen. Hin- 
gegen ist die relative Raumzahl eines quaderférmigen Trivektors, 
dessen Sinn dadurch gegeben ist, daB drei in den verschiedenen 
Richtungen unmittelbar aufeinanderfolgende Kanten mit Pfeilspitzen 
versehen sind, eine axiale Zahl, denn ist sie v in einem Rechtssystem, 
so ist sie —v in einem Linkssystem. 

Eine Strecke, die mit einer Pfeilspitze zur Bezeichnung ihres 
Sinnes versehen ist, ist ein polarer Vektor. Hingegen ist eine Strecke, 
- die durch die Vorschrift gegeben ist, daS sie auf einem mit eimem 
Drehpfeile versehenen Kreise im positiven Sinne senkrecht stehen soll, 
ein axialer Vektor; denn positiver Schraubensinn in einem Rechts- 
system und positiver Schraubensinn in einem Linkssystem sind ent- 

Y lias 
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gegengesetzt, also hat auch der durch diese Vorschrift definierte Vektor 
in den beiden Arten von Koordinatensystemen entgegengesetzten Sinn. 

Der mit einem Drehpfeil zur Bezeichnung seines Umlaufssinnes 
versehene Kreis ist ein polarer Bivektor. Der Hinheitsbivektor par- 
allel zur yz-Ebene aller rechtwinkligen Koordinatensysteme mit ge- 
meinsamer positiver x-Achse ist ein axialer Bivektor; denn in allen 
Rechtssystemen mit gemeinsamer positiver x-Richtung ist es ein und 
derselbe Bivektor, in allen Linkssystemen mit ebenderselben positiven 
x-Richtung aber der entgegengesetzte. 

Ein durch drei nicht in einer Ebene liegende, in bestimmter 
Reihenfolge unmittelbar aneinandergeschlossene polare Vektoren be- 
stimmter Trivektor ist polar. Hingegen ist er axial, wenn einer oder 
alle drei bestimmenden Vektoren axial sind. Ebenso ist ein durch 
einen Bivektor und einen Vektor oder umgekehrt durch einen Vektor 
und einen Bivektor bestimmter Trivektor polar, wenn beide polar oder 
beide axial sind, und axial, wenn einer von beiden polar, einer axial 
ist. Axial ist auch der Trivektor vom relativen Rauminhalte —8 cm, 
denn je nachdem, ob wir ein Rechtssystem oder ein Linkssystem der 
Konstruktion dieses Trivektors zugrunde legen, bilden die Kanten des 
etwa wiirfelformig gedachten Trivektors ein Linkssystem oder ein 
Rechtssystem. 


Zu 1. Ein Stab, der an einem Ende schwarz und am anderen 
wei ist, mit der Festsetzung, da8 stets schwarz zuerst und dann weiB 
kommen soll, ist sicher ein polarer Vektor, denn er wird, wenn wir 
statt eines Rechtssystems ein Linkssystem zugrunde legen, seine Farben 
und damit seinen Sinn nicht wechseln. Wenn wir den Ubergang 
vom Rechtssystem zum Linkssystem in der Weise vornehmen, da 
alle drei Achsen ihren Sinn verkehren (Inversion), so fndert das noch 
immer nichts an den Komponenten!) des Stabes in den beiden 
Koordinatensystemen, wohl aber werden die Koordinaten des Vektors 
(das sind die relativen Lingenzahlen der Komponenten beziiglich der 
Hinheitsvektoren auf den Achsen) in die entgegengesetzten tibergehen. 
Bewirken wir den Ubergang vom Rechtssystem zum Linkssystem in 
der Weise, daS wir nur die «-Achse umkehren (Spiegelung an der 
y #-Ebene), so andert sich auch an den Komponenten nichts, aber von 
den drei Koordinaten wechselt die erste ihr Vorzeichen, die beiden 


1) Wir unterscheiden stets zwischen den Komponenten bo, = 0,14, 
vy = by j, 0, = v,f und den” Koordinaten Uz, Vy, U, eines Vektors 
b= b,+,+%, = Wt Uyi t+ Uy, wie Weierstrass @ und 67 die Kompo- 
nenten, @ und b die Koordinaten der komplexen Zahl a-++ b7 nennt. Leider macht 
die Enzykl. math. Wiss. diesen wichtigen Unterschied nicht. . 
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anderen nicht. Es ist daher nicht gut, das Verhalten der Koordinaten 
zur Unterscheidung von polaren und axialen GréSen heranzuziehen 
(wie es in der Enzykl. math. Wiss. 4, 14, 8.9 geschehen ist), um so 
mehr, als dieses Kennzeichen den Zahlen gegeniiber ganz versact. 

Eine Scheibe, die auf einer Seite schwarz, auf der anderen wei8 
ist, ist im wesentlichen nichts anderes als der ebenbesprochene Stab. 
Sie kann durch einen polaren Vektor ebensogut dargestellt werden, 
wie durch einen axialen Bivektor. Denn der Sinn von Schwarz nach 
Wei8 ist unabhangig vom Schraubensinn eines Bezugssystems. Wollen 
wir aber die schwarz-weife Scheibe durch einen Bivektor darstellen, 
so kann das nur ein axialer sein, denn um einen Bivektor anzugeben, 
brauchen wir auSer dem absoluten Flicheninhalt und der Lage noch 
den Umlaufssinn; ein solcher ist aber durch die verschiedene Farbe 
der beiden Seiten allein nicht bestimmt, kann also nur durch den 
Schraubensinn irgend eines Bezugssystems zugeordnet werden und 
andert sich daher beim Ubergang von einem Rechtssystem zu einem 
Linkssystem. Genau so gut wie die schwarz-weiBe Scheibe kénnen 
wir auch den schwarz-weiBen Stab durch einen axialen Bivektor dar- 
stellen. 

Zu 2. Ein Ebenenstiick mit angezeichnetem Umlaufssinn (Dreh- 
scheibe) ist zunachst durch einen polaren Bivektor darstellbar. Erst 
durch ein zugrunde gelegtes Rechts- oder Linkssystem wird dem Um- 
laufssinn der eine oder der andere Fortschreitungssinn zugeordnet und 
daher kann die Drehscheibe auch durch einen axialen Vektor darge- 
stellt werden. 

Fiir den Drehzylinder gilt dasselbe; man kann ihn durch einen 
polaren Bivektor oder einen axialen Vektor gleich gut darstellen. Aus 
dem Sinn des in der Achse liegenden Vektors kann nicht anders als 
mit Hilfe des Schraubensinnes eines Bezugssystems auf den Umlaufs- 
sinn des rotierenden Zylinders geschlossen werden. Soll sich dieser 
unter allen Umstinden richtig ergeben, mu der Vektor ein axialer sein. 

Genau so wie zwischen den axialen Vektoren und den polaren 
Bivektoren und wie zwischen den polaren Vektoren und den axialen 
Bivektoren eine eindeutige Zuordnung besteht, ist dies auch zwischen 
axialen reellen Zahlen und polaren Trivektoren sowie zwischen polaren 
reellen Zahlen und axialen Trivektoren der Fall. Diese eindeutige Zu- 
ordnung hat Grassmann ,Ergiinzung“ genannt. Wir sehen daraus, 
 daB wir, so notwendig auch die Scheidung der GréSen in reelle Zahlen, 
Vektoren, Bivektoren und Trivektoren ihrer ,Stufe“ und in polare 
und axiale ihrer ,,Art“ nach fir die Aufstellung und Klarlegung der 
Begriffe ist, praktisch doch mit nur vieren derselben auskommen kénnen., 
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Entweder werden wir also alle axialen Zahlen, Vektoren, Bivek- 
toren und Trivektoren durch ihre Erganzungen, also polare Trivektoren 
Bivektoren, Vektoren und Zahlen ersetzen, so daS wir nur mit polaren 
GréBen zu tun haben, die wir dann zur Unterscheidung mit kleinen 
lateinischen Buchstaben z (reelle Zahlen), kleinen deutschen »(Vektoren), 
groBen deutschen 8 (Bivektoren) und groBen lateinischen 7’ (‘Trivek- 
toren) bezeichnen. 


Oder wir werden alle Bivektoren und Trivektoren, wenn sie 


axial sind, durch polare, und wenn sie polar sind, durch axiale Vek- 
toren und Zahlen ersetzen, so da wir nur mit polaren und axialen 
Zahlen, sowie mit polaren und axialen Vektoren zu tun haben. Fiir 
Zahlen verwenden wir wieder lateinische, fiir Vektoren deutsche 
Buchstaben. Da aber die Physik dabei ohne Riicksicht auf polar 
und axial grofe und kleine gemischt gebraucht, werden wir, falls 
sich dies als notwendig erweist, ein eigenes Unterscheidungszeichen 
fiir diesen Zweck einfiihren miissen. 

Der erste Vorgang entspricht mehr den Zwecken und Gepflogen- 
heiten der Geometrie, der zweite mehr denen der Physik. Wir wollen also 
Pfeile und Doppelschichten als polare, Drehscheiben und Drehzylinder 
als axiale Vektoren darstellen. 

Zu 3. Hinsichtlich der Addition ist zu bemerken, da8 polare 
und axiale Vektoren nicht zueinander addiert werden kénnen, so daB 
ein einziger Vektor ihre Summe darstellen wiirde. Es kénnen immer 
nur die polaren und die axialen Vektoren fiir sich addiert werden 
und schlieBlich bleibt im allgemeinen die Summe aus einem polaren 
und einem axialen Vektor iibrig, die ebensowenig weiter ausfiihrbar 
ist wie in der komplexen Zahl zg = x+ yi die , Addition“ der reellen 
und der imaginaéren Komponente. Dennoch lat sich eine komplexe 
Zahl mit einem einzigen Buchstaben bezeichnen, mit dem gerade so 
zu rechnen ist, als ware das Ganze eine einzige reelle Zahl. Sobald 
die beiden Komponenten getrennt geschrieben werden, dient das 
Zeichen i zu ihrer Unterscheidung. Letzteres hat aber bei der Multi- 
plikation noch eine besondere Higenschaft, namlich die, da8 ii — —1 
ist. Daher ist es noch fraglich, ob sich das Zeichen i, wie wir nun 
wohl vermuten, auch zur Unterscheidung polarer und axialer Gréfen 
eignet. Dazu miissen wir ihr Verhalten bei der Multiplikation 
untersuchen. 

Bei der inneren Multiplikation von polaren und axialen 
Vektoren ergibt sich bereits ein wesentlicher Unterschied zwischen 
beiden. Das innere Produkt eines polaren EKinheitsvektors mit sich 
selbst, ist némlich die polare Zahl +1, hingegen das innere Produkt 


_ =—— 
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eines axialen Kinheitsvektors mit sich selbst die polare Zahl —1. 
Denn da ein axialer Vektor und ein polarer Bivektor ein und das- 
selbe ist, kénnen wir statt des Produktes eines axialen Einheitsvektors 
mit sich selbst auch das Produkt eines polaren Einheitsbivektors mit 
sich selbst bilden. Den polaren Einheitsbivektor © selbst kénnen 
wir als auSeres Produkt zweier aufeinander senkrechter polarer Ein- 
heitsvektoren e, und e, auffassen, also € =[e,e,]. Dann ist sein inneres 
Produkt mit sich selbst 


€E = [ereo}[eres] = — [eres] -[eoe:] = —es(eoee)eas = —eeq) = —], 
da ja das Produkt eines polaren Einheitsvektors mit sich selbst + 1 ist. 


Zu 4. Bei der 4uBeren Multiplikation von zwei polaren 
Vektoren entsteht zunachst ein polarer Bivektor, denn sein Umlaufs- 
sinn ist durch die in ihrer unvertauschbaren Reihenfolge aneinander- 
gefiigten Vektoren unmittelbar bestimmt. Statt des polaren Bivektors 
setzen wir — mit Hilfe des Schraubensinnes eines Bezugssystems — 
einen axialen Vektor. 

Ebenso wie das auBere Produkt von zwei polaren Vektoren, ist 
auch das von zwei axialen Vektoren ein polarer Bivektor oder ein 
axialer Vektor, namlich der entgegensetzte desjenigen, den die mit 
ihnen in absoluter Langenzahl und Richtung ibereinstimmenden po- 
laren Vektoren ergeben wiirden. Zur kurzen Erliuterung nehmen 
wir drei aufeinander senkrechte polare Einheitsvektoren j,, f, lp an; 
ob sie ein Rechts- oder ein Linkssystem bilden, bleibt sich gleich. 
Durch den Zeiger p bezeichnen wir diese Vektoren ausdriicklich als 
polare, wahrend wir axiale durch den Zeiger a kenntlich machen 
wollen. Dann ist das auBere Produkt der polaren Hinheitsvektoren 
jp und f, der polare Einheitsbivektor [j,f,|, oder der axiale Vektor [,, 
der also in-allen Systemen gleichen Schraubensinnes wie jp, fp, lp mit 
dem polaren Vektor [, iibereinstimmt, in allen entgegengesetzten aber 
—Ip ist. Um das auBere Produkt der axialen Einheitsvektoren jq 
und f{, zu bilden, gehen wir zu den polaren Bivektoren [fp lp|p = ja 
und [lyjplp=f. tiber und bilden deren ‘uBeres Produkt. Es ist 
[[£p ly bp (Ly ivlo lo = [fo (lp ly) iplp = [foivlo = —Liptrlp, d. bh. es ergibt 
sich der polare Einheitsbivektor —[jpfp|p oder der axiale Einheits- 
vektor — {,. 

Es gibt also sowohl das innere als auch das 4uBere Produkt 
zweier axialer Vektoren gerade das entgegengesetzte des Produktes 
der entsprechenden polaren Vektoren. 

Es ist daher wegen dieses Unterschiedes im Ergebnis der Multi- 
plikation unbedingt notwendig, polare und axiale Vektoren von 
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Anfang an mit einem Unterscheidungszeichen zu versehen. Dies 
unterlassen za haben, ist der Hauptmangel der iiblichen Vektoren- 
rechnung. Und doch ist er ganz einfach zu beheben. Denn aus 
unseren Feststellungen tiber innere und 4uBere Multiplikation geht 
hervor, daB sich als Unterscheidungszeichen axialer Vektoren von 
polaren der Faktor j = Y—1 vollkommen eignet. Wir wiirden also 
in unseren Beispielen schreiben: 


ji=1l jie je—=—l, GH 
[LEQ] = Gets] = —Lit] = — 
Da nun i in der Bedeutung Vay gebraucht wird, sollen von 


nun an die drei aufeinander senkrechten Einheitsvektoren j, f, { heiBen 
statt i, j, f, wenn man nicht tiberhaupt e,, es, e3 vorzieht. 


und 


Wir wollen nur kurz bemerken, da auch fiir Skalare dasselbe 
gilt. Denn das Produkt der axialen Zahl 1 mit sich selbst entspricht 
dem Produkt des polaren Trivektors (jf[) mit sich selbst. Dieses ist 
aber (jf) Gf = —jtl (fj = —if CO = —jiG)j =—ti=——1 
Also ist der polare Einheitstrivektor jf{ =i, d.h., die axiale Zahl 1 
ist der imaginiren Einheit i gleich und der Faktori ist das geeignete 
Kennzeichen einer axialen Zahl gegeniiber einer polaren. 


Dem Ubergang von einem Bezugssystem zu einem entgegen- 
gesetzten Schraubensinnes entspricht die Ersetzung von + i durch —i. 
Diese bewirkt dabei in der gewiinschten Weise die Anderung des 
Vorzeichens bzw. des Sinnes axialer Groen. An den Beispielen der 
Inversion (j’ = —j, f = —f, I! = —1) und der Spiegelung (j’ = —j, 
f =f, ' =f) sehen wir sofort, daB j'f lt! = (—j)(—f(—D) 
= (—j)fl = —jH = —2 ist. 

Der Faktor 7 leistet nun wirklich alles, was wir ver- 
langen: er verhindert die Ausfiihrung der Addition polarer und 
axialer GréBen; liefert bei der inneren und fuSeren Multiplikation 
zweier axialer GréBen das durch die Assoziativitat der Multiplikation 
geforderte Minuszeichen und sorgt schlieSlich noch fiir richtige Trans- 
formation bei Anderung des Schraubensinnes des Bezugssystems. 
Auch der bekannte Satz, daS das innere Produkt von zwei polaren 
oder zwei axialen GréBen polar, hingegen das einer polaren und einer 
axialen GréSe axial ist, kommt in den Formeln 


Ladies]; 364 a, FA SA Sas 
zum Ausdruck. 
Zu 5, 6, 7. Es ergibt sich nun in folgende Ubersicht der Produkte: 
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ol =e | nal) a a.bt = d?7 G0 = Ce 
Lelie Soar | ede i y 

ee ae (abe) = di Fyied joe; 

: aay, eb —e pte Oh 

G@ebideiwh oth) —a 
Sie 4.07 = 

az C2 forties feebih == oc at. 07 = —c 
at.b = ct at.b = d2 WecayReTeLy a2. 02 ==" —=6 


Alle hier auftretenden Faktoren i fehlen in der iiblichen Vektoren- 
rechnung, daher auch die Minuszeichen. Es ergibt sich also in dieser 
verbesserten Vektorenrechnung z. B. als vektorielles Produkt eines 
polaren mit einem axialen Vektor der entgegengesetzte polare Vektor 
wie in der iiblichen Vektorenrechnung. Darum lautet auch die Identitat 


[a[bc]] = (ab)c—(ac)b 
entgegengesetzt (merke: Mitte minus). 

Das Beispiel aus der Kinematik hei®t dann richtig: Umfangs- 
geschwindigkeit — [Ortsvektor x Winkelgeschwindigkeit]. 

Zu 8. Ein Volumelement ist, wie auch ein endliches Volumen, 
ein polarer Trivektor oder eine axiale Zahl, wenn es durch drei 
polare oder durch einen polaren und zwei axiale Vektoren bestimmt 
ist oder auch durch einen Bivektor und einen Vektor, die beide polar 
oder beide axial sind. In den zugehérigen anderen Fallen ist es ein 
axialer Trivektor oder eine polare Zahl. 

Die Bezeichnung gerade Skalare deckt sich mit der Bezeichnung 
polare, und wie wir gesehen haben, reelle Zahl; ebenso ungerade 
Skalare mit axiale oder imaginare Zahl. 

Zu 9. Handelt es sich um einen polaren Vektor als Funktion 
eines polaren Vektors und wird nach letzterem differenziert, so ist 
der Differentialoperator ‘7 polar, und daher nach dem bisher Gesagten 
div » = (Vv) = eine polare Zahl und rot » = [Vv] = wi? ein 
axialer Vektor und bei einem axialen Vektor als Funktion eines po- 
laren rot vi = [vi] = —w ein polarer Vektor. Bei Funktionen 
eines axialen Vektors ist der Differentialoperator auch axial, also 17 
und es wird fiir einen polaren Vektor als Funktion i rot » =[iv7»] 
= —w und fiir einen axialen 7 rot pi = —[Vv] = — we. 

Zu 10. Bildet man von dem als polar vorausgesetzten Vektor 
Dv = jsinaz + fcosa# den Rotor, so erhalt man: 


rot »v = [Vv] = i(jsinaz+ fcosa) = vi, 
‘und wenn man davon wiederum den Rotor nimmt: 
rot rot » = [V[Vv]] = é-é(jsina + feos a) = —v. 
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Hier ist also rot » = vi keineswegs die ,,.Erganzung“ des Vektors b, 
sondern der im System j, f, { mit dem polaren Vektor » tiberein- 
stimmende axiale Vektor vi. Der zweite Rotor rot rot » = [V[V»]] 
= —» ist wieder polar und dem Vektor » entgegengesetzt. 

Da div » = Vv = 0 ist, folgt aus der Identitat [V[V»]] 
= V2v—V (Vb) auch V2v = —b oder V20+0=—0. Obwohl 
in der iiblichen Vektorenrechnung rot rot » = + » ist, ergibt sich 
dort dieselbe Differentialgleichung 72» +» = 0, da in der iiblichen 
Vektorenrechnung die Identitat [7 [VW »v]] = V(V ») — V2» gilt. Die 
beiden Unstimmigkeiten heben sich gerade auf und so kommt 
es, daB8 hier und in vielen anderen Fallen die iibliche Vektoren- 
rechnung trotz ihrer Mangelhaftigkeit richtige Ergebnisse liefert. 
Dieser Umstand mag als Entschuldigungsgrund dafiir anerkannt werden, 
daB die Wurzel aller Mingel der iiblichen Vektorenrechnung und 
ihrer Abarten solange verborgen bleiben konnte. 


Zu Il. Dynamik und Elektrizitatslehre. 


Zu 11. Die Masse ist eine physikalisch wohldefinierte GréBe. 
Uber ihre Natur aus der Gleichung: Masse = Massendichte x Volumen 
etwas erschliefen zu wollen, heif®t alle Physik auf den Kopf stellen. 
Die Masse ist ihrer physikalischen Definition nach durch eine stets 
positive Zahl gegeben, sie kann also beim Ubergang von einem 
Rechtssystem zu einem Linkssystem ihr Vorzeichen nicht andern und 
ist daher eine polare Zahl. Das geht unzweideutig aus ihrer physi- 
kalischen Definition hervor. Das absolute Volumen eines Kérpers ist 
eine polare Zahl, also erfahren wir aus unserer Gleichung, die doch 
nur die Massendichte definiert, daB diese eine polare Zahl ist. Dabei 
ist, wie tiblich, unter Volumen das absolute Volumen verstanden. Das 
hindert natiirlich nicht, daS man in anderen Fallen, z. B. wenn es 
sich um ein- und ausstrémende Fliissigkeit handelt, mit Recht und 
Vorteil das relative (mit einem Vorzeichen versehene) Volumen be- 
nutzt. Da dieses eine axiale Zahl ist, ware auch die zugehérige 
Massendichte eine axiale Zahl, aber diese Definition ist nicht die 
tibliche. 

Auch die Hlektrizititsmenge ist eine polare Zahl, unabhangig 
vom Schraubensinn des Bezugssystems, also folgt fiir die mittels des 
absoluten Volumens definierte Elektrizitaétsdichte, daB sie ebenfalls eine 
polare Zahl ist. 

Zu 12, 13. Aus der Gleichung: Kraft — Masse x Beschleunigung 
geht, da Masse eine polare Zahl und Beschleunigung ein polarer 
Vektor ist, mit Sicherheit hervor, da® die Kraft ein polarer Vektor ist. 
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In der Gleichung: Kraft = Elektrizititsmenge > elektrische Feld- 
stirke ist die Kraft ein polarer Vektor, die Klektrizitatsmenge eine 
polare Zahl, also die elektrische Feldstirke auch ein polarer Vektor. 

Bei Benutzung des absoluten Volumens geht aus der Gleichung: 
Elektrische Stromdichte — Elektrizititsdichte > Geschwindigkeit der 
Elektrizitat, da dann die Elektrizititsdichte eine polare Zahl und die 
Geschwindigkeit ein polarer Vektor ist, hervor, daS die elektrische 
Stromdichte ein polarer Vektor ist. Bei Benutzung des relativen 
Volumens ware die Elektrizititsdichte eine axiale Zahl und die Strom- 
dichte ein axialer Vektor. Wir sehen daraus, dafS man nicht von 
vornherein behaupten kann, alle elektrischen Vektoren miissen gleicher 
Art sein. Sie kénnen ja auch durch andere GréBen als polare Zahlen 
miteinander verkniipft sein. 

Zu 14. Aus den Maxwellschen Gleichungen ist zu erkennen, 
daS elektrische und magnetische Feldstaérke ungleichartige Vektoren 
sind, also da die elektrische Feldstiirke bereits als polar bekannt ist, 
mu die magnetische axial sein. 

Zu 15. Der Poyntingsche Strahlungsvektor ist polar, aber 
dabei ist vorausgesetzt, da$ in seiner Definition das absolute Volumen 
benutzt wird. 

Im Ausdruck fiir die elektromagnetische Energie steht €?+ ? 
und nicht €2— 5%, da es sich nicht um die Summe der Quadrate der 
beiden Feldstirken handelt, wobei die axiale magnetische Feldstarke 
— §?2 ergeben wiirde, sondern um den absoluten Betrag des kom- 
plexen Feldvektors § = €+ Hi. Wiirde in einem Raume, in dem 
ein bestimmter Feldvektor % herrscht, bei unveranderter elektrischer 
Feldstirke die magnetische durch die entgegengesetzte ersetzt, so 
wiirde sich der Energieinhalt nicht andern. Das sagt auch die Be- 
ziehung ©2-+ §$? = (€+ Hi) (E— Hi). 

Zu 16. Auch daS die Kraftdichte ein polarer Vektor ist, gilt 
nur unter der Voraussetzung, daB8 sie mittels des absoluten Volumens 
definiert wird. 

Zu 17, 18, 19, 20. DaB8 wir die Elektrizitatsmenge und nicht 
die magnetische Polstirke als polare Zab] auffassen, begriinden wir 
mit der Trennbarkeit und dem vielfach verschiedenen Verhalten 
positiver und negativer Elektrizitat. Hingegen ergibt sich aus der 
Erzeugung eines Magnetfeldes durch einen elektrischen Kreisstrom 
‘die axiale Natur des magnetischen Feldvektors. 

Zu 21. Der Vektor » = jsina+fcos# kann ganz gut eine 
physikalische Bedeutung haben und hat sie auch, z. B. vu der 
_ Drehung der Polarisationsebene des Lichtes in einer Zuckerlésung. 
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Daraus ergeben sich keinerlei Widerspriiche. Denn die Gleichung 
rot » = vi bedeutet keinen solchen, und auch daS man einen polaren 
Vektor von seiner Ergingung, die ein axialer Bivektor ist, nicht 
unterscheiden kann, ist ganz in der Ordnung. 

Zu 22. In der vierdimensionalen Vektorenrechnung gibt es 
Zahlen, vierkomponentige Vektoren, sechskomponentige Bivektoren, 
vierkomponentige Trivektoren und einkomponentige (skalare) Quadri- 
vektoren. Bedenken wir, daS es in der Ebene Zahlen, zweikompo- 
nentige Vektoren und einkomponentige (skalare) Bivektoren gibt und 
in der Geraden nur Zahlen und einkomponentige (skalare) Vektoren, 
so erkennen wir auch sogleich die Gesetzmifigkeit und Symmetrie 
des Systems. Auch im vierdimensionalen Raume kann man polare 
und axiale Zahlen, Vektoren, Bivektoren, Trivektoren und Quadri- 
vektoren unterscheiden, je nachdem, ob sie ihr Vorzeichen bzw. ihren 
Sinn beim Ubergang von einem Bezugssystem zu einem entgegen- 
gesetzten Sinnes beibehalten oder andern. Die Unterscheidung durch 
den Faktor 7 ist hier nicht méglich, denn diese setzt voraus, da} 
man die KinheitsgréBe héchster Stufe, also hier den Einheitsquadri- 
vektor e; ¢:¢3¢, gleich 7 setzen kann, was aber nur in jedem (4n- 3)- 
dimensionalen Raume méglich ist, wo erstens das Produkt dieser 
EinheitsgréB8e mit sich selbst — 1 gibt, und zweitens die Multiplikation 
jeder beliebigen GréBe des Systems mit dieser EinheitsgréBe kommu- 
tativ ist. Wenn schon im dreidimensionalen Raume die Unterscheidung 
polarer und axialer Vektoren solche Schwierigkeiten bereitete, so ist 
es nicht zu verwundern, da sie im vierdimensionalen Raume kaum 
versucht wurde, Aber das beweist doch nichts gegen die Méglichkeit 
und Notwendigkeit einer solchen Unterscheidung im dreidimensionalen 
Raume. DaB sie ganz ohne Willkiir auch wirklich durchfiihrbar ist 
und wie man dabei vorzugehen hat, zeigen die angefiihrten Beispiele. 


Il. Zusammenfassung und Folgerungen. 


Zu 23. Aus dem Vorangehenden folgt, da& sich von jeder GroBe, 
wenn sie nur physikalisch hinreichend definiert ist, mit Sicherheit 
entscheiden lat, ob sie durch einen polaren oder einen axialen Vektor, 
und wenn sie eine Skalare ist, ob sie durch eine polare oder eine 
axiale Zahl darzustellen ist. DaS man dem Unterschiede, der in der 
Behandlungsweise der beiden Arten von GréSen zu machen ist, durch 
den Faktor i= Y—1 gerecht wird, der allen axialen Zahlen und 
Vektoren beizufiigen ist, haben wir kurz angedeutet. 

Zu 24. Die Unterscheidung zwischen Vektoren und Bivektoren, 
ebenso zwischen Zahlen und Trivektoren ist neben der Unter- 
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scheidung von polaren und axialen Zahlen und Vektoren entbehrlich. 
Aber eine von beiden ist unbedingt notwendig. Das fordert das 
verschiedene Verhalten unserer GréSen in der Vektorenrechnung. 

Zu 25. Nun kénnen wir uns auch erkléren, wieso es kommt, 
da8 die Unterscheidung von polaren und axialen GréfSen ebensowohl 
als die von Vektoren und Bivektoren, Zahlen und Trivektoren go 
haufig als entbehrlich erklirt wird. Indem man stillschweigend die 
eine macht, erscheint die andere iiberfliissig und im Handumdrehen 
sind es beide. Daf dies zu Fehlern fiihrt, zeigt deutlich das Beispiel 
vom Vektor » = jsinz+feosz. Dieses zeigt aber auch, wie sich 
zwei solche Fehler wieder aufheben, so daB schlieBlich alles in Ord- 
dung zu sein scheint. Um diese Fehler zu vermeiden, empfehle ich 
die Verwendung des Faktors i und hoffe, da8 bald alle Physiker von 
der ZweckmaBigkeit dieses Hilfsmittels tiberzeugt sein werden. 


Nachwort. 


Als die vorliegende Arbeit bereits abgeschlossen war, erschienen 
die Bemerkungen des Herrn L. Prandtl*). Obwohl ich auch ihm 
nicht in allen Punkten beistimmen kann, méchte ich doch hervor- 
heben, da er ebenfalls auf die Notwendigkeit hinweist, zur Unter- 
scheidung der beiden Gréf8enarten eine neue Kinheit, die er mit 1* 
bezeichnet, einzufiihren. Wie ich in meiner leider nicht gedruckten 
Dissertation (Graz 1919) gezeigt und auch im vorstehenden kurz an- 
gedeutet habe, kommt fiir diesen Zweck nur die imaginare Einheit 7 
in Betracht, die zugleich eine Reihe anderer guter Dienste leistet. 
Nahere Ausfiihrungen dariiber hoffe ich bald folgen lassen zu kénnen. 


1) ZS. f. Phys. 15, 159, 1923. 
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Einige Bemerkungen zur Kenntnis 
des Mechanismus magnetischer Erscheinungen. 
Von Jakob Dorfmann in Petrograd. 


Mit fiinf Abbildungen. (Hingegangen am 5. Juni 1923.) 


I. 


Die neueste Theorie des Atombaus von N. Bohr?) erlaubt uns 
den Ursprung des Paramagnetismus in einzelne Elektronengruppen im 
Atom zu verlegen, welche gerade in Ausbildung begriffen sind und 
einen Mangel an Stabilitét aufweisen. Nun wissen wir, daB die duBer- 
sten Elektronen der Mutteratome (die sogenannten freien Elektronen) 
besonders schwach an ihre Atome gebunden sind. Diese Eigenschaft 
der Metalle steht damit im Zusammenhang, daB8 die ,,freien Elektronen“ 
einer unvolistindig entwickelten Elektronenschale angehéren. Deshalb 
versuchte ich aufzuklaren, welche Rolle die Valenzelektronen der Atome 
im metallischen Zustande bei magnetischen Erscheinungen spielen. Um 
diese Frage zu beantworten, vergleiche ich die grammatomare Suszepti- 
bilitaét der neutralen Metallatome mit der Suszeptibilitat der von ihrer 
Valenzelektronenschale entkleideten, also der positiven Metallionen. 
In der folgenden Tabelle 1 sind unter y, die grammatomaren Sus- 
zeptibilitaten der Metalle bei Zimmertemperatur angefiihrt; sie ent- 
stammen den Messungen von Honda?) und Owen). In der zweiten 
Kolonne sind unter x; die Suszeptibilitaten der Ionen nach.den Messun- 
gen von Pascal‘) gegeben. Wahrend 7, direkt gemessen wird, erhalt 
man das 7; aus zahlreichen Messungen an Verbindungen auf Grund 
des ,Gesetzes der Additivitit“. Die y, beziehen sich ebenso wie 
die y; auf Zimmertemperatur und auf dieselbe Vergleichssubstanz. 
Das +--Zeichen bedeutet paramagnetisch, das —-Zeichen diamagnetisch. 
Bei polyvalenten Kérpern sind diejenigen Ionen bevorzugt, die der 
héchsten EntbléBungsstufe entsprechen und eine im Sinne der Bohr- 
schen Theorie abgeschlossene Konfiguration besitzen. In der dritten 
Kolonne sind die Differenzen 7, — 7; = ye angefiihrt und sollen formell 
sozusagen die Suszeptibilitat der AuBersten Elektronenschale wiedergeben. 


1) N. Bohr, Drei Aufsitze iiber Spektren und Atombau. 
®) K. Honda, Ann. d. Phys. 82, 1027, 1910. 

3) Owen, Ebenda 87, 657, 1912. 

*) Pascal, O. R. 158, 1895, 1914. 


~ 


i 
F 
b 


: 


< Pers i 7 : 
kob Dorfmann, Einige Bemerkungen zur Kenntnis des Mechanismus usw. 99 


Tabelle 1. 
iy | Xa % AOE | Xj *< 10° | he x 108 = 4%) 
ae } os“ aay Li | Siitestaje 1. + 6,04 
Ee we 2 Rate eRe — 8,55 + 17,5 
8 hi ae B a 0,5 
Na ;} -+11,7 | Na aR: + 90,9 
ial ait me ES Mg =~ 10,1 4 23,4 
St MR Si i Al | 18,1 + 30,8 
K | + 15,6 K — 18,5 + 34,1 
Ca + 43,0 Ca — 15,9 + 58,9 
Cu — 5,7 ( Cu re ets + 12,3 
bos + 
Zn ees (5 Zn — 13,5 "Sd 
8i — 3,3 Si — 20 + 16,7 
Rb a Rb + 27)2 + 35,0 
Ag | —21,4 Ag bee e282 6 19.6 
Ca — 19,0~20 Cd =— 90 + 10 
Sn | + 0,3 Sn — 30,3 + 30 
Sb Poe id 8b — 66,9 ay 
Te — 40,7 Te“? — 87,5 (2) aaih'g'9°(2) 
Cs 41 Cs af + 30 
Ba + 33 Ba a eT J 7409 
Au — 29,5 Au As g + 16,3 
Hg #6 Hg — 33,4 (2) Se PIG 
Pb —21 Tp® — 45,8 (2) + 24,8 (?) 
Bi — 292 Bi" — 69,8 — 291 


Obgleich es von vornherein zu erwarten ist, daB bei diamagne- 
tischen Stoffen (wie die meisten Jonen es sind) eine Zufiigung von 
Elektronen sowohl die Dimensionen, als auch die Anzahl der pra- 
zessierenden Bahnen, also den Diamagnetismus vergréfern muB, be- 
merken wir in der Tabelle 1 meistens das Gegenteil. Die zu einem 
Ion zugefiigten Valenzelektronen erniedrigen den Diamagnetismus des 
- Metalls. Dies kann so verstanden werden, daB8 die hinzutretenden Valenz- 
elektronen einen dem Jonendiamagnetismus superponierten Paramagne- 
tismus mit sich bringen. Eine Ausnahme bilden B, Sb, Te, Hg und 
Bi. Allerdings kénnen nicht alle diese Stoffe als Ausnahmen be- 
trachtet werden, und zwar aus folgenden Griinden. Beim B ist 7- von 
der GréBenordnung der experimentellen Fehler; bei Hg schwanken 
eigentlich die experimentellen Daten fiir das 4; zwischen — 40,8 bis 
-— 33,1 so, daB das y_ zwischen + 2,8 und — 4,8 schwankt; beim Te 
ist uns in y; die Anzahl der entfernten Elektronen unbekannt. Eine 
sichere Ausnahme bilden die homologen Stoffe Sb und Bi. Beim Cu 
vergleichen wir Yq mit der y; des monovalenten Cu-Ions, da dieses 


“ 
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eben, wie aus dem Spektrum ersichtlich, ein im Bohrschen Sinne 
abgeschlossenes System bildet?). 

Die in der Tabelle 1 zusammengestellten Ergebnisse scheinen also 
darauf zu deuten, daB diejenige Elektronenbindung, welche den metalli- 
schen Kigenschaften, also dem Glanz, der Leitfahigkeit usw. giinstig 
ist, zugleich das Auftreten des Paramagnetismus befordert. Diese 
empirische Regel kann mit der von Ladenburg?) aufgestellten in 
Zusammenhang gebracht werden, welcher hervorhob, daB die para- 
magnetischen Jonen meistens gefarbt sind. Nun ist aber Farbe als 
das Zeichen der Absorption des Lichts im sichtbaren Wellengebiet 
aufzufassen und wird also durch eine schwache Elektronenbindang 
bedingt, worauf Bohr neulichst ausdriicklich aufmerksam machte. Als 
Illustration méchte ich ein interessantes Beispiel anfiihren. Wie be- 
kannt, kann das Cupro-Ion im CuSO, sowohl gefarbt als auch farblos 
auftreten. Die Farbe wird hier durch das Wasser (Kristallwasser) 
hervorgerufen. Obgleich nun in den meisten uns bekannten Ver- 
bindungen das hinzutretende Kristallwasser nur den molekularen Dia- 
magnetismus etwas vergréBert und durchaus keine Farbung bewirkt, 
liegen beim Cu die Verhiltnisse ganz anders. Das CuSO, wird nach 
dem experimentellen Befund von Frl. Feytis*) durch das Kristall- 
wasser nicht nur gefarbt, sondern auch paramagnetischer als das farb- 
lose gemacht. Dieser Paramagnetismus riihrt wahrscheinlich nicht 
vom Wasser selbst her, sondern von der durch das Kristallwasser 
deformierten 4uBeren Elektronenschale des Cupro-Ions. Es wire zu- 
gleich zu bemerken, da8 z. B. der sogenannte metallische Phosphor 
weniger diamagnetisch ist, als der weiBe. 

Vergleichen wir in derselben Weise wie friiher die 7; und yq beim 
Cr, Mn, Fe, Co, Ni, so finden wir etwas andere GesetzmaBigkeiten. 


Das ‘Gr (in K,CrO ,) oder “Mn” (in KMn0Q,), oder das Bo" oaer 


eoveccee(?) | 


i> in den Carbonylen sind sehr schwach magnetisch, jedenfalls 
schwicher als im metallischen Zustand. Fiigen wir den Jonen ihre 
Valenzelektronen nacheinander hinzu, so bemerken wir, da® das Maxi- 
mum des Paramagnetismus einer bestimmten EntbléBungsstufe des be- 
treffenden Atoms entspricht. Die Lage des Maximums entspricht also 
einer besonders giinstigen Elektronenkonfiguration, welche natiirlich 
sowohl von der Anzahl der anwesenden Elektronen, als auch von der 


1) N. Bohr, 1. « 
*) Ladenburg, Naturwissenschaften 1920. 
8) Feytis, C. R. 158, 668, 1911. Leider hatte Frl. Feytis nur die spezi- 


fische Suszeptibilitat statt der grammolekularen Povect an weshalb diese Gesetz- 


maBigkeiten nicht hervortreten konnten. 
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Anziehungskraft des Kernes abhingt. Wie Kossel) bemerkt hatte, 
wird die Magnetonenzahl bei benachbarten Elementen oft hauptsachlich 
durch die Anzahl der anwesenden Elektronen bestimmt, so da z. B. 
Mn und Fe dieselbe Elektronenzahl 23 und dieselbe Magnetonen- 
zahl 29 besitzen. Dieser Gedanke erlaubte Oxley 2) und (unabhingig 
von ihm) dem Verfasser, die eigentiimlichen Eigenschaften der Mn- 
Cu-Al-Legierungen durch die Annahme zu erkliren, daS dabei das 
Mn sich ein Elektron von den elektropositiven Komponenten aneignet 
und sozusagen ein ,ferroidales* Elektronengebiude bildet. Die An- 
wendung dieses Gedankens auf andere Familien des periodischen 
Systems kann zur Interpretation des sonderbaren Paramagnetismus 
des K,HgJ, beitragen, wenn wir bedenken, daB das He genau eben- 
soviel Elektronen besitzt, wie das stark paramagnetische neutrale Atom 
des Pt. Tatsaichlich hat man bei K,HgJ,, ebenso wie beim metalli- 
schen Pt acht Magnetonen gefunden. Allerdings mu8 zugleich be- 
merkt werden, da8 auch hier die Anzahl der Elektronen nicht unbedingt 
maBgebend ist, da doch, wie oben erwihnt, das He-Ion auch dia- 
magnetisch aufzutreten pflegt. 

Die Betrachtung von zahlreichen Metallen und Ionen hat uns 
gezeigt, da eine schwache Bindung der Elektronen mit dem Para- 
magnetismus Hand in Hand geht. Wire es tatsichlich der Fall, daB der 
Paramagnetismus aus der Unstabilitat des entsprechenden Elektronen- 
gebaiudes entstammte, so kénnte man erwarten, daB selbst in groBen 
Atomkomplexen der Paramagnetismus auftreten kann, sobald darin 
chemisch ,ungesittigte* sonst diamagnetische Atome vorhanden sind. 

Es ist bekannt, daB die Anwesenheit ungesittigter Atome im 
Molekiil stets die Farbung der Verbindung beférdert. Deshalb wurden 
auch solehe Atomanordnungen in der organischen Chemie ,Chromo- 
phoren“ genannt. Zu ihnen gehéren*) Doppelbindungen, z. B.: 
—N=N— —O— —C— ) C=) 
= ? II , lI , Ng ’ ‘ > 
N=0O O iS) Oo SC—N— 
ferner Anhiufungen von Halogenen usw. Was die magnetischen 
Eigenschaften organischer Verbindungen anbetrifft, so hat sie Pascal®) 
besonders systematisch studiert. Er fand nun, da den einzelnen 
Komponenten atomare Suszeptibilitatskonstanten zugeschrieben werden 
kénnen, und daB die molekulare Suszeptibilitét der meisten bekannten 


1) Kossel, Ann. d. Phys. 49, 229, 1917. 
2) Oxley, Proc. Roy. Soc. (A) 101, 264, 1922 und Nature 110, 290, 1922. 
3) Vgl. Kaufmann, Chemische Konstitution und physikalische Higen- 
schaften, 1920. 
4) Pascal, Ann. chim. phys. 1909—1913. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XVII. F 8 
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Verbindungen dann einfach durch Addition (Gesetz der Additivitat) 
nach der chemischen Formel richtig berechnet wird. Ein n&heres 
Studium zeigte spiter, daB in zahlreichen Fallen noch Struktur- 
summanden zugefiigt werden muBten, welche die molekulare dia- 
magnetische Suszeptibilitiét entweder erhohen (also mit negativen Vor- 
zeichen eintreten) oder erniedrigen. Es ergab sich, daB gerade alle 
obengenannten Gruppen den summaren molekularen Diamagnetismus 
erniedrigen. Bei Tautomeren, welche in gefarbter und farbloser Form 
vorkommen, scheint die erste schwacher diamagnetisch zu sein als die 
letzte. Pascal selbst hatte diese Eigentiimlichkeit bemerkt. Er 
sagt: ,Eine unvollstandige Sattigung fihrt immer eine Erniedrigung 
des Diamagnetismus mit sich, so, daB diese magnetische Erscheinung 
als ein Kriterium fiir das Vorhandensein einer Doppelbindung im 
Molekiil dienen kann... Die Doppelbindung entspricht einer besonderen 
Elektronenanordnung, welche die Rolle eines paramagnetischen Quasi- 
elements spielt“1). Allerdings bedeutet die Erniedrigung des Dia- 
magnetismus hier nicht unbedingt einen sozusagen maskierten Para- 
magnetismus; dieses soll noch bewiesen werden. Fiir uns ist es 
voilaufig aber schon von groBer Bedeutung, da8 im allgemeinen die 
Lockerung einer Elektronenbindung zugleich eine Erniedrigung des 
molekularen oder atomaren Diamagnetismus mit sich bringt, obgleich 
die Dimensionen der prazessierenden Bahnen durch die Lockerung 
vergréBert werden. 

Nun betreffen die rein magnetischen Messungen die Wirkung des 
gesamten Elektronenkomplexes, wahrend uns die Eigenschaften einzelner 
Elektronengruppen interessieren. Das Studium dieser Eigenschaften 
kann mit optischen Mitteln durchgefiihrt werden, denn gerade bei 
den spektroskopischen Messungen kénnen wir die Verhdltnisse inner- 
halb bestimmter Elektronengruppen beobachten. 

Ist der betreffende Stoff paramagnetisch, so ist die eine Orien- 
tierungsrichtung der Elementarmagnete, niamlich diejenige parallel 
dem iuBeren Felde vor der entgegengesetzten Richtung bevorzuet. 
In der Richtung des Feldes beobachtet, mu8 der Stoff bei den ent- 
sprechenden Elektronenschalen die eine Umlaufsrichtung vor der 
anderen bevorzugt aufweisen. Daraus folgt, da dabei diejenige 


1) Denselben Gedanken hatte auch teilweise Quartaroli (Gaz. chim. ital. 
1915—1918) in Angriff genommen. Sein Gesichtspunkt unterscheidet sich aber 
wesentlich von dem hier durchgefiihrten. Wahrend Quartaroli den Zu- 
sammenhang zwischen dem Paramagnetismus des Elektronengebaudes und seiner 
Asymmetrie aufstellt, habe ich hier nach dem Zusammenhang mit der Bindungs- 
art gesucht. 
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Komponente des longitudinalen Zeemandubletts, welche der bevor- 
zugten Bewegungsrichtung entspricht, intensiver sein soll als die 
andere. Diese Intensititsverhaltnisse, welche im Grenzfall (Sattigungs- 


magnetisierung) zum vollstindigen Verschwinden der einen — niimlich 
der kurzwelligen — Komponente fiihren kénnen, zeigen sich ebenfalls 


in dem Effekt der magnetischen Rotationspolarisation. Ist kein Para- 
magnetismus vorhanden, so stellt die Kurve der Abhangigkeit des 


Fig. 1. Fig. 2. 


Faradayeffekts (Verdetsche Konstante @) von der Wellenlinge 4 des 
auffallenden Lichtes eine symmetrische Figur dar (vgl. Fig.1). Diese 
Figur kann auf graphischem Wege in zwei iibereinandergelagerte ent- 
gegengesetzte Kurven (punktiert) geteilt werden. Dieser Teilungsvorgang 
hat eine physikalische Bedeutung, denn jede dieser Kurven entspricht 
einer Dublettkomponente. Verblaft die eine Komponente, so entartet 
auch die symmetrische Kurve (vgl. Fig. 2). 
Im Grenzfall haben wir den Typus 
Fig. 3. Die Mdglichkeit eines asym- 
metrischen Faradayeffekts ist also auf 
Grund der klassischen Hypothese und 
nicht nur nach der Theorie von Drude 
vorhanden, sobald wir den Elektronen- 
bahnen eine ausgesprochene Vorzugs- 
richtung zuschreiben diirfen. Tatsich- 
lich fand J. Becquerel?) analoge Fille — Fig. 3. 
beim Studium des Zeeman- oder Faraday- 


effekts in Kristallen der stark paramagnetischen Verbindungen seltener 


Erden bei extrem niedrigen Temperaturen. 


1) J. Becquerel, OC. R. 1908, 1909; vgl. auch Kamerlingh Onnes 


Jubelband 1922. 
gx 
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Der Zeemaneffekt bei Absorption ist im allgemeinen in fltissigen 
und festen Kérpern schwer zu beobachten, wihrend der Faradayeffekt 
selbst bei mittleren Feldstiirken geniigend scharf erscheint. Die 
mégliche Asymmetrie des Faradayeffekts kann also ein sicheres Kri- 
terium fir das Vorhandensein einer bevorzugten Orientierungsrichtung 
der entsprechenden Elektronenschale bieten. 

Eine solche Asymmetrie ergibt der von Schmauss!) und be- 
sonders von Elias2) studierte Faradayeffekt des fliissigen Sauerstoffs 


Os (fliissig) 


450 500 550 600 
Fig. 4. 
im Gebiete 400 bis 600 mu (vgl. Fig. 4). Dies deutet darauf hin, 
da8 der Paramagnetismus sich in der duBersten Elektronenschale des 
O.-Molekiils bemerkbar macht. Pauer’) hatte den Ursprung des 
Paramagnetismus des O, ins Innere 
- des Molekiils verlegt. Es scheint 
aber, dab, obgleich O, nicht gefarbt 
ist, die AuBerste Elektronenschale 
wenigstens einen Anteil an dem 
Paramagnetismus liefert. 
Wir erwarten nun denselben 
Effekt bei gefarbten Verbindungen. 
Schmauss‘*) hatte den Faradayeffekt 
innerhalb eines Absorptionsstreifens 
, an Anilinblau- und Lackmuslésungen 
Fig. 5. studiert und fand die folgenden Ab- 
hangigkeitskurven (Fig.5) (Lackmus). 
Diese Ergebnisse wurden gerade wegen ihrer eigentiimlichen Form 
stark angefochten, da man sie mit einer theoretisch unhaltbaren 


\ Lackmus 


1) Schmauss, Ann. d. Phys. 10, 853, 1903. 

*) lias, Ebenda 85, 299, 1911. 

3) Pauer, Ebenda (4) 56, 261, 1918 und Diss, Miinchen 1918. 
*) Schmauss, Ann. d. Phys. 8, 842, 1902. 
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Variante der Drudeschen Theorie des Faradayeffekts in Beziehung 
gebracht hat. In der hier angegebenen Interpretation deuten sie aut 
das Vorhandensein eines tatsiichlichen Paramagnetismus derjenigen 
Elektronenschale, die fiir die Farbe des Stoffes verantwortlich ist. 


Il. 


Die neulich von Stern und Gerlach?) experimentell bewiesene 
raumliche Quantelung der Elektronenbahnen muS von nun an zar 
Basis der Theorie magnetischer Erscheinungen werden. Einstein 
und Ehrenfest*) deuten den EinstellungsprozeB als einen Ubergang 
zwischen zwei stationiiren Zustanden, welcher mit Emission bzw. Ab- 
sorption monochromatischer Strahlung bestimmter Schwingungszahl 
verkniipft sein kénnte. Bezeichnen wir die Energie ohne Feld mit Ep, 
die Energie im Felde mit Ey, so folgt nach dem oben Gesagten und 
nach der Theorie des Zeemaneffekts 3) 
Esa — By = thy = +(j,—f) =" 5 (1) 
hier bedeutet h die Plancksche Konstante, v die Schwingungszahl 
der monochromatischen Strahlung, j, und j, die sogenannten Aquatorialen 
Quantenzahlen, ¢ die Ladung des Elektrons, m seine Masse, ¢ die 
Lichtgeschwindigkeit und H die Intensitat des wirkenden Feldes. Beim 
normalen Zeemandublett ist j, —j. = +1. 

Wirkt im Raume irgend ein wenn auch duferst kleines Magnet- 
feld, so sind die raéumlichen Lagen der Bahnen quantisiert. Bringen 
wir den gegebenen Stoff in ein gréeres Magnetfeld hinein, so diirfen 
wir folgende Erscheinungen erwarten: entweder ist die dem duferen 
Felde parallele Richtung der Magnetchen gleichberechtigt mit der 
entgegengesetzten (obwohl natiirlich der parallelen Lage eine etwas 
kleinere potentielle Energie entspricht): in diesem Falle ist der Stoff 
diamagnetisch. Oder es besitzt irgend eine Elektronenschale des 
Atoms die in I. erwahnten Eigenschaften, dann kippt ein Teil der 
entgegengesetzt orientierten Bahnen um und stellt sich parallel der 
Feldrichtung, so daS wir zuletzt eine paramagnetische Polarisation 
erhalten. Beim Umklappen (Magnetisierung) mu8 jetzt eine jede 
Bahn die Energie Hi; y— E_y ausscheiden in Form eines monochro- 
matischen Impulses von der Schwingungszahl 


; acer os 
ame Kigeet'l rere (2) 


1) Stern und Gerlach, ZS. f. Phys. 9, 849, 1922. . 
2) A. Hinstein und Ehrenfest, Ebenda II, 31, 1922. 
3) Vgl. Sommerfeld, Atombau. 
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Wir kénnen uns nun vorstellen, daf unter der Wirkung desselben 
Feldes H ein Lichtstrahl von der gleichen Schwingungszahl v die 
parallel der Feldrichtung schon eingestellten Elementarmagnete in 
ihre urspriingliche Lage schleudern wird. Notwendigerweise muh 
also dabei selektive Absorption bei v stattfinden. Diesen a priori zu 
erwartenden Effekt méchten wir als den ,photomagnetischen Effekt“ 
bezeichnen. 

Im Jahre 1911 hatte W. Arkadiew 2) einen neuen Effekt entdeckt, 
der in den letzten Jahren von ihm selbst und seinen Schiilern, dann 
auch von Gans und Loyarte 2) studiert worden ist und, meiner Meinung 
nach, eine grofe Abnlichkeit mit dem angeblichen photomagnetischen 
Effekt bietet. Es hat sich nimlich ergeben, daB Fe, Ni, Stahl selek- 
tive Absorptionsbanden im Gebiet elektrischer Wellen von 1 cm bis 
1 km Linge besitzen und daS wahrend des Absorptionsvorganges nicht 
der elektrische, sondern der magnetische Zustand des Kérpers eine 
Anderung erfiahrt. 

Die magnetische Polarisation deutete darauf, daB wir es hier mit 
Schwingungen von Magnetchen zu tun haben. Arkadiew und spater 
Gans versuchten rein mechanisch die Masse der Magnetchen aus diesen 
angeblichen Higenfrequenzen zu berechnen und fanden nun, da ent- 
weder Atomkerne, oder Molekiile, oder (bei den langeren Wellen) 
sogar ganze magnetisierte Kristalle schwingen sollen. Gans glaubte 
darin sogar eine Stiitze seiner Theorie schwerer rotierender ,Magne- 
tonen“ zu erblicken. Nun widersprechen aber diese Vorstellungen 
folgenden experimentell festgestellten Tatsachen. Wir wissen aus dem 
Richardson-EHinstein-de Haas-Effekt und seinen Begleiterschei- 
nungen, daB die Masse der Trager des Magnetismus von~der GriéBe 
der Elektronenmasse ist. Andererseits haben die réntgenographischen 
Aufnahmen von Compton) es direkt gezeigt, da8 selbst bei langsamster 
Magnetisierung keine Lagenanderungen der einzelnen Kristillchen statt- 
finden. Es scheint also sinngem’8, den Mechanismus dieses Effektes 
nicht aus den Trigheitsmomenten unbekannter Resonatoren, sondern 
aus der Kleinheit der entsprechenden Energiemengen zu ermitteln. 
Denn fassen wir die Absorption quantenmiBig auf, so kénnen wir 
die kleinen Energieaufnahmen durch die Richtungsinderungen der 


1) Arkadiew, Journ. russ. phys.-chem. Ges. 1911; Ann. d. Phys. 58, 105, 
1919; W. Kartschagin, Ebenda 67, 325, 1922; B. Wwedensky und 
K. Theodortschik, Ebenda 68, 468, 1922. 

*) Gans und Loyarte, Ann. d; Phys. 64, 209, 1921. 

3) Compton and Trousdale, Phys. Rev. 5, 315, 1915, Compton, Journ. 
Frankl. Soc. 192, 2, 1921. 
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Elektronenbahnen einer festen Feldrichtung gegeniiber erklaren. Auf 
Grund unserer Hypothese iiber die Existenz des »photomagnetischen 
Effekts“ kénnen wir aus (2) die effektiven Felder berechnen, sobald 
uns die Wellenliangen der Absorptionsbanden bekannt sind. In der 
Tabelle 2 sind unter 4 die Wellenlingen nach einer Zusammenstellung 
von Arkadiew angegeben, unter v die entsprechenden Schwingungs- 
zahlen, unter H, die effektiven Felder. 


Tabelle 2. Fe-Draht. 


A in em 5 8 x 102 12 < 102 22 < 102 100 x 102 
Wastit iB m 6 x 109 8,75 =< 107 2,5 < 107 4,37 >< 107 0,3 < 107 
HT, in GauB 2000 12,5 8,5 4,5 1 


Allerdings kénnte man sich den Proze8 etwas allgemeiner vor- 
stellen. Man kénnte vermuten, da es sich hier nicht um vollstandige 
Ummagnetisierungs- oder Entmagnetisierungsprozesse in verschiedenen 
Feldern handelt, sondern in einigen Fallen um verschiedene raéumliche 
Winkelanderungen der Bahnen gegeniiber einem und demselben Felde, 
daB also, wenigstens fiir einige Linien, H dasselbe bleibt und nur 
(j1 —J2) verschiedene GréBen annimmt. Die bisher gewonnenen diirf- 
tigen experimentellen Resultate erlauben uns leider noch nicht die 
entsprechenden GesetzmaBigkeiten in diesen Spektren aufzustellen. 
Es ist allerdings interessant, zu bemerken, da8 Absorptionsbanden des 
Fe mit v = 0,3 x 107, 1,37 x 107, 2,5 x1407 und 3,75 x 10% durch 
eine einheitliche Formel vom Typus (2) wiedergegeben werden kénnen: 


é ely 
S ro pl = Jide 
wenn man H = 4Gau8 und j, = 1,68 einsetzt und j, eine Reihe 


von ganzen positiven Zahlen j, = 2, 3, 4, 5, 6... durchlaufen 1aBt. 
Man erhalt dann 


1 ea Te ane 
yvberechn. . 0,86 107 | 1,49 107 | 2,62>107 | 3,75 107 | 4,88 x 107 
v gemess. . 0,3. 3107 |_4,87.¢107 |) 9,50.<.107 |.8,75 x10? _ 


Fragen wir nun weiter, woher die betreffenden Felder stammen, so 
kénnen wir behaupten, da8 beim Experiment keine konstanten auBeren 
Felder (auBer dem Erdfelde, das ungefahr 0,3 Gau8 betragen kénnte) 


' mitgewirkt haben. Da es sich herausstellte, daB die Intensitaét der 


einfallenden Welle keineswegs die Lage der Banden beeinfluBt, daf 
also der magnetische Vektor der Welle hier keine Rolle spielt (dessen 
GréBe von 0,03 bis 10 Gau8 schwankte), so kénnte man versuchen, 
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den Ursprung des Feldes im Kérper selbst zu finden und als eine 
selbstindige Stoffkonstante zu betrachten. Es kann also entweder 
zwischenatomaren oder inneratomaren Ursprungs sein. Es ware nun 
héchst interessant, die Wirkung starker konstanter Felder und der 
Temperatur auf die Lage der Maxima zu priifen. 

Unsere Interpretation ist mit den von D. 8. Roschdestwensky 
und von Sommerfeld kiirzlich entwickelten Theorien in Zusammen- 
hang zu bringen, welche die feldfreien Multipletts durch verschiedene 
Orientierungsméglichkeiten der Bahn des Serienelektrons einem inner- 
atomarea Magnetfelde gegeniiber erklaren. Nach unserer Annahme 
wire also zu erwarten, da das Licht von der aus den Multipletts- 
abstinden direkt berechenbaren Wellenlinge das Atom aus der einen 
Konfiguration in die andere iiberfiihren kann. So berechnet sich aus 
den Seriendubletts 2 die Wellenlinge des effektiven Lichts und 
das ihr entsprechende mégliche innere Magnetfeld H;: 


| diel H, 
Li ~ 30m | LpeeaL0 Gans 
Na ~ 570M | 0385) ><108 ore 
Cs ~ 184 Bitse SSO eee 
Au) | eae (7. Than Lin GSS STIS 


Die experimentelle Priifung dieses Effekts steht noch aus. 

Ich méchte hier noch eine Folgerung aus dem Gesagten erwihnen, 
welche auf experimentellem Wege wohl gepriift werden kénnte. Zeigt. 
ein im 4uBeren Magnetfelde sich befindender Stoff bei einigen sciner 
Spektrallinien ein normales Zeemandublett, so muS er zugleich eine 
Absorptionslinie von der Wellenlainge 


eee 
é 
(io) # 

besitzen, wo H das von aufen angelegte Feld bezeichnet. Bei den 
gréBten erreichbaren Feldern (H = 40000 GauB) wiirde 4 etwa 0,25 em 
betragen. Bei kleineren Feldern fallt 2 in das Gebiet der technischen 
Wellen, wo eine eventuell auftretende selektive Absorption nachge- 
wiesen werden kénnte. Allerdings wird man wohl solche Quanten- 
spriinge (Umklappen der Bahnen) nur bei paramagnetischen Kérpern 
mit einiger Wahrscheinlichkeit zu erwarten haben. 

Die formelle Theorie des Ferromagnetismus von P. Weiss erklirt 


die Magnetisierung des Fe, Co, Ni als ein Resultat zweier sukzessiver 
Prozesse: 1. der sogenannten ,inneren spontanen Magnetisierung“ im 
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inneren Magnetfelde und 2. der ,,auBeren Magnetisierung“ im duBeren 
Magnetfelde. Die beiden Magnetisierungen sind mit Ausscheidung 
von Energie, also nach dem Vorhergesagten mit Lichtemission ver- 
bunden. P. Weiss faSt den Curie-Punkt auf als denjenigen Punkt, 
wo die spontane innere Magnetisierung verschwindet. Nun kénnte 
man sich denken, daB8 diese Magnetisierung dann verschwindet, wenn 
die bei der Magnetisierung emittierte Energiemenge Hy sofort wieder 
aus der Warmeenergie der Atome zuriickerstattet werden kann, 
wenn also 

Er, > Ey. (3) 
Mit Er, bezeichnen wir die mittlere kinetische Energie der Atome 
bei der Temperatur des Curie-Punktes 7, Wir kénnen also aus 
Er, das Ey berechnen, sobald T, bekannt ist. In erster Anniherung ist: 


3 
Ey = kT. (4) 
Hier bedeutet k die Boltzmannsche Konstante. Ist nun der innere 
MagnetisierungsprozeS mit Lichtemission verbunden, also 


8 
hvy = Ey = 5kTe, (5) 


so berechnen wir daraus nach (2) die entsprechenden Wellenlingen 
und das innere Magnetfeld: 


r ? é Hi; 3 = 
h(j, —Je) a at xh Te. (6) 
Setzen wir j;—j. = 1, aber entsprechend den experimentellen Er- 


: : 3 2€ é 
gebnissen des Richardson-EHinstein-de Haas- Effekts mp att o> 


so erhalten wir die folgenden Gréfen fiir das innere Magnetfeld H; 
(von P. Weiss das ,molekulare“ Feld H genannt) (vgl. Tabelle 3): 


Tabelle 3. 
| ie | Vy | Ay | H, berechnet | HT, 2: P. Weiss 
Fe 7590-1 9739]. 4 >< 1018 7,54 | 6,75 <106GauB | 6,53 < 10°GauB 
Ni 3769-12739 | 2,4 x 1018 (ioe ae 0" 63) Sal0lae. 


Diese GréBe H; liegt auffallenderweise sehr nahe den aus der 
Sattigungsmagnetisierung von P. Weiss gefundenen Werten, wahrend 
sie zugleich in die Reihe der aus den Dublettabstanden ermittelten 
inneratomaren H; fallt. P. Weiss setzt das molekulare Feld der 
»auBeren Magnetisierung* proportional; in unserer Auffassung muS H; 
als eine charakteristische Stoffkonstante betrachtet werden, denn sonst 
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miiBte 7’, von der 4uBeren Magnetisierungsintensitéat abhangen, was 
mit den neuesten Forschungen von Honda unvertraglich ist. Aller- 
dings mu8 an dieser Stelle bemerkt werden, daS das H; im allgemeinen 
viel zu groB8 ausfallt, um reell zu sein. N. Bohr erklart die 
Serienmultipletts durch eine entsprechend wirkende Asymmetrie des 
inneratomaren elektrischen Feldes, wahrend P. Weiss ebenfalls das 
»molekulare* Feld der Ferromagnetika als eine elektrostatische Kraft- 
wirkung ansieht. Das Umklappen der Bahnen kann die kristallinische 
Form unverandert lassen. So trittt beim Fe bei 758°C keine Modifi- 
kationsanderung auf. 

Der hier entwickelte Gedankengang setzt voraus, dai Atom- 
prozesse, die mit kleinsten Energieinderungen, also mit Absorption 
oder Emission langster technischer Wellen verkniipft sind, nach den 
Grundpostulaten der Quantentheorie ablaufen miissen. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird gezeigt, daB im allgemeinen die Valenzelektronen 
der Metalle im festen Zustand im positiven Sinne die Suszeptibilitat 
vergréBern. 


2. Die Chromophoren der organischen Verbindungen wirken ebenso 
auf die Suszeptibilitat der Molekiile. 


3. Der asymmetrische Faradayeffekt innerhalb eines Absorptions- 
streifens beim Sauerstoff, Lackmus und Anilinblau kann mit dem 
paramagnetischen Verhalten der entsprechenden Elektronengruppen in 
Verbindung gebracht werden. 


4. Die von W. Arkadiew entdeckte selektive Absorption langer 
elektrischer Wellen in den ferromagnetischen Stoffen darf nicht als 
ein rein mechanischer Schwingungsproze8 von Atomkernen, Molekiilen 
oder Kristallen aufgefafit werden. Nach einer vorliufigen Annahme 
erfolgt diese selektive Absorption quantenmafig bei riumlichen Um- 
lagerungen von Elektronenbahnen, die sich in konstanten inner- oder 
zwischenatomaren Magnetfeldern befinden, also bei Ubergingen zwischen 
stationaren Zustinden, die mit einer Anderung der Aquatorialen Quanten- 
zahl verkniipft sind. 


5. Die von D. Roschdestwensky und Sommerfeld entwickelte 
Theorie der feldfreien Multipletts 1i8t bestimmte Absorptionsstreifen 
im aufSersten Ultrarot und im technischen Wellenbereich erwarten, die 
mit Ubergingen verkniipft sind, bei welchen die Elektronenbahnen 
ihre Orientierung zum inneratomaren Felde andern. Analoge Linien 
mtSten auch den Zeemanmultipletts entsprechen. 


OL 
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6. Der Curie-Pankt der Ferromagnetika wird aufgefaSt als die- 
jenige Temperatur, bei der die beim ,,inneren“ MagnetisierungsprozeB 
ausgeschiedene Energiemenge aus der Wirmeenergie der Atome sofort 
zuriickerstattet werden kann. Die daraus berechneten Grien des 


‘inneren Feldes H; stimmen mit den Resultaten von Weiss gut iiber- 


ein und fallen in die Reihe der inneratomaren Magnetfelder, welche 
nach 7. aus den Seriendubletts berechnet sind. Das ,innere“ Magnet- 
feld der Ferromagnetika muS aber jedenfalls als eine Stoffkonstante 
betrachtet werden. 


Es sei mir zuletzt erlaubt, meinem Lehrer Prof. Dr. A. F. Joffe 
den herzlichsten Dank fiir das rege Interesse an dieser Arbeit, sein 
liebenswiirdiges Entgegenkommen und zahlreiche wertvolle Ratschlage 
auszusprechen. 

Den Herren Mitgliedern des Instituts: J. ]. Frenkel, Prof. V. R. 
Bursian, Prof. G. A. Krutkow, P. L. Kapitza und P. I. Lukirski 
bin ich ebenfalls meinen innigsten Dank schuldig. é 


Petrograd, Phys.-Techn. Réntgeninstitut, April 1923. 
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Die spektrophotometrische Methode zur Untersuchung 
von Farbstoffen im Gewebe im durchgehenden Lichte’). 
Von N. Uspenski und @. Woronkoff in Moskau. 

Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 26. Juni 1923.) 


Die Frage nach der Priifung des Farbstoffes in Geweben hat 
eine groBe Bedeutung, sowohl fiir die praktische Seite der Farbungs- 
industrie als auch fiir die Lésung einer ganzen Reihe von Fragen 
aus der Farbungslehre. Jedoch schafft die Kompliziertheit des Unter- 
suchungsgegenstandes, der technisch gefarbten Faser, erhebliche 
Schwierigkeiten fiir eine genaue Bearbeitung der diesbeziiglichen 
Fragen. Daher bilden die Feststellung eines bestimmten Verfahrens 
und die Ausarbeitung der Untersuchungsbedingungen selbst das Grund- 
problem der wissenschaftlichen Forschung auf diesem Gebiet. 

Versuche, das Spektroskop zur Priifung des Farbstoffes in den 
Geweben zu benutzen, sind in der Wissenschaft mehrfach gemacht 
worden. Unter den entsprechenden Arbeiten sollen vor allem die 
Untersuchungen von Formanek?), N. Umow?), Poray-Koschiitz 
und Auschkap‘) Erwiéhnung finden. 

Das Formaneksche Verfahren besteht hauptsachlich in folgendem: 
der Farbstoff wird vom Gewebe mit einem geeigneten Lésungsmittel 
weggewaschen und die gewonnene Lisung am Absorptionsspektrum 
untersucht. Formanek hat eine grofe Anzahl von Farbstoffen 


qualitativ beobachtet und die dabei erhaltenen Spektra ihrem 4uBeren ~ 


Ansehen nach in zwélf Gruppen geteilt. Formdaneks Arbeit ist 
gewiB eine grundlegende, doch besteht ihre schwache Seite darin, 
da8 bei weitem nicht jeder Farbstoff von der Faser ohne Anderung 
seines Bestands getrennt werden kann. 

Von der Tatsache ausgehend, da8 ein Strahl weiBen Lichtes bei der 
Spiegelung von einer selektiv absorbierenden Fliche nicht in gleichem 
Ma8e auf allen Gebieten des Spektrums polarisiert wird, und da8 der 
Grad der Polarisation in einem bestimmten Gebiet des Spektrums 
mit der Absorption der entsprechenden Wellenlinge in Verbindung 

1) Die vorliegende Arbeit wurde von G. Woronkoff unter Leitung von 
N. Uspenski im Physikalischen Laboratorium des Karl Marx-Instituts zu 
Moskau ausgefiihrt und im Journ. d. russ. phys.-chem. Ges. 1918, Heft 7/9 erst- 
malig veréffentlicht. 

*) J. Formanek, Untersuchung und Nachweis organischer Farbstoffe 


auf Spee tana oP seheas Wege, 1908—1913. 
3) N. Umow, Phys. ZS. 18, 962—971, 1912. 


*) Poray-Koschiitz und Auschkap, ZS. fiir Farben-Industrie 1911, 


8. 298, 321 und 342. 
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steht, hat N. Umow eine besondere Polarisationsvorrichtung kon- 
struiert, welche die Méglichkeit gibt, im gesamten Spektrum die 
Polarisation des vom Untersuchungsobjekte gespiegelten Strahles 
qualitativ zu beobachten. Wenn man auf diese Weise die qualitativ 
verschiedenen Grade der Polarisation in den einzelnen Gebieten des 
Spektrums beobachtet, so erlangt man die Méglichkeit, indirekt das 
Absorptionsbild fiir den zu untersuchenden Gegenstand zu finden. 

Das seinem Gedanken nach du8erst geistreiche Verfahren von 
N. Umow ist von seinem Erfinder nicht geniigend ausgearbeitet 
worden, um praktische Anwendung zu finden. 

A. Poray-Koschiitz und J. Auschkap haben sich bei ihrer 
Arbeit des Spektrophotometers von Vierordt mit doppeltem Spalte 
bedient. Mit Hilfe einer besonderen Vorrichtung wurde durch den 
einen Spalt des Spektrophotometers ein vom gefiarbten Gewebe 
refiektierter Strahl durchgelassen, wihrend durch den anderen ein 
Strahl von einem 4hnlichen, aber nicht gefirbten Gewebe einfiel. 
Indem an bestimmten Orten des Spektrums die Intensitét des durch 
beide Spalte eintretenden Lichtes von den Verfassern gemessen wurde, 
erhielten sie Absorptionskurven fiir den Farbstoff des Gewebes. 

Poray-Koschiitz und Auschkap haben ihr Verfahren nur in 
einer vorlaufigen Mitteilung beschrieben. Die Methode ist AuBerst 
einfach und darum leicht anwendbar. Ihr Nachteil besteht aber darin, 
daB die Reflexion des Lichtes unmittelbar vom Stoffmuster einen 
sehr unregelmaSigen Charakter hat, und da die Beschaffenheit der 
reflektierenden Flache des Gewebes eine erhebliche Unbestimmtheit 
in den Untersuchungsbedingungen schafft. 

Es ist also keines der bekannten Verfahren zur Untersuchung 
von Farbstoffen an Geweben vollkommen, und jedes von ihnen hat 
nur ein beschrinktes Anwendungsgebiet. Daher schien es uns zweck- 
mabig zu sein, die physikalische Seite der gai maar 
auf diesen Gebieten weiter zu verfolgen. 

Die Hauptaufgabe unserer Arbeit war, bei der Priifung des Farb- 
stoffes an Geweben im durchgehenden Lichte die Anwendbarkeit des 
Polarisationsspektrophotometers von Kénig-Martens zu erforschen. 

Bei der Ausfiihrung unserer Arbeit haben vor allem drei Momente 
unsere Aufmerksamkeit beansprucht: Erstens war der Untersuchungs- 
gegenstand, aus einem Stiick gefarbten Gewebes bestehend, iiberhaupt 
--wenig durchsichtig. Die ndtige Durchsichtigkeit wurde von uns da- 
durch hervorgebracht, daB8 der zu untersuchende Stoff in ein Medium 
eingebettet wurde, dessen Brechungsexponent demjenigen der be- 
treffenden Faser nahekam. 
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Zweitens ergab der Strahl nach dem Durchgang durch das auf 
diese Weise aufgehellte Priparat im allgemeinen keine gleichmaBige 
Beleuchtung des Feldes im Spektrophotometer, was die genaue Ein- 
stellung verhinderte. Die GleichmaBigkeit der Feldbeleuchtung im 
Spektrophotometer wurde erst durch eine schnelle Rotation des zu 
untersuchenden Praparates vermittelst einer entsprechenden Vorrichtung 
erzielt. 

Drittens muBten wir uns bei der Inangriffnahme der Arbeit die 
Frage vorlegen, ob die Faser, welche, wie bekannt, eine Doppel- 
brechung zeigt, keine Komplikationen in das Arbeiten mit dem 
Konig-Martensschen Spektrophotometer, das doch eine Polarisations- 
vorrichtung ist, bineinbringen wiirde. Die besonderen Experimente, 
welche teilweise mit der Umowschen Vorrichtung vorgenommen 
wurden, haben jedoch erwiesen, da% in den Grenzen der Beobachtungs- 
genauigkeit die von uns erwarteten Komplikationen nicht eintraten. 

Unter Beachtung aller angegebenen VorsichtsmaBregeln erschien 
es méglich, die vorgegebenen Muster gefairbter Gewebe im durch- 
gehenden Lichte zu untersuchen und Absorptionskurven fiir sie zu 
berechnen. 

Eine genaue Darstellung unserer Methode und der gewonnenen 
Resultate wird an anderer Stelle erscheinen; hier sollen nur die 
schematische Beschreibung der Methode, sowie eine kurze Ubersicht 
der erzielten Ergebnisse gegeben werden. 

Die Methode. Aus einer gewissen abgewogenen Menge der 
fein zerkleinerten gefarbten Faser, die zwischen zwei Deckglasern von 
bestimmter Flache gleichmafig verteilt ist, wird ein Priaparat her- 
gestellt. Dabei werden die beiden Deckgliser mittels einer Zwischen- 
lage genau parallel gestellt. Um eine méglichst groBe Durchsichtig- 
keit zu erreichen, wird das Priparat mit Kanadabalsam ausgefiillt. 


Das trockene Priparat wird senkrecht zum Lichtstrahl zwischen — 


dem Beleuchtungsapparat und dem Kollimatorspalt des Kéonig- 
Martensschen Spektrophotometers in méglichst geringer Entfernung 
von dem Spalt aufgebaut. Wahrend der Beobachtung wird das Pra- 
parat mittels einer besonderen Vorrichtung in schnelle Rotation um 
eine den Lichtstrahlen parallele Achse gedreht. 

Die spektrophotometrischen Messungen werden in gewdhnlicher 
Weise ausgefiihrt. 

Bestimmte und vergleichbare Bedingungen fiir die Beobachtung 
werden dadurch geschaffen, da8 man stets das gleiche Medium fiir 
das Durchleuchten des Praparates-und die gleiche Gewichtsmenge der 
zu untersuchenden Faser anwendet. ; 


. 
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Tabelle 1. 
| i . f ae a= 3] a Ag he = 5 
| Lésungsmittel | 
| Baum- eer 
pe Athyl- + ica Wolle | Seide 
Farbstoffe } n= 1.34 | alkohol | » = 1,86 |” = reo ane 
| ao m = 1,36 | | 
| F “mM 4 k Die ‘ tl oa ie 
| Formanek | vo, gass, | Formanek Die Verfasser 
| = re 
1. Fuchsin-Diamant kl. | 
“an 1 at. ba {If 40,0 (2) : 
krist. (C) 4) | 540,0 (555,03) — 556,3 
x es (By) | 5465 | — 554,6 550,0 — = 
» {£. Bakterien (Gr) — | 540,0 548,7 — — 557.0 
Methylviolett Bl (C) . — 580,0 = — 595,0 592,5 
: B (By).|| 585,7 | — 585,0 587,5 = — 
» B (Gr). i fal eras) — — — 596,8 
Kristallviolett ch.r.(M) = 588,5 — _ _- 600,0 
Brillantgriin extr. es 
konz. (Gr) || 623,0 | 624,0 | 627,5 635,0 a 640,0 
Fuchsin 8 (C).... e468 oad — = 563,9 
; 543,0 595,5 = es 
Formylviolett S4B (C) . {590"7| 543,8 biel | 599,8 
Sauregriin extr. konz.(C)|| 633,5 633,8 633,5 a — 651,7 
Cyanol FF (C) ....]| 613,2 aaa 610,2 — - 622,0 
: 526,7 — 534,0 ee ¥ 
Erytrosin D(C)... oe ba sed 542,0 
2. Rhodamin B (Gr) . . == 551,5 = 556,38 — 558,9 
, Bx( Cae ae 553,0 = = 558,8 | 560,0 
ppextrs. 5 (Byoii 56.580 ee — 574,38 566,3 = po 
Safranin S Nr.150 (C) — == ae -- = 535,8 
3. Methylengriin B (By) 660 — 655,2 665,0 = — 
Neumethylenblau N(C) Sy == 631,1 610,0 = = 
636,4 602.5 600 se ae 
+ —— ? 
Naphtindon BB (C) . 542,5 feoce 608,58) | — et 
: 593,5 Pet 598,5 a8 = 
Indazin M (C).... eel 584,5 {109/08 Ses “iy 
4, Immedialreinblau in 625.8 
Pulver konz. (©) : = 582,38 600,0 = al 
582,0 
5, Kongorot (By)... .| 497,0 _ — 500,0 — — 
: : 530,0 
Diaminrosa BD (C) . — — | LPeoiost = 530 
Benzopurpurin 4B (By) _ _— — 505,0 = _ 
f . . 512,5 = 550,0 
Diaminrot 4B (C) . . — = — $19,52)) 0 520,0 
Diaminechtrot F (C) . 498,0 — — — —_ 532,5 
Brillantcrocein M (C). — — = — — 545,0 
Ponceaux R (M).. . 499,5 502,5 — — _— 515,0 
Bismarckbraun (By) . — — — 4 460,0 _ — 


CE) Wan catia ae ee, 6 Farbenfabriken vorm. Fr. Bayer & Co. in Elberfeld. 

(G)i setae : . Leopold Casella & Co. in Frankfurt a. M.. / re 
(M)...... .. .Farbwerke vorm, Meister, Lucius & Briining in Hochst a. M. 
(Gree ee lan Sian ss Dr. G. Griibler & Co. in Leipzig. 
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Ergebnisse. Mit Hilfe der eben schematisch beschriebenen 
Methode wurden die Absorptionskurven einer groBen Zahl von Farb- 
stoffen auf Fasern untersucht. Die wichtigsten der von den Verfassern 
gefundenen Absorptionsmaxima sind in der Tabelle 1 dargestellt. 

Die allgemeine Gestalt der erhaltenen Absorptionskurven ist aus 
der Fig. 1 ersichtlich, die vier Absorptionskurven von Kristallviolett 
chemisch rein (M) darstellt. 

Die Kurve 1 charakterisiert die Absorption in wasseriger Liésung 
bei der Konzentration 0,01: 1000. 

Die Kurven 2, 3 und 4 sind die Absorptionskurven von gefarbter 
Seide; Gewichtsmenge der Seide 8mg. Die Praparatsoberflache betragt 
123mm2%. Als Priaparatsmedium 
dient bei den Kurven 3 und 4 
Kanadabalsam und bei der Kurve 2 
die Luft. 

Die Farbstoffkonzentration ist 
bei den Kurven2 und 3 0,234 Proz. 
und bei der Kurve 4 1,353 Proz. 

Als Abszissen sind die Wellen- 
langen in mw und als Ordinaten 
aay | die GréBen € eingetragen. 
0 «650. ~«—«—«600~—S—=Ss«CSC*«C OO Die GréBe ¢ charakterisiert 

Fig. 1. die absorbierte Lichtmenge und ist 
in gewoéhnlicher Weise aus Ablesungen am Spektrophotometer aus- 
zurechnen. 

Mittels der hier beschriebenen Methode waren auch die Versuche 
angestellt, die sich auf folgende Fragen beziehen: : 

1. Die Bestimmung des Verhialtnisses zwischen der Absorption 
des Lichtes und der Konzentration des Farbstoffes an Fasern. 

2. Der Zusammenhang zwischen der Lage des Absorptionsmaximums 
und dem Brechungsexponenten des Lisungsmittels (Kundtsche Regel), 

3. Das Ausbleichen des Farbstoffes an Fasern. 

4. Der Kinflu8 der Durchbeizung und der Merzerisierung auf die 
Absorptionsspektra. 

5. Die Additivitaét der Absorptionsspektra. 


Bei der Ausfiihrung unserer Arbeit sind uns die Herren A. Zin ger, 
P. Petroff, J. Samoiloff, G@. Wulf und E. Uspenski mit ihrem 
Rat und durch die Hergabe notwendiger Apparate freundlichst behilf- 


lich gewesen. Ihnen allen sagen wir auch an dieser Stelle. unseren 
herzlichsten Dank. 


‘ 
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Die Vorgange in einer Elektronenréhre unter Kinwirkung 
eines Magnetfeldes. 


Von Werner Braunbek in Stuttgart. 


Mit 14 Abbildungen. (Eingegangen am 21. Juni 1923.) 


I. Einleitung. 
Fast alle heute gebrauchlichen Typen von Elektronenréhren arbeiten 


bekanntlich nach dem Prinzip, da8 ein zwischen Gliihdraht und Anode 
im 4uSersten Vakuum iibergehender Elektronenstrom durch ein zu- 


‘satzliches elektrisches Feld, das von einer dritten Elektrode, dem 


»Gitter“ ausgeht, in seiner Starke verindert oder ,gesteuert“ wird. 
Es liegt nun der Gedanke nahe, an Stelle der Beeinflussung des 
Elektronenstromes durch ein zusitzliches elektrisches Feld eine Beein- 
flussung durch ein Magnetfeld zu wahlen, durch die sich Ahnliche 
»steuereffekte“ erzielen lassen. In Amerika hat A. W. Hull) eine 
derartige Réhre konstruiert, das Magnetron, dessen Prinzip hier kurz 
angefiihrt sei. 

Die Réhre enthalt zwei Elektronen: die zylinderférmige Anode, 
und in deren Achse den Gliihdraht. Ein homogenes achsenparalleles 
Magnetfeld wird mit Hilfe eines um die Réhre gewickelten Solenoides 
erzeugt. Die radial vom Gliihdraht ausgehenden Elektronen werden 
durch das Magnetfeld abgelenkt, und gelangen bei geniigend starkem 
Magnetfeld und vollkommener Symmetrie der Anordnung alle wieder 
zum Gliihdraht zuriick. Je schwacher das Magnetfeld ist, desto weiter 
entfernen sich die Elektronen auf ihren gekriimmten Bahnen vom 
Glihdraht, und bei einem bestimmten Grenzfeld gelangen alle Elektronen 
auf die Anode, wahrend sie bei einem sehr wenig starkeren Magnetfeld 
noch alle unmittelbar vor der Anode umkehrten. Die Theorie der 
Elektronenbahnen, die fiir diesen Fall reiner Zylindersymmetrie von 
A. W. Hull’), und schon friiher von H. Greinacher3) durchgefiihrt 
wurde, zeigt, daB das magnetische Grenzfeld nur abhangig ist von der 
Potentialdifferenz Glihdraht—-Anode, und unabhingig vom Potential- 
verlauf im Zwischenraum, und damit von der Raumladung. 

Der Anodenstrom springt also bei konstanter Anodenspannung 
mit dem Durchschreiten des magnetischen Grenzfeldes von Null auf 
seinen Maximalwert, d.h. die , Magnetcharakteristik“ der Réhre ist an 


- diesem Punkt theoretisch unendlich steil und wird praktisch nur durch 


1) A. W. Hull, Journ. Amer. Inst. Electr. Eng. 40, 715, 1921, Nr. 9. 
2) A.W. Hull, Phys. Rev. 17, 539, 1921. 
3) H. Greinacher, Verh. d. D. Phys. Ges. 14, 856, 1912. 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. ; 9 


118 Werner Braunbek, 


Abweichungen von der Zylindersymmetrie und durch den Spannungs- 
abfall im Glihdraht verflacht. Ein entsprechender Sprung wiirde 
natiirlich auch bei konstantem Magnetfeld und Durchschreiten einer 
gewissen Grenzanodenspannung auftreten. 

Neben diesem Vorteil der steilen Charakteristik hat das Magnetron 
den groSen Nachteil, daS sein Steuermechanismus — das Magnet- 
feld — infolge des Ohmschen Widerstandes der Magnetisierungs- 
windungen Energie verbraucht, waihrend doch gerade die gewéhnliche 
Elektronenréhre ihre vielseitige Verwendbarkeit groBenteils dem ver- 
schwindend kleinen Energieverbrauch ihres Steuervorganges — Gitter- 
aufladung — verdankt. 

Man kénnte nun versuchen, einen verlustlosen Steuermechanismus 
mit einer sprunghaft steilen Charakteristik dadurch zu kombinieren, 
da8 man auf eine Réhre mit Gitter ein konstantes Magnetfeld von 
passender Starke einwirken 148t, derart, daB fiir eine bestimmte Gitter- 
spannung alle Elektronen durch Umbiegen im Magnetfeld kurz vor 
dem Gitter umkehren, fiir eine nur sehr wenig héhere Gitterspannung 
aber das Gitter passieren und zur Anode gelangen wiirden. Zur 
Entscheidung dieser Méglichkeit habe ich die Einwirkung eines homo- 
genen Magnetfeldes auf die Vorgange in einer gewoéhnlichen Drei- 
Elektrodenréhre sowohl durch Messungen als auch vom theoretischen 
Gesichtspunkt aus untersucht. Ich méchte diese Untersuchungen in 
zwei gesonderte Abschnitte teilen: Erstens die Theorie der Elektronen- 
bewegung unter gleichzeitiger Hinwirkung eines homogenen Magnet- 
feldes und eines beliebigen elektrischen Feldes, und deren Anwendung 
auf das spezielle Feld einer Elektronenréhre. Und zweitens die 
Messungen und ihre Ergebnisse, deren Deutung aus der Theorie, und 
die Diskussion einer praktischen Verwertbarkeit. 


II. Die Theorie. 


1. Die allgemeine Theorie der Elektronenbewegung unter 
der gleichzeitigen Hinwirkung eines beliebigen elektrischen 
Feldes und eines homogenen Magnetfeldes. Die Elektronen- 
bewegung unter dem gleichzeitigen Einflu8 elektrischer und magnetischer 
Felder ist schon fiir eine Reihe von Spezialfiallen behandelt worden. 
So hat J.J. Thomson!) den Fall eines homogenen magnetischen 
und homogenen elektrischen, H. Greinacher?) den Fall eines homo- 
genen magnetischen und zylindersymmetrischen elektrischen Feldes 


1) J. J. Thomson, Elektrizitatsdurchgang durch Gase. 
*) H. Greinacher, Verh. d. D. Phys. Ges. 14, 856, 1912 u. ZS. f. Phys. 
11, 239, 1922. 
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berechnet. Die Theorie eines homogenen magnetischen und rotations- 
symmetrischen elektrischen Feldes, aber fiir den Grenzfall eines sehr 
schwachen Magnetfeldes, hat bekanntlich J. Larmor 1) auf den normalen 
Zeemaneffekt angewandt. 

Hier soll nun der Fall eines homogenen Magnetfeldes und eines 
beliebigen elektrischen Feldes behandelt werden, aber nicht nur fiir 
sehr schwache Magnetfelder, sondern fiir solche beliebiger Stiirke, 
und zwar unter Vernachlassigung der riumlichen Ausdehnung, Masse- 
verinderlichkeit, Strahlung und Felddeformation der Elektronen. 

Es ist dabei von Vorteil, auf die Resultate Larmors zuriick- 
zugreifen. Diese kann man kurz so aussprechen: Die Elektronen- 
bahnen in einem rotationssymmetrischen elektrischen Feld und einem 
zur Symmetrieachse parallelen homogenen magnetischen Feld findet 
man, indem man die Elektronenbewegung ohne Magnetfeld bestimmt, 
und zu dieser Bewegung noch die ,,Larmorprazession“, eine Rotation 
um die Symmetrieachse mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 


=55- (1) 
addiert. Fiir Elektronen (unter e ist immer der positive Absolut- 
wert der Elementarladung verstanden) bildet der Drehsinn von @ mit 
der Richtung von H eine Rechtsschraube. 

Die Bahnen mit Magnetfeld sind also identisch mit den auf ein mit 
—q rotierendes Koordinatensystem bezogenen Babnen ohne Magnetfeld. 

Es liegt nun nahe, auch fir den allgemeinen Fall beliebiger 
elektrischer Felder und endlicher magnetischer Feldstairke dieselbe 
Koordinatentransformation vorzunehmen, d.h. die Frage zunachst so 
zu formulieren: Wie miissen Elektronenbahnen beschaffen sein, damit 
sie durch Addition der Larmorprazession die wirklichen Bahnen im 
elektrischen und magnetischen Feld ergeben? 

Wir wahlen im Raume feste Zylinderkoordinaten r,, 2, die 


: z-Achse in Richtung der magnetischen Feldstérke H. Dann sind die 


Differentialgleichungen der Elektronenbewegung, wenn @ das Potential 
des elektrischen Feldes ist: 


oo oe + i mrp — Imig = 0, ee 
ALE ee 0. 
08 


1) J. Larmor, Phil. Mag. (5) 44, 503, 1897. 
g* 
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Wir beziehen diese Gleichungen nun anf ein Koordinatensystem 
r, 9, @, das gegen r,g,z2 mit der Winkelgeschwindigkeit  rotiert. 
Ks ist dann: 


. . ba os P 
Pg = @ eee: 3 
C=O 0 = ae (3) 
Dies in (2) eingesetzt liefert: 
oD 1 & #3 : oy | 
Rabie: a ae — 0, 
Pip ie ee r—mr+mr@g 
10@ = ieee 
pemeer  > | ao =— 0; 4 
roe mr Dp mr Pp (4) 
@ . 
0 mi =); 
Beachtet man noch, daB 
lem. ofleP | 
4m c? Or\8m ce f{ 
ist, und setzt: 
3 Dera 
SS ee ee 5 
@ @ 8 m C2 us ? ( ) 
so gehen die Gleichungen (4) iiber in: 
ODay, 2 
ars aM ee | 
10®@ a Ses 
eee a Gy — 6 
oe ae mrp —2mr p 0, (6) 
OD apes. 
ee, eee 0. 


Dies sind aber die Bewegungsgleichungen eines Elektrons im 
System r, p, ¢ unter Kinwirkung eines reinen elektrischen Feldes vom 
Potential ®. Es ist nur noch zu untersuchen, wie das Potential ® 
mit dem wirklichen Potential ® zusammenhingt. Dieser Zusammen- 
hang ist einerseits durch (5) gegeben, andererseits ist zu beachten, 
da8 ®, und damit auch ®, fest ist in bezug auf das Koordinaten- 
system r,Q,2, also in bezug auf das Koordinatensystem r, g, 2 mit 
der Winkelgeschwindigkeit — @ rotiert. 

Damit kann man das Ergebnis der Gleichungen (6) mit Beriick- 
sichtigung von (3) und (5) folgendermaBen in Worte fassen: 

Die Elektronenbahnen in einem beliebigen elektrischen Feld und 
einem homogenen Magnetfeld findet man, indem man dem gegebenen 
Potential das Potential eee 
8m 3 
einer beliebig gewahlten, zu H parallelen Achse, um die nachher auch 


ry? iiberlagert (7 ist der Abstand von 
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die Rotationen vorzunehmen sind), das so konstruierte Potential mit 
der negativen Larmorprazession rotieren liBt, in diesem elektrischen 
Feld die Elektronenbewegung ohne Magnetfeld bestimmt, und endlich 
dazu noch die Larmorpriizession addiert. 

Oder noch einfacher: 


Die Bahnen mit Magnetfeld sind die von einem mit —@ 
rotierenden Koordinatensystem aus betrachteten Bahnen ohne Magnet- 


. . ; Dee Es 
feld, wobei das gegebene elektrische Potential um —— — r? zu er- 


= 
niedrigen ist. 


Damit ist die Bewegung im kombinierten elektrischen und magne- 
tischen Feld vollstandig zuriickgefiihrt auf die Bewegung in einem 
rein elektrischen, wenn auch rotierenden Feld. Diese Zuriickfiihrung 
hat in erster Linie den Vorteil der Anschaulichkeit, wie sich bei der 
Anwendung auf die Elektronenréhre zeigen wird. 


2. Der Spezialfall der Zylindersymmetrie. Ist das elektrische 
Feld rotationssymmetrisch zu einer dem Magnetfeld parallelen Achse, 
so vereinfacht sich die allgemeine Theorie ganz betrachtlich. Es ist 
namlich fiir ein rotationssymmetrisches Feld bedeutungslos, ob es um 
seine Symmetrieachse rotiert oder nicht, und so kann man die unter 
1. eingefiihrte Rotation des Potentials weglassen. 
Man erhalt die Elektronenbahnen einfach als 
Bahnen ohne Magnetfeld in einem korrigierten 

mn 
elektrischen Feld (Potential D — = ~ = ”) “unter. 
Hinzufiigung der Larmorprazession. Man sieht, 
da8 man zur reinen Larmorprazession gelangt, 
wenn man fiir schwache Magnetfelder auch noch 
das in H quadratische Korrektionspotential ver- Fig. 1. 
nachlassigt. 

Eine weitere Vereinfachung bringt der Tihesgats von der Rotations- 


. o@ : % 
zur Zylindersymmetrie, ee as 0. Man hat nun nur noch eine ,ebene 


Bewegung in einem gegebenen Kraftfeld. Fiir diese liefert der Flachen- 
satz (alles im System 1, 9): 


ry = r2 Qo (7) 
und der Energiesatz: 
92 A 
eee).  — ®) 


ee et 
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Gehen Elektronen von einer zylinderférmigen Elektrode (Fig. 1) 
mit der radialen Anfangsgeschwindigkeit vy aus, so ist: 


Po = 9 
Nach (3) 
Yo = —@ 
Nach (7) 
— _ a 
@ Saxt Lat r2 
Ferner: 
a 7 = re 
Dy = HE + rh Ge = VG + wr. 
Alles in (8) eingesetzt: 
m /. re 1 e& H2 . 
iG ees cot (rt — 19) = e(P— ®D) Fite aid a (3 — 19). 


Im duBersten Punkte A (r = r,, ® = ®@,) der epizykloidenahnlichen 
Elektronenbahn ist r = 0 oder (mit dem Wert von @): 


m P r2 @& H? 7 1 e? H? 
(—3- 7555-1) = e(®, — Dy) — Pane = 


pee 
(r; —715)- 

0) 
4r? m? c? rade 


1 e H3 (r?—r7)? m_, 
®,— 0, = ny 8 og. (9) 


~— 8m ec? r? 


Ist die zylinderférmige Elektrode ein Gliihdraht, und vernach- 
lassigt man v, und 7) (was im folgenden immer. geschehen soll), so 
erhalt man: 


Pi b, = ae, (10) 


Die Ausdriicke (9) und (10) sind dieselben, die Greinacher?) 
durch direkte Behandlung des-zylindersymmetrischen Problems ab- 


A c 2 : é 3 
leitet, und auf die er eine Methode zur Bestimmung von a griindet. 


®, in den Gleichungen (9) und (10) ist das Potential, das eine 
zweite Zylinderelektrode vom Radius r,; mindestens haben mu, damit 
Elektronen von der inneren Elektrode auf sie gelangen kénnen. 

Die Gleichung (8) kann fiir zwei Spezialfille des Potentials ge- 
schlossen integriert werden, namlich fiir 

@® = Cr 

und 
a 
r2 


1) H. Greinacher, Verh. d. D. Phys. Ges. 14, 856, 1912. 


a ae 
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Im ersten Fall werden die Bahnkurven der Elektronen Epizykloiden 
(wenigstens fiir beliebiges negatives und kleines positives CO; fiir groBes 
positives C gehen die Elektronen ins Unendliche), im zweiten Fall 
Kurven, die durch eine reine Mafstabsdehnung der g-Koordinate aus 
Epizykloiden hervorgehen. 

Die Lésungen erméglichen eine sehr anschauliche Diskussion der 
Abhangigkeit der Elektronenbahnen von der Stirke des Magnetfeldes 
und den Anfangsbedingungen, haben aber insofern geringeres In- 
teresse, als die beiden Potentialfelder nicht der Gleichung 72 = 0 
gentigen, sondern zu ihrer Realisierung eine bestimmte Raumladungs- 
verteilung erfordern, wahrend fiir das raumladungsfreie, zylinder- 
symmetrische Potential ® = Clnr eine geschlossene Integration nicht 
durchfiihrbar ist. 

3. Anwendung auf die Elektronenréhre. Es sollen zwei 
Typen von Réhren behandelt werden. Bei beiden sind Anode und 
Gitterfliche koaxiale Kreiszylinder mit dem Glihdraht als Achse. Im 
ersten Fall soll aber das Gitter aus aquidistanten Parallelkreisen, im 
zweiten Fall aus Aquidistanten Mantellinien des Gitterzylinders bestehen. 
Beide Arten von Gitteranordnung werden technisch verwendet, die 
erste haufig in der sehr wenig abweichenden Form des Schrauben- 
liniengitters. Fiir die Theorie soll die axiale Ausdehnung der Zylinder 
immer als unendlich vorausgesetzt werden. 

Dann ist fiir den ersten Typ das Feld rotationssymmetrisch, aber 
in der Achsenrichtung veranderlich: 


Fiir den zweiten Typ ist umgekehrt: 
ae 0; of = 0, 
OQ Oz 
also, was fiir das Magnetfeld nachher besonders wesentlich ist, keine 
Rotationssymmetrie vorhanden. 

Das Magnetfeld, dessen Kraftlinien immer parallel zum Glihdraht 
sein sollen, verandert nun die Vorgange in der Rohre in drei Rich- 
tungen: 

I. Die Elektronenbahnen werden durch das Magnetfeld mehr oder 
weniger gekriimmt und dadurch der Beitrag jedes Elektrons zur Raum- 
~ ladung vermehrt, Es entsteht also eine VergréBerung der Raumladung 
pro emittiertes Elektron. Befindet man sich im ansteigenden ,Raum- 
ladungsteil“ der Rohrencharakteristik, in dem die Elektronenemission 
durch die Raumladungsverteilung bestimmt ist, so muB die durch das 
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Magnetfeld verursachte VergréSerung der Raumladung eine Verminde- 
rung der pro Sekunde emittierten Elektronen zur Folge haben. Im 
konstanten ,,Sittigungsteil“ der Charakteristik dagegen, in dem die 
Emission nur von der Temperatur des Gliihfadens abhangt, ist die 
VergréBerung der Raumladung ohne EinfluS. 

II. Von der Gesamtzahl der vom Gliihdraht emittierten Elektronen 
kann ein Teil (oder alle) durch das Magnetfeld vollstandig zum Gliih- 
draht zuriickgebogen werden. Um diesen Anteil wird der Emissions- 
strom, die Summe der zum Gitter und zur Anode gelangenden Hlek- 
tronen, vermindert. 

III. Die Verteilung des Emissionsstromes auf Gitter und Anode 
wird ebenfalls durch das Magnetfeld veraindert, auch noch in solchen 
Fallen, in denen die GréBe des Emissionsstromes selbst vom Magnet- 
feld unabhingig geworden ist, 

Die wesentlichste Wirkung des Magnetfeldes ist der EinfluS II. 
Dieser soll daher zunachst allein behandelt, d. h. folgende Frage ge- 
stellt werden: 

Wie groB ist bei gegebener Zahl der pro Sekunde emittierten 
Elektronen, oder (unter vorlaufiger Vernachlassigung des Einflusses I) 
bei gegebenem Emissionsstrom ohne Magnetfeld der Emissionsstrom 
in einem gegebenen Magnetfeld in Abhiangigkeit von Gitterspannung 
und Anodenspannung? 

Zur Beantwortung dieser Frage mu8 zuerst das elektrische Feld 
einer Gitterréhre einer naheren Betrachtung unterzogen werden, unter 
Beschrinkung auf die beiden genannten Réhrentypen, und auch hier 
wieder zunachst unter Vernachlassigung der Raumladung. 

Denkt man sich den Gitterzylinder als geschlossene Metallflache 
mit dem Effektiv- oder Steuerpotential 

Ey = (1—D)E,+ DE£#,}), (11) 
so ist die radiale Potentialverteilung durch Fig.2 dargestellt. Dabei 
sind (in allen Figuren) positive Potentiale nach unten gezeichnet, damit 
die Elektronenbewegung anschaulicherweise in Richtung des ,,Gefalles“ 
erfolgt. Da die Potentialverteilung logarithmisch ist, so dringt sich 
der Potentialabfall vom Gliihdraht zum Gitter (Steuerpotential) um so 


) Ei, Gitterspannung; H, Anodenspannung; D Durchgriff. Als Nullpunkt 
des Potentials ist immer der Gliihdraht, genauer, das negative Ende des Glth- 
drahtes gewahlt. Gewdhnlich wird definiert: 

Lg 3 Sd 
Die Definition der Gleichung (11). ist hier gewahlt, um die theoretische 


Forderung zu befriedigen, daB die Koeffizientensumme der linearen Potential- 
kombination gleich 1 sein mu&. 
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mehr in unmittelbarer Nahe des, Gliihdrahtes zusammen, je dinner 
dieser ist. 

Geht man von der fingierten Gitterfliche mit konstantem Potential 
Hs zu den wirklichen Verhiltnissen iiber, so sieht man leicht ein, dab 
die radiale Potentialverteilung fiir jeden Radius eine andere ist, aber 
immer zwischen zwei extremen Verteilungen liegen mu, nimlich 
zwischen derjenigen entlang 
einem Radius, der gerade 
durch einen Gitterdraht geht, 
und derjenigen entlang einem 
Radius, der in der Mitte 
zwischen zwei Gitterdrahten 
durchgeht. Die beiden extre- 
men  Potentialverteilungen 
zeigt qualitativ Fig. 3. 

Von Interesse ist be- 
sonders das Potential Ey, 
das im Gitterzylinder in der 
Mitte zwischen zwei Gitter- 
drahten vorhanden ist. Dieses Mittenpotential ist natiirlich eine lineare 
Kombination von #, und £,, und kann geschrieben werden: 

Ey = (1—0)#, +0, (12) 
wobei, wie leicht einzusehen ist, 0 > D sein muB. 

Der Koeffizient 0 kann potentialtheoretisch berechnet werden, was 
aber infolge Vernachlassigung der Raumladung keine hier brauchbaren 
Werte liefert. 

Ein MaB fiir die Ungleichférmigkeit des Potentials in der Gitter- 
flache, und damit ein Maf fiir die axiale Ungleichférmigkeit im Réhren- 
typ I, und fiir die azimutale Ungleichférmigkeit im Réhrentyp II ist 


Fig. 2. Fig. 3. 


nun offenbar die Differenz 


Ey — Ey = 0(Eu— Ey). 

Die Potentialverteilung einer Réhre laft sich so am _ iibersicht- 
lichsten durch zwei GréBen charakterisieren: 

Durch die Steuerspannung E,; als MaB fiir den am Glihdraht 
auftretenden Potentialabfall, und durch die GréBe 0(£, — E,) als Mab 
fiir die durch die Gitterdrahte erzeugte Ungleichférmigkeit. 

Ohne Magnetfeld ist bekanntlich der Emissionsstrom in grofer 


 Annaherung nur abhangig von E,,, mit Magnetfeld wird aber gerade 


die Gitterungleichférmigkeit eine wesentliche Rolle spielen. \ 
Fiir die Bestimmung des Magnetfeldeinflusses miissen nun beide 
Rohrentypen getrennt behandelt werden. Bei dem Typ I mit Parallel- 
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kreisgitter ist das Feld rotationssymmetrisch. Die Elektronenbahnen 
im Magnetfeld erhilt man hier nach der Regel des Abschnitts 2, indem 
man dem gegebenen Potential noch das Potential pa a r2 tiber- 
lagert. Die noch hinzuzufiigende Larmorprazession kann man hier 
weglassen, da fiir unsere Zwecke nur die radiale Bewegung der Elek- 
tronen eine Rolle spielt. Durch Uberlagerung des Korrektionspotentials 
erhalt man aus der Fig. 3 die Figuren 4, 5 und 6 je nach der Gréfe 
der Steuerspannung. 

In Fig. 4 kann kein Elektron das Gitter durchdringen. Es werden 
alle in der Nahe von U umkehren. Fig. 5 stellt den Grenzfall dar, in 
dem die Elektronen, die sich in einer Mittelebene zwischen zwei 


Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6. 


Gitterdrahten bewegen, gerade das Gitter passieren kénnen, und im 
Fall Fig.6 gelangen so gut wie alle Elektronen durch das Gitter. 


Bezeichnet man die GréBe ae as rg mit WB, so ist die Bedingung 
dafiir, da® iiberhaupt Elektronen das Gitter passieren kénnen?): 
Ey = a 
oder [mit (12)]: 
r= WPi_dE, 
ME | Sony a (13) 


Ist die Gitterspannung kleiner, so ist der Emissionsstrom exakt Null. 
Nach Durchschreiten der Grenzgitterspannung wird der Emissionsstrom 


. . . . . . 2 
1) Dies ist insofern nicht ganz richtig, als der Sattelpunkt von & — : Be ia 
: m ¢ 
den die Elektronen iiberwinden miissen, nicht streng in der Gitterflache, sondern 
nur in deren Nahe liegt. Der wirkliche Sattelpunkt wiirde (in der Figur) etwas 


hoher liegen, und damit die Bedingung (13) eigentlich lauten: 
Ey, SFA 8; 


wo & eine hier vernachlassigte, positive GréBe ist. 


mr, 
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mit steigender Gitterspannung ziemlich rasch (nicht unendlich rasch, 
da an den ,,Rippen“ hinauflaufende Elektronen immer noch umkehren 
kénnen) auf seinen Maximalwert ansteigen, bei dem alle emittierten 
Elektronen das Gitter durchdringen. 

Bei dem zweiten Réhrentyp (Mantelliniengitter) liegen die Ver- 
haltnisse wesentlich anders. Die Fig. 4 bis 6 gelten auch hier, nur 
sind sie als Rotationsfiguren um den Glihdraht aufzufassen, wobei die 
radiale Potentialverteilung periodisch zwischen der oberen und unteren 
Extremkurve hin und her geht. Die so entstehende Potentialflache 
hat, abgesehen yon dem zentralen Zacken des Gliihdrahtes, die Form 
eines Kessels, der von einer Zackenkrone umgeben ist. Zwischen den 
Zacken der Gitterdrahte liegen die Sattelpunkte, zu denen aus dem 
Kessel radiale ,,.Runsen“ hinanuffiihren. Diese ganze Potentialanordnung 
ist nun nach der Regel des Abschnittes 1. mit der Winkelgeschwindig- 
keit @ rotieren zu lassen. 

Dabei kénnen offenbar Elektronen durch die ,Runsen“ und 
zwischenliegenden ,Rippen* zum Mitmachen der Rotation veranlaBt 
werden, und durch die hierbei auftretenden Zentrifugalkrafte auf héhere 
Punkte der Potentialflache gehoben werden, als sie sonst zu erreichen 
verméchten. Die Folge ist, daB auch in dem Fall der Fig.4 noch 
Elektronen iiber die Sattelpunkte gelangen kénnen. Die Zahl dieser 
Elektronen wird aber nur ein Teil simtlicher emittierter Elektronen 
sein, da nur Elektronen mit ganz bestimmten Anfangsbedingungen 
gerade so in die Runsen hineinlaufen, da8 sie zum Mitmachen der 
Rotation gebracht werden, und dadurch die Zentrifugalkraft an ihnen 
Arbeit leisten kann. 

Damit iiberhaupt ein Mitmachen der Rotation durch ein Elektron 
méglich ist, mu dessen Corioliskraft 2mrqo dauernd kleiner sein als 
die maximale jeweilige tangentiale elektrische Kraftkomponente, die 
im wesentlichen der Gitterungleichférmigkeit d(H, — E,) proportional 
ist. Das Mitrotieren eines Elektrons wird also begiinstigt: 

1. durch kleines 7, d. h. kleine Steuerspannung, 

2. durch kleines w, d. h. schwaches Magnetfeld, 

3. durch groBes 0 (E, — E,), d. h. im wesentlichen grofe Anoden- 
spannung. 

Damit gestaltet sich der Emissionsstrom der Réhrentype II ins- 

gesamt folgendermafen: 
Vom Steuerpotential Null bis zur Grenzgitterspannung der Glei- 
chung (18) flieBt ein Emissionsstrom, der sein Dasein der azimutalen 
Ungleichférmigkeit des Potentiales verdankt. Seine verbaltnismabige 
Starke (im Verhaltnis zum Emissionsstrom ohne Magnetfeld) nimmt 
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ab mit zunehmendem £, (infolge VergréSerung des 7), was zu dem 
Paradoxon eines mit zunehmender Steuerspannung abnehmenden 
Emissionsstromes fiihren kann. Von der Grenzgitterspannung an nimmt 
dann der Emissionsstrom genau wie beim RohrentypI rasch bis zu 
seinem Maximalwert zu. 

Nachdem damit der Einflu8 II des Magnetfeldes klargestellt ist, 
sollen noch kurz die Einfliisse I und III nachgetragen werden. 

Der EinfiuS I ist, wie schon gesagt, auf den ansteigenden Teil 
der Réhrencharakteristik beschrinkt und duBert sich immer in einer 
Verminderung des Emissionsstromes. Der Hinflu$ nimmt zu mit steigen- 
dem Magnetfeld, und ab mit steigender Gitterungleichférmigkeit, d. h. 
mit steigender Anodenspannung. Das letztere ist in Fig. 7 und 8 
veranschaulicht. 

Man erkennt, daf in Fig.7 mit extrem schwacher Gitterungleich- 
formigkeit sich bei derselben Steuerspannung eine viel starkere Raum- 
ladung ausbildet (infolge der 
geringen 7 bei Uberschreiten 
der hohen Schwelle) als in 
Fig.8 mit extrem starker 
Gitterungleichférmigkeit. Be- 
sonders stark wird der Ein- 
flu8 I auch ftir die Stréme 
des Réhrentyp IJ unterhalb 
der Grenzgitterspannung sein, 
da hier viele Elektronen vollkommen zum Gliihdraht zuriickkehren, 
und die Raumladung in dessen unmittelbarer Nahe erhéhen. 

Fir den Einflu8 HI miissen zwei Falle unterschieden werden. 
Erstens der Fall, daB zwar: 


Fig. 7. 


aber leH?, 


ist, daB also die Elektronen zwar das Gitter passieren, aber nicht zur 

Anode gelangen kénnen, sondern zwischen Gitter und Anode um- 

kehren. Dann ist natiirlich der Anodenstrom Null, und der ganze 

Emissionsstrom flie8t zum Gitter. Dieser Fall ist aber eigentlich schon 

in den bisherigen Untersuchungen stillschweigend ausgeschlossen worden, 

da er die ohnehin verwickelten Verhaltnisse noch mehr kompliziert. 
Zweitens der normale Fall, da&8 
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ist, also alle Elektronen, die das Gitter p: wssieren, auch zur Anode ge- 
langen. Hier ist wieder zwischen den zwei Réhrentypen zu unter- 
scheiden. Fiir den Typ I ist kein besonderer Einflu8 des Magnetfeldes 
auf die Verteilung des Emissionsstromes zu vermuten, dagegen werden 
beim Rohrentyp II durch die Rotation der Potentialanordnung viele 
Elektronen auf die ,,Gitterzacken“ der Potentialfliche hinaufbeférdert 
werden, die ohne Rotation, d. h. ohne Magnetfeld, zwischen den Zacken 
durchgelaufen waren. Dieses ,Abfangen“ von Elektronen durch die 
rotierenden Gitterzacken, wird mit zunehmender Steuerspannung, mit 
zunehmender Geschwindigkeit der durchlaufenden Elektronen zuriick- 
gehen, so daS der Gitterstrom (im Verhiltnis zum Emissionsstrom), 
von H, = 0 an, zuerst mit steigender Gitterspannung rasch zunehmen, 
dann nach Durchlaufen eines Maximums wieder abnehmen wird. Fiir 
negatives H, ist der Gitterstrom natiirlich mit und ohne Magnetfeld Null. 


II. Die Messungen. 


Fur die Messungen wurden zwei Réhrentypen verwendet. Erstens 
die Réhre Telefunken, Typ RE 16, entsprechend der TypelI der Theorie. 
Die Réhre besitzt ein Gitter aus in Aquidistanten Parallelkreisen an- 
geordneten Metallstreifen, die durch einen Langsdraht (Mantellinie) 
gehalten werden. Durch diesen Liangsdraht wird die Rotations- 
symmetrie etwas gestért, was bei den Ergebnissen zu beachten ist. 
Der Gliihdraht steht senkrecht zur Rébrenachse. Das Magnetfeld muBte 
dementsprechend durch zwei Spulen links und rechts von der Réhre 
erregt werden, wodurch an der Stelle des Gliihdrahtes mit den ver- 
wendeten Spulen nur 96 GauB (bei 1 Amp. Magnetisierungsstrom) erzielt 
werden konnten. Die Inhomogenitat des pret entlang dem 
Gliihdraht betrug etwa’2 Proz. 

Als zweite Réhre, mit der die meisten Messungen gemacht wurden, 
kam das BE-Rohr von Siemens und Halske zur Verwendung, dessen 
Gitter aus sechs achsenparallelen, aquidistanten, radialgestellten Streifen 
besteht. Der Gliihdraht liegt in der Réhrenachse, so daB die Magneti- 
sierungsspulen direkt um die Réhre gelegt werden konnten, wodurch 
ein Feld von 165 GauB/Amp. erreicht wurde (Inhomogenitit etwa 1 Proz.). 

Die Abmessungen der beiden Réhren waren: 


I I 
Avodenradius ...-+-:+- Céle Sn 940mm 7,0 mm 
Gitterradius .....-- iespalg i= 1,6 mm _ 3,0 mm 
Verwendeter Sattigungsstrom J, = etwalmA_ etwa 10mA 
Zugehorige Heizspannung.. Hy = 2,5Volt  — 4,5 Volt 

D'-= -- 0,098 0,079 


Durchgriff se 
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a) Typel. Die Charakteristik mit und ohne Magnetfeld (Magneti- 
sierungsstrom Jm = 0 baw. J, == 1 Amp.) ist fiir drei verschiedene 
Anodenspannungen, nimlich 20, 60 und 100 Volt, in Fig. 9 angegeben. 
Dabei ist der gesamte Emissionsstrom in Funktion der Gitterspannung 
aufgetragen. 

Fiir EZ. = 20 Volt ist der anfingliche schwache Anstieg der 
Charakteristik im Magnetfeld wohl auf Rechnung der gestdrten 
Rotationssymmetrie der Anordnung zu setzen. Im iibrigen ist diese 
Charakteristik eine ziemlich uniibersichtliche Uberlagerung der Effekte 
I und Il. Bei E, = 60 und Ey, = 100 Volt liegt die Grenzgitter- 
spannung schon so tief (tiefer als H,, = 0 entspricht), daB hier in 


Le 
MA, 


Ey =20 Volt 


ia 
: I 
; 4 5 Volt 


~45 -70 -§ 0 +5 +10 +15 Volt 
Fig. 9. 


den Charakteristiken der reine Effekt I zum Ausdruck kommt, der, 
wie man sieht, bei den bestehenden Feldern (H = 96) ziemlich 
schwach ist, und mit zunehmender Anodenspannung abnimmt. 

Um den Effekt II so ausgeprigt zu erhalten, da8 der Effekt I 
gegen ihn zuriicktritt, miiBte man bei dieser Réhre wesentlich stiirkere 
Magnetfelder anwenden. 

b) Type If. Von dem BE-Rohr wurden Kurvenscharen bei drei 
verschiedenen Anodenspannungen aufgenommen. Man sollte ja eigent- 
lich vom theoretischen Standpunkt aus den Emissionsstrom in Funktion 
der Steuerspannung auftragen, unter Konstanthaltung der Gitter- 
ungleichférmigkeit d(H, — E,). Trotzdem wurden zwei Kurvenscharen 
in Anlehnung an den allgemein iiblichen Gebrauch nicht fiir konstantes. 


a a | 
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(EZ. — E,), sondern fiir konstantes E, gemessen, und zwar fiir eine 
mittlere Anodenspannung, 175 Volt, und fiir eine extrem hohe Anoden- 
spannung, 500 Volt. Nur fiir extrem kleine Anodenspannung wurde 
die theoretisch iibersichtlichere Abhingigkeit gewihlt, und eine 
Kurvenschar fiir die Gitterungleichférmigkeit Null, also E,= Ey, aut- 
gezeichnet. Es ist dabei zu beachten, da8 die wirkliche Gitterungleich- 
formigkeit, d.h. die Differenz Ey— Ey, hier nicht ganz Null ist, da 
die Gleichung; 
Ey — E, = 0 (Ea — E,) 


nur unter Vernachlassigung der Raumladung gilt. Die Raumladung 
wirkt dahin, da8 die Differenz Ey— EH, fir (E,—E,) = 0 einen 
kleinen negativen Wert bekommt. 

Die drei Kurvenscharen fiir fig = Hy, Ea = 175 Volt und 
FE, = 500 Volt sind in Fig.10, 11 und 12 dargestellt. Dabei sind 
immer Kurven fiir J, = 0 (gewdhnliche Charakteristik) und Jm = 0,4; 
0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; 1,0 Amp. gezeichnet. H/Jm war bei diesen 
Messungen 165 GauB/Amp. Die aus Gleichung (13) berechneten 
Grenzgitterspannungen sind durch senkrechte Striche angegeben, die 
immer auf die Kurve aufsitzen, zu der sie gehdren. Dabei muBte 
fiir die Berechnung r, = 2,95mm und 0 = 0,095 eingesetzt werden, 
um eine méglichst gute Anpassung der berechneten Grenzgitter- 
Spannungen an die Kurven zu erhalten. Der Wert fiir r, ist, wie 
man sieht, mit dem direkt gemessenen rz —= 3,0mm in recht guter 
Ubereinstimmung, und der Wert 0 = 0,095 erfiillt die Bedingung 
op: 

Aus den graphischen Darstellungen ist zunachst zu sehen, dal 
die Grenzgitterspannung durch die passende Wahl einer Konstanten 
(namlich des nicht direkt meSbaren 0) sich analytisch so ausdriicken 
14Bt, daB sie fiir alle Magnetfelder und alle Anodenspannungen den 


-Beginn des raschen Anstieges des Emissionsstromes befriedigend 


wiedergibt. . 

Dieser Anstieg selbst ist mit Magnetfeld immer steiler als ohne 
Magnetfeld; besonders steil bei so starken Magnetfeldern, da der 
ganze Anstieg nicht mehr in den Raumladungsteil, sondern in den 
Sattigungsteil der Charakteristik fallt. Fir ein bestimmtes Magnetfeld 
ist der Anstieg um so steiler, je niederer die Anodenspannung ist. 

Fir die Kurve Jm = 0,8 Amp. ist z. B. die maximale Steilheit: 


0,7 mA/Volt bei E, = 500 Volt, 
3,7 mA/Volt bei HE, = 175 Volt, 
5,3 mA/Volt bei LE, = Ey, 


———— 
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wahrend die maximale Steilheit der feldlosen Charakteristik, Jin = 0, 
etwa 0,55 mA/Volt ist. Es ist also durch das Magnetfeld eine Ver- 
zehnfachung der Steilheit zu erzielen. Dabei ist noch zu beachten, 
daS simtliche Anstiege durch den Spannungsabfall: im Gliihdraht, 
und ein wenig auch durch die Inhomogenitat des Magnetfeldes ver- 
flacht sind, und durch sorgfiltige Anpassung des Magnetfeldes an die 
entlang dem Gliihdraht um Ey verinderliche Potentialdifferenz Ey 
noch wesentlich steiler gestaltet werden kénnten. 

Fir die Verwirklichung eines steilen Anstieges sind offenbar 
zwei Bedingungen zu erfiillen: 

1. Geniigend starkes Magnetfeld. 
2. Nicht zu hohe Anodenspannung. 

Diese beiden Forderungen bedingen aber nach Gleichung (13) 
eine Mindestgrenzgitterspannung, die bei praktisch verwendeten 
Rohren schon ziemlich weit ins Gebiet positiver Gitterspannungen 
fallt. Steile Anstiege sind also nur bei positiven Gitterspannungen 
zu erreichen, und hier sind sie technisch wertlos, da bei positiven 
Gitterspannungen ganz betrachtliche (durch das Magnetfeld verstirkte, 
siehe spater) Gitterstréme flieBen. 

Es sind nun noch die Emissionsstréme unterhalb der Grenz- 
gitterspannung zu betrachten, die nach der Theorie ihr Dasein dem 
»Mitrotieren“ der Elektronen verdanken. Tatsachlich zeigen die Ver- 
suchsergebnisse alle theoretisch zu erwartenden Verhiltnisse. Die 
Stréme unterhalb der Grenzgitterspannung sind sehr stark entwickelt 
bei H, = 500 Volt, schwiicher bei H, = 175 Volt und sehr schwach 
bei £, = E,, entsprechend der sehr schwachen Gitterungleichférmig- 
keit. Sie nehmen ab mit steigendem Magnetfeld. In Fig. 11 ist 
auch die stellenweise Abnahme des Emissionsstromes mit steigender 
Gitterspannung gut zu sehen, wihrend diese Erscheinung in Fig. 12 
wohl erst bei stiirkeren Magnetfeldern eintreten wiirde. 

Das Auftreten von Strémen unterhalb der Grenzgitterspannung 
ist ja der Grund dafiir, warum die steilen Anstiege der Fig.11 nicht 
einfach durch Erhéhung der Anodenspannung ins Gebiet negativer 
Gitterspannung verschoben werden kénnen. Eine solche Verschiebung 
und damit eine technische Verwertbarkeit des steilen Anstieges ware 
also héchstens méglich fiir eine Réhre, bei der unterhalb der Grenz- 
gitterspannung kein Emissionsstrom flieBt, d.h. fiir eine Réhre mit 
~ vollkommener Rotationssymmetrie. 

Eine derartige Réhre miiBte dann mit einer so hohen Anoden- 
spannung betrieben werden, daS ohne Magnetfeld schon bei negativer 
Gitterspannung Sattigung erreicht wird, und mit einem so starken 
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Magnetfeld, daB der Anstieg im Magnetfeld gerade in den bei nega- 
tiven Gitterspannungen liegenden Sittigungsteil der Charakteristik fallt. 

Dazu wire bei einer Réhre von den Abmessungen des B E-Rohres 
von Siemens u. Halske (aber rotationssymmetrisch!) eine Anoden- 
spannung von 500 Volt und ein Magnetfeld von 150 Gau8, bei einer 
Rébre von den Abmessungen der Réhre REH16 Telefunken, eine 
Anodenspannung von 200 Volt und ein Magnetfeld von 200 Gaub 
notig. Die Anwendung derartig hoher Anodenspannungen und Feld- 
stirken zur Erreichung einer Verzebnfachung oder auch noch starkerer 


 E,=500 Volt 


| T T T ou T T mee Ly 
0 3. 70 15 20 25 30 35 40 45 Volt 
Fig. 13. 


Erhéhung der Charakteristiksteilheit wiirde sich wohl in den wenigsten 
Fallen lohnen. 

Es bleibt nun noch iibrig, auf die Wirkungen des Magneteffektes 1 
auf die MeBergebnisse hinzuweisen. Wahrend die Kurven fiir hohe 
Feldstarken (in Fig.10 und 11 von J, = 0,6 ab, in Fig. 12 von 
Jm = 0,8 ab) fast den reinen Effekt II zeigen, ist bei den Kurven 
fiir niedrigere Feldstirken, die noch im Raumladungsteil der Charak- 
teristik liegen, eine Uberlagerung der Effekte I und II vorhanden, 
die den Knick der Kurven bei der Grenzgitterspannung um so mehr 
verwischt, je mehr der Hinflu8 der Raumladung hervortritt. Kine 
sonderbare Erscheinung zeigt sich in Fig.10 bei der Kurve J» — 0,4, 
und schwach angedeutet auch noch bei der Kurve J,, = 0,5. Die 
hier auftretenden Anomalien diirften darauf zuriickzufiihren sein, daB 
bei den betreffenden niederen Anodenspannungen die Elektronen 
teilweise noch zwischen Gitter und Anode umkehren, und dadurch zu 
komplizierten Raumladungserscheinungen AnlaB geben. 

Endlich sei noch der Effekt III, der Einflu8 des Magnetfeldes 
auf die Verteilung des Emissionsstromes auf Gitter und Anode, durch 
die Fig.13 und 14 illustriert, 

Fig.13 zeigt den Gitterstrom bei E, = 500 Volt ohne Magnet- 
feld und in einem Feld von 165 GauB8. Man erkennt die starke Er- 
hodhung durch das Magnetfeld, sowie das Maximum in der Kurve 

ls 
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Fig. 14 ist das Analogon zu Fig.11. Nur ist hier statt des 
Emissionsstromes der Anodenstrom, also Emissionsstrom minus Gitter- 
strom gemessen. Man erkennt, wie die steilen Anstiege der Fig. 11 
sich infolge des erhéhten Gitterstroms im Anodenstrom nicht mehr 

MA ble 
70 


£q=175 Volt 


15 -0 -5 0 #5 +10 +15 +20 +25Volf 


Fig. 14. 


ausdriicken, sondern hier ganz verflachte Kurven liefern, die auBerdem 
die Sattigung ohne Magnetfeld nicht mehr erreichen. Im Gebiet nega- 
tiver Gitterspannungen sind natiirlich die Fig.11 und 14 identisch. 


IV. Zusammenfassung. 


1. Es wird eine anschauliche Theorie der Elektronenbewegung 
unter gleichzeitiger Einwirkung eines beliebigen elektrischen Feldes 
und eines homogenen Magneifeldes entwickelt. 

2. Die Anwendung der Theorie auf die Vorgange in einer Drei- 
Elektrodenréhre unter Einwirkung eines Magnetfeldes wird fiir zwei 
Typen durchgefiihrt. Es ergeben sich drei verschiedene Kinwirkungen 
des Magnetfeldes. 

3. Die erste Einwirkung besteht in einer Verminderung des 
Emissionsstromes durch VergréBerung der Raumladung. Sie beschrankt 
sich auf den Raumladungsteil der Charakteristik. 

4. Die zweite und wichtigste EHinwirkung besteht in einer Ver- 
minderung des Emissionsstromes durch vollstindiges Zuriicklaufen 
eines Teiles oder aller Elektronen. In der Charakteristik 4uBert sich 
dies darin, daB bei vollkommen rotationssymmetrischen Réhren der 


-Emissionsstrom nach Durchschreiten einer gewissen Grenzgitterspannung 


rasch von Null auf seinen Maximalwert steigt. Bei unvollkommen 
rotationssymmetrischen Réhren tritt auch unterhalb der Grenzgitter- 


spannung ein schwacher Emissionsstrom auf. 
10* 
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5. Die dritte Einwirkung besteht in einer Anderung der Ver- 
teilung des Emissionsstromes auf Anode und Gitter. Sie bewirkt, 
daB bei positiven Gitterspannungen die steilen Anstiege des Emissions- 
stromes durch einen erhéhten Gitterstrom fiir den Anodenstrom illu- 
sorisch gemacht werden. 

6. Es wurden Messungen an zwei Rohrentypen vorgenommen, 
bei denen der Emissionsstrom, in einigen Fallen auch Gitter- und 
Anodenstrom, in Abhiangigkeit von der Gitterspannung bei ver- 
schiedenen Anodenspannungen und magnetischen Feldstirken gemessen 
wurde. Die Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung mit der Theorie. 

7. Ein steiler Anstieg des Anodenstromes mit der Gitterspannung 
bei negativer Gitterspannung kann héchstens mit einer vollig rotations- 
symmetrischen Réhre unter Anwendung einer hohen Anodenspannung 
und eines starken Magnetfeldes erzielt werden. 

Die Messungen wurden am Physikalischen Institut der Technischen 
Hochschule ausgefiihrt. Ich méchte ganz besonders Herrn Professor 
Regener an dieser Stelle meinen Dank fiir seine freundliche Unter- 
stiitzung aussprechen, 


Stuttgart, den 18. Juni 1923. 


Zur Quantentheorie des normalen Photoeffektes. 
Von W. Bothe in Charlottenburg. 
(Mitteilung aus der Physikalisch - Technischen Reichsanstalt.) 
Mit drei Abbildungen. (Hingegangen am 25. Juni 1923.) 


Bisher ist es nicht gelungen, ein ,rein optisches“ Experiment 
ausfindig zu machen, welches mit der klassischen Wellentheorie des 
Lichtes im Widerspruch steht1), so daB die Aussichten gering sind, 
von dieser Seite aus den Zwiespalt in den modernen Anschauungen 
tiber die Struktur des Lichtes zu iiberbriicken. Angesichts dieses 
Sachverhaltes mag es nicht verfriiht erscheinen, diejenigen Erschei- 
nungen, bei welchen gerade die Wellenvorstellung vollkommen im 
Stiche laBt, in den Kreis detaillierterer theoretischer Erérterungen zu 
ziehen; wenn auch die experimentellen Anhaltspunkte fiir eine. Theorie 
noch sehr diirftig sind, so kénnen doch gerade theoretische Uber- 
legungen Fingerzeige geben, an welcher Stelle das Experiment zweck- 
maBig anzugreifen hat. Am ehesten sind hier wohl Aufschliisse zu 
erwarten von der Erforschung des Elementarvorganges bei der Elek- 
tronenauslésung durch Licht (aller Wellenlingen). Im folgenden soll 
nicht eine Theorie des Photoeffektes, sondern nur eine vorerst még- 
lich erscheinende Grundlage fiir eine solche entwickelt werden. Ks 
ist zu erwarten, daB die Verhaltnisse am einfachsten liegen, wenn die 
Energie des Photoelektrons betrachtlich gréBer ist als seine Austritts- 
arbeit aus dem Atomverbande (wie es wahrscheinlich beim ,,normalen“ 
Photoeffekt der Fall ist), da dann intraatomare Quantenbeziehungen 
keine Rolle spielen diirften; auf diesen Fall wollen wir uns daher 
beschriinken. Es wird sich zeigen, da schon eine geringe Zahl ein- 
fachster Hypothesen zu einigen Folgerungen fihrt, welche mit den 
bisherigen experimentellen Ergebnissen im Einklang und einer weiteren 
exakteren Priifung zuginglich sind. Versuche in letzterer Richtung 
sind im Gange; da sie sich indessen voraussichtlich noch lingere Zeit 
hinziehen werden, habe ich mich entschlossen, die zugrunde liegenden 
theoretischen Erwigungen schon jetzt mitzuteilen, zumal eine gewisse 
Verwandtschaft besteht mit einer 4hnlich orientierten Betrachtung von 
Debye®), welche soeben erschienen ist. 

1. Grundannahmen. Wir stellen uns auf den Stand punict einer 
extremen Korpuskulartheorie des Lichtes. Zwar lassen die in Frage 


1) Siehe z. B. A. Hinstein, Berl. Ber. 1922, 8. 18. 
2) P, Debye, Phys. ZS. 24, 161, 1923. 
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stehenden Erscheinungen an sich die Méglichkeit offen, daB von einem 
Emissionszentrum aus ein klassisch-elektrodynamischer Vorgang sich 
im wesentlichen innerhalb eines Kegels von geringer Offnung aus- 
breitet!); doch ist bekanntlich durch Einstein eine Reihe gewich- 
tiger Argumente dafiir beigebracht worden, da8 im ElementarprozeB 
der Lichtemission die Energie streng einseitig ausgesandt wird, sich 
also iiberhaupt nicht ausbreitet (,,Lichtquantenhypothese“). Am schwer- 
sten diirfte der Umstand ins Gewicht fallen, da{ das thermodynamische 
Gleichgewicht zwischen Strahlung und Molekularbewegung diese streng 
gerichtete Emission fordert, wenn man die Einsteinsche Herleitung 
des Planckschen Strahlungsgesetzes akzeptiert®). Weitere Vertreter 
fand die Korpuskularvorstellung in Bragg?) und Stark‘). Wir 
nehmen also im folgenden an, da das Lichtquant eine raumlich be- 
grenzte Wirkungssphire um seinen Schwerpunkt herum besitzt und 
sich im freien Raume mit Lichtgeschwindigkeit und als ganzes un- 
verandert fortbewegt (abgesehen etwa von einer gewissen kleinen 
Umgebung des Emissionszentrums). Die Grundlage fiir das Folgende 
bilden die Satze von der Erhaltung der Energie, des Impulses und 
des Drehimpulses, welche wir als giiltig voraussetzen. Weiter soll 
angenommen werden, da die Energietibertragung in praktisch unend- 
lich kurzer Zeit vor sich geht; nach Einstein 5) ist die Dauer eines 
Elementarvorganges (Emission oder Absorption von Strahlung) zum 
mindesten klein gegen die mittleren Verweilzeiten der Elektronen auf 
den stationaren Bahnen. 

Wir gehen aus von der Grundtatsache des lichtelektrischen 
Effektes: die Energie hy des Lichtquants wird vollstandig umgesetzt 
in kinetische Anfangsenergie H des absorbierenden Elektrons gemaS 
der Einsteinschen Gleichung H = hv. Ks ist leicht einzusehen, da8 
diese Tatsache unerklarlich erscheinen muff, wenn der Prozef sich 
nur zwischen Lichtquant und Elektron abspielte. Fir die einzige 
Unbekannte, die Geschwindigkeit ‘des Photoelektrons, liefern nimlich 
Energie- und Impulssatz zwei unabhingige Bestimmungsgleichungen, 
welche sich nicht gleichzeitig befriedigen lassen; auch wiirde die Er- 
haltung des Drehimpulses verlangen, daB der Zusammensto8 exakt 
zentral erfolot, d. h. daB der Schwerpunkt des Elektrons in der Be- 


1) ©. W. Oseen, Ann. d. Phys. 69, 202, 1922. 

*) A. Einstein, Mitt. d. Phys. Ges. Ziirich 18, 47, 1916; Phys. Z8. 18, 
121, 1917. : 

3) Bragg, Phil. Mag. 1907—1910. 

4) J. Stark, Phys. ZS. 1909 u. 1910. 

5) A. Einstein, Ebenda 18, 123, 1917.- 
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wegungsrichtung des Quantenschwerpunktes liegt; die Wahrscheinlich- 
keit hierfiir ist aber Null. So sind wir zu der Annahme gezwungen, 
daB das absorbierende System eine griéfere Zahl von Freiheitsgraden 
besitzt, und das einfachste derartige physikalische System besteht aus 
einem Atomkern von der Masse M und einem Elektron von der 
Ruhemasse m), welches in konstantem Abstand r mit der Winkel- 
geschwindigkeit @ um den Kern kreist 1). 

2. Das drehimpulsfreie Quant. Wir wahlen (Fig. 1) den 
Schwerpunkt des Atoms als Koordinatenanfang, den Radiusvektor des 
Elektrons im Augenblick der 
Auslésung als x-Achse, die 
Rotationsachse des Atoms 
als z-Achse; r und R seien 
die Bahnradien des Elek- 
trons bzw. positiven Kernes. 
Um zunichst einen Uberblick 
iiber die Verhaltnisse zu ge- 


winnen, nehmen wir die Ge- 
schwindigkeit des Elektrons 
vor und nach der Auslésung 
als so klein an, daB die Masse m des Elektrons gleich seiner Ruhe- 
masse m, gesetzt werden kann. Es gilt 
mr = MR. (1) 
Das Tragheitsmoment des Atoms ist 
J = mri+ UR? = mr(R+1r). 
Die Bahn des Quantenschwerpunktes stellen wir dar durch: 


a=at+a, y= Bt+b, e>yvtt+d, 84+ P+yR=—e 
c ist die Vakuumlichtgeschwindigkeit, t¢ bedeutet die Zeit. 
Das Quant soll zunachst keinen Drehimpuls beziiglich seines 
eigenen Schwerpunktes besitzen. Die Komponenten der auf den Atom- 
schwerpunkt bezogenen Flachengeschwindigkeit seien: 


= yb—Bd, n=ad—ya, §= pa—«b. (2) 


Die Masse des Quants sei 
: hy 


Slag 


1) Eine andere Méglichkeit sieht Debye (a.a.0.) darin, daS das Quant 
nur einen Teil seiner Energie auf das Elektron ibertragt und mit dem Rest 
als ,sekundares* Quant von entsprechend kleinerer Schwingungszahl und ge- 
danderter Richtung weiterfliegt; damit wird allerdings die Allgemeingiltigkeit 
des EHinsteinschen Gesetzes aufgegeben. 
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seine Impulskomponenten wa, wh, wy. Unmittelbar nach erfolgter 
Auslésung soll das Lichtquant verschwunden sein, wahrend Elektron 
und Kern noch dieselben Lagen wie kurz vor der Auslésung, aber 
die neuen Geschwindigkeiten q bzw. @ mit den Komponenten (uv w) 
bzw. (UV W) besitzen. Die Erhaltung des Impulses verlangt: 


mu+ MU = ue, (3) 
mov + MV = wB, (4) 
mut MW= py, (5) 
die Erhaltung des Drehimpulses: 
0 = us, (6) 
—mrwt+MRW= un, (7) 
mrv —MRV = uf+Jo. (8) 


SchlieBlich liefert noch der Energiesatz die. Gleichung: 

m (u3 + v2-+ w?) + M(U2+ V2-+ W2) = Jw?+ 202; (9) 
die potentielle Energie des Systems fallt heraus, da sie unmittelbar 
vor und unmittelbar nach der Energieiibertragung die gleiche ist. 

Die Gleichung (6) sagt aus, da8 die Auslésung nur in einem 
Augenblick erfolgen kann, wo die Verbindungsgerade von Kern und 
Elektron die Bahn des Quants schneidet. Man kann also durch 
geeignete Wahl des Zeitpunktes t = 0 die Strecken 6 und d gleich- 
zeitig zum Verschwinden bringen; a stellt dann die Strecke dar, 
welche das Quant auf der w- Achse abschneidet. Es verbleiben sechs 
Gleichungen (3, 4, 5, 7, 8, 9) mit den sechs Unbekannten wow UV W. 
Wir setzen noch zur Abkiirzung das Verhiltnis der Masse des Caen 
zur gesamten Atommasse 


M+ m 
und finden durch Auflésung: 


M M— 
Cas Heo / AY/2*(@—eap hom) — safer, Me pe +70} 


v= np(1+ 7" + or; w= xy(1¢ 74); 


| m ( 
v= nat GY 2x(e—onpy  ™)— a4 BE (ors yo) : 
v= «B(1— 2) — For; Weep (1S). 


_ Wir ziehen aus diesen zunichst wenig iibersichtlichen Gleichungen 
einige allgemeine Schliisse. Praktisch ist stets m < M und x << eis 
daher werden, solange nicht a > r ist, die Geschwindigkeitskompo- 
nenten UV W des Kernes von der GréBenordnung xc, die kinetische 
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Energie des Kernes also von der Gréfenordnung xhv, d. h. < hv. 
Es wird also praktisch die ganze Energie des Lichtquants auf 
das Elektron iibertragen, wie es das Einsteinsche Gesetz ver- 
langt. Die Eigengeschwindigkeit wr des Elektrons vor der Auslisung 
addiert sich einfach vektoriell zu der Geschwindigkeit, welche ihm 
das Quant erteilt. Ubrigens ist die Kigengeschwindigkeit notwendig 
sehr klein, verglichen mit der Auslésungsgeschwindigkeit, wenn die 
Austrittsarbeit klein gegeniiber der Energie des Lichtquants ist. 
Damit die Lésung reell ist, mu8 der Quantenschwerpunkt eine gewisse 
Umgebung des Atomschwerpunktes (/a@) < dmax) passieren; den Fall 
a ‘>> r, welcher unter extremen Verhiltnissen mathematisch méglich 
wire, wollen wir fiir das Folgende ausscheiden. 

Diese Schliisse bleiben offenbar auch erhalten, wenn die Massen- 
veranderlichkeit des Elektrons sich bemerkbar macht, wenn nur m< M 
bleibt, wie es praktisch stets der Fall ist. Wir vernachlassigen also 
von jetzt ab m gegen M; ferner unterdriicken wir die Glieder mit a, 
behalten aber im Auge, da die Rotation des Atomsystems fiir die 
Méglichkeit der Auslésung notwendig ist, da sonst die Gleichung (6) 
nur im singularen Falle erfiillt ware. Beriicksichtigen wir, da8B m 
von der Geschwindigkeit abhingt, so bleiben die Gleichungen (3) bis 
(8) erhalten, wahrend an die Stelle von (9) die Einsteinsche Glei- 
chung tritt: 


(m—m)c? = hv oder m—m = pw, —— (11) 
wo : 
m™ u ae 2 

= SS — os — —= e 12 

mo Mo Be (a C2 ( ) 


Wir lassen jetzt den Atomkern auf er acht und interessieren uns 
nur noch fiir die Anfangsrichtung des Photoelektrons; die Richtungs- 
kosinus sind u/q, v/q, w/q. Aus (11) und (12) sowie (4) und (8) 
erhalten wir, wenn wir den Fall a<vyr wegen seiner verschwindenden 
Wahrscheinlichkeit ausschlieBen: 


pein 7 ed ACE) =, ylation nate 
(WF mop © b+ tyr ? 
somit, wenn wir setzen 
u 
pee =, is 13 
+ 2 mo ( ) 
ibe Salve 
Gh PrN 
entsprechend wird 
rn Ro 7, (14) 
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schlieBlich 
) 2 2 2 
#4 yi Po asi eS PEP 


Bezeichnen wir jetzt mit ® den Winkel, unter welchem das 
Elektron gegen die Richtung des auslésenden Lichtstrahles emittiert 
wird, so ist 


meyer ey ga id rice sae 


A Sli iW ba 


r c? 


cos 0 = 


+k 
Wir fiihren noch den Winkel g zwischen dem Lichtstrahl und 
dem Radiusvektor des Elektrons ein: 
7 
cos @ — Pi 


setzen die (algebraisch genommene) Entfernung des Atomschwer- 
punktes vom Lichtstrahl 


und finden: 
= Ls ue 5 
cos ® = -+cosg |/ 1 — ke + k-~sin 9. (15) 


Eine noch einfachere Gestalt nimmt dieses Resultat an, wenn 
wir einen dritten Winkel ¢€ einfiihren durch 


asin g = 0 


siné —k £. 
= 
es wird 
— f ere: 

lz#-@+8) 
je nach der Vorzeichenwahl. Man erkennt leicht, daB |g) unterhalb 
eines kritischen Wertes 

ese 7 & 
bleiben mu, damit die Lésung reell ist; dieser Wert ist stets > r, 
dak<l. 

Wir kénnen jetzt dazu iibergehen, die Richtungsverteilung 
der Photoelektronen zu berechnen, welche durch ein paralleles Licht- 
oder Réntgenstrahlenbiindel in einem Kérper ausgeliést werden, dessen 
Molekeln die bisher angenommene einfache Konstitution haben und 
ihrer Orientierung nach vollkommen ungeordnet sind. Fiir neue 
Hypothesen ist nur noch ein Parameter verfiigbar, namlich der Ab- 
stand g zwischen Atomschwerpunkt und Lichtstrahl. Wir machen 
zuerst die nichstliegende Annahme, daB jeder Wert |@|, welcher 
unterhalb des kritischen Wertes @, liegt, zur Auslésung fihrt. Die 
Rechnung brauchen wir nicht durchzufiihren, da sich leicht zeigen 
laBt, daB diese Annahme augenfallige Widerspriiche mit der Erfahrung 
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im Gefolge hat. Es liefern nimlich zwei Wertepaare (9, m) und 
(— 0, T— pM) entgegengesetzte Werte fiir cos #, und da diese Werte- 
paare gleich wahrscheinlich sind, wire die Elektronenemission sym- 
metrisch in bezug auf die Normalebene zur Lichtrichtung. Die Asym- 
metrie der Elektronenemission steht aber fiir kurzwellige Strahlen 
zweifelsfrei fest und ist gerade bei y-Strahlen, wo unsere Voraus- 
setzungen beziiglich Eigengeschwindigkeit und Austrittsarbeit am 
besten zutreffen, am ausgeprigtesten. Auch spricht die geringe beob- 
achtete Absorption hochfrequenter Strahlung in der Materie von 
vornherein gegen eine so grofe Ausdehnung des _ ,,absorptionsfahigen 
Querschnittes* des Quants?). 


Die nachste einfache Annahme beziiglich der geometrischen Kon- 
figurationen, welche zur Elektronenauslésung fiihren, ist die, da8 der 
Schwerpunkt des Quants sehr nahe an das Elektron herankommen, 
also etwa eine gewisse, gegen r kleine Kugel um den Elektronen- 
schwerpunkt durchqueren mu$. Dann kénnen wir 


oat 
setzen und (15) geht iiber in 


cos? = + cosg Y1—F? sin? p + k sin? y. (16) 


In Fig. 2 sind in leicht verstandlicher Weise fiir verschiedene 
Orientierungen des Atoms zum Lichtstrahl die Emissionsrichtungen 
des Elektrons schematisch aufgetragen; die aus dem Kreise hinaus- 
weisenden Pfeile gelten fiir das obere, die ins Innere des Kreises 
gerichteten Pfeile fiir das untere Vorzeichen in (16). Die Wahr- 
scheinlichkeit, daB ein Atom so orientiert ist, daS sing in dem in- 
finitesimalen Bereich d(sin g) liegt, ist proportional 

in? 
ys eae ee) 
dies ist gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit p'(%)d%, da ein Elektron 
unter einem zwischen ® und ®+d4 liegenden Winkel gegen die 


1) Dagegen muS in der Nahe von Resonanzstellen der absorptionsfahige 
Querschnitt des Quants (oder, was dasselbe besagt, der quantenabsorbierende 
Querschnitt des Atoms) verhaltnismaLig groB8 angenommen werden. Diese Higen- 
schaft teilt das Quant mit dem Elektron. Diese Analogie weist schon darauf 
hin, daS unsere Einschrankung: Austrittsarbeit < hy eine sehr grobe Verein- 
fachung der Verhiltnisse bedeutet, denn das Verhalten sehr schneller Elektronen 
ist nach klassischen Gesetzen einfach zu berechnen, wahrend die selektive Ab- 
sorption und Zerstreuung der Elektronen noch eine Fille quantentheoretischer 


Probleme bietet. 
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Lichtrichtung emittiert wird, woun man aus (16) oinsetzt und die 
Differentiation nach # ausfiihrt. Wir finden: 
sina? ou cos } — k 
i—Tkose pe? OOP = V1—2h cos 0 + 
sin } (1— k cos #) ae 
(L— 2k cos} + hyia O" 
Das Doppelvorzeichen ist damit bedeutungslos geworden, da 
p’ (#) jedenfalls positiv sein mul. Nunmehr ergibt sich durch Divi- 
sion mit 22 sin die Wahrscheinlichkeit p(#) d&, daB ein Elektron 
in das Raumwinkelelement d& hinein emittiert wird, dessen Achse 
um den Winkel ® gegen die Lichtrichtung geneigt ist. (p(®) ist 
somit die GréBe, welche bei gleichmiiBiger Richtungsverteilung der 
Elektronen konstant wiire): 


p (%) d& = const : 


sin? g@ = 


p' (%) d® = const: 


1—k cos 3 
(1— 2h cos} + ha)" 
Diese Funktion ist in Fig. 3 fiir verschiedene Werte von k, also 
fiir verschiedene Frequenzen des einfallenden Lichtes zur Darstellung 
gebracht. Die Figur gibt demnach einen Achsenschnitt durch die 


fe 


dQ. (17) 


| 
| 
| 
| 


em kleinen Volumen des Kérpers 
oar ign ae - fiir jede— Gra 
. 5GSk Magnet 
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Dies Verbiltnis hat also fiir unendlich lange Wellen (k = 0) den 
Wert 1, es ist keine Asymmetrie vorhanden; mit abnebmender Wellen- 
lange nimmt A zu, bis es fiir k = 1 (unendlich kleine Wellenlinge) 
seinen gréBten Wert 

A, == 58; . 
erreicht. 

Vergleich mit dem Experiment. Dieses Resultat deckt sich 
qualitativ vollkommen mit dem experimentellen Befund. Beim normalen 
Photoeffekt mit Ultraviolett besteht keine Asymmetrie der Emission 
beztiglich der Normalebene der Lichtstrablen; die von einigen Autoren 
beobachtete Asymmetrie ist auf apparative Einfliisse zuriickzuftibren 1). 
Bei Anwendung von Réntgenstrahlen wird die Asymmetrie merklich, 
und zwar finden einige Autoren eine (von anderen allerdings be- 


strittene) leichte Zunahme der Asymmetrie mit zunebmender Harte 


der Réntgenstrahlen. Die von Philpot?) gemessene Asymmetrie der 
von verschiedenen charakteristischen Réntgenstrahlungen in Gold aus- 
gelésten Elektronen ist in die folgende Tabelle eingetragen, gleich- 


Cl ktevisticc! lj 
Strahlung von ' i : Aver. | Aveov. 


zeitig mit den nach Gleichung (18) berechneten Werten. Bei der 
ered wurde adgengummén.daB uur die Linie K, der’ benutrion 
charakteristischen Strablung wirksam war. Die Gréfenordnung von 
A stimmt, ebenso der Grad der Abbangigkeit von der Harte. Dal 


die zablenmaSige Ubercinstimmung nicht besser ist, kann (abgeschen 
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Asymmetrie der an leichtatomigen Substanzen ausgeldsten B-Strah- 
lung, welche auch von der Hirte der y-Strahlen in dem von der 
Theorie geforderten Sinne abhingt. Bragg!) findet mit weichen 
y-Strahlen und Strahler aus Kohle: 


2280 
A 170 — 13,4, 
mit geharteten y-Strahlen sogar: 
1150 
= —~ = 198. 
58 ‘ 


Mit zunehmendem Atomgewicht des Strahlers wird die Asymmetrie 
geringer, um schlieBlich ganz zu verschwinden. Man kénnte nun 
wieder daran denken, diese Materialabhaingigkeit durch die oben an- 
gegebenen Sekundireinfliisse zu erklaren. Was die Zerstreuung der 
erzeugten B-Strahlen im Strahler selbst betrifft, so wiachst diese stark 
mit zunehmendem Atomgewicht und wirkt damit ausgleichend auf die 
Richtungsverteilung, ein Argument, welches ebenfalls schon von Bragg 
geltend gemacht wurde. Indessen erscheint es doch nach neueren 
Untersuchungen von Kohlrausch und Schrédinger, da dieser 
Einflu8 der Zerstreuung nicht ausreichend ist, um den groBen Unter- 
schied im Verhalten leichter und schwerer Atome zu erklaren. Hinzu 
kommt, da8 beim Blei sogar eine Umkehrung der Asymmetrie beob- 
achtet wurde). Eine noch geringere Rolle als die Zerstreuung diirften 
die beiden anderen, mit der verhaltnismabig gréBeren Austrittsarbeit 
zusammenhangenden Umstande spielen: Eigengeschwindigkeit und Ab- 
lenkung durch das Mutteratom, selbst wenn man beriicksichtigt, daB 
es in der Hauptsache die innersten Atomelektronen sind, welche aus- 
gelist werden’). Bedenklich erscheint auch, da8 die oben angegebenen 
experimentellen Zahlenwerte fiir A weit oberhalb des theoretischen 
Maximalwertes A, = 5,8 liegen; fiir eine Erklarung dieser Abweichung 
ist in den bisherigen Uberlegungen kein Platz. Abgesehen von diesen 
zahlenmaBigen Unstimmigkeiten ist immerhin die Leistungsfahigkeit 
unseres einfachen Ansatzes bemerkenswert. 


3. Das Quant mit Drehimpuls. Lat man einen Drehimpuls 
des Quants um seinen Schwerpunkt zu, so ist natiirlich breiter Raum 


1) Bragg, Phil. Mag. 15, 663, 1908. Es ist bemerkenswert, daS Bragg 


bereits in dieser starken Asymmetrie eine Stiitze fiir seine Anschauung erblickte, 


da8 die y-Strahlen korpuskularer Natur sind, wenn auch auf Grund primitiverer 
Vorstellungen tiber den AuslésungsprozeB. 

*) Kohlrausch u. Schrédinger, Wien. Ber. 128 [2a], Juli 1914; Pre- 
linger, Verh. d. D. Phys. Ges. (3) 2, 40, 1921. 

3) L. Meitner, ZS. f. Phys. 9, 139, 1922, 


Peres 
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fiir neue Hypothesen gewonnen; indessen hatte es wenig Sinn, alle 
sich ergebenden Méglichkeiten zu erértern, bevor nicht ein festerer 
Riickhalt an experimentellen Ergebnissen geschaffen ist. Wir be- 
schranken uns deshalb darauf, zur Illustration den einfachsten der- 
artigen Fall durchzufiihren, daS8 niimlich die Achse des Drehimpulses 
in die Fortschreitungsrichtung des Quants fillt. Der Drehimpuls p 
habe also die Komponenten 


Die einfache Annahme, daf der Wirkungsdurchmesser des Quants 
klein gegen den Atomradius ist, behalten wir bei, da sie sich im 
vorigen bewahrt hat. Wir nehmen also an, da8 der Quantenschwer- 
punkt das Elektron trifft und setzen wieder in Gleichung (2): 


a=r, po oc 0. 
Dann lautet die der Gleichung (6) entsprechende Gleichung fiir 
die z-Komponente des Drehimpulses: 


v4 


d. h. wegen § = 0 auch 
bf 


oc —— 0, QP = 4 
der Lichtstrahl mu8 senkrecht zum Radiusvektor des Atoms gerichtet 
sein. Indem wir wieder die Higengeschwindigkeit @r des Elektrons 
unterdriicken, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
B=—0, yoe 
setzen. Der Ausdruck (14) fiir w bleibt erhalten, und fir den 
Winkel ® zwischen Emissionsrichtung und Lichtstrahl ergibt sich 
einfach: 


me ae 


alle Elektronen werden unter dem gleichen Winkel gegen 


die Lichtstrahlenrichtung emittiert. Dieser Winkel ist fiir lang- 
wellige Strahlung (& < 1) nahe 90°, fiir sehr kurzwellige (k nahe = 1) 
sehr klein. Fiir die K.-Strahlung von Eisen ergibt er sich Mica gil 
weise zu 85,59, fiir Ba-K,-Strahlung zu 80,0°. 

La8t man kleine endliche Werte von § zu, so werden me kleine 
Abweichungen des Winkels g von 90° méglich; dies ist schon des- - 


halb erforderlich, damit die Absorption des Quants nicht an einen 


singularen Fall gebunden ist. Dann ergibt sich eine Verteilung der 
Emissionswinkel um den soeben berechneten ausgezeichneten Winkel 


herum. 
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Vergleich mit dem Experiment. Diese Betrachtungen scheinen 
zwar zu fordern, daS die in einer senkrecht zur Lichtstrahlenrichtung 
stehenden Platte ausgelésten Photoelektronen im wesentlichen alle 
nach der Austrittsseite emittiert werden, daB also die Inzidenzstrahlung 
verschwindet und A = co wird; indessen ist zu beachten, daB selbst 
fiir eine nicht zu harte Réntgenstrahlung 0 nur wenig kleiner als 90° 
ist, so da schon durch die starke Zerstreuung in der Platte selbst 
eine nahe gleichmaBige Verteilung der Elektronen nach vorn und 
hinten eintreten mu. Dem entspricht die bisher gefundene geringe 
Asymmetrie der durch Réntgenstrahlen ausgelésten sekundaren 
Kathodenstrahlen. Andererseits wird die sehr starke Asymmetrie, 
welche bei Auslésung mit harten y-Strahlen auftritt, besser verstandlich 
als im vorigen Abschnitt, da sich hierbei & schon merklich dem Grenz- 
werte 1 n&hert. 

Diese Betrachtungen mégen geniigen, um einen Weg anzudeuten, 
aus dem Elementarvorgang der Elektronenemission auf die Struktur 
der Lichtquanten zu schlieSen. Wenn man nur zwischen den beiden 
hier erdrterten Méglichkeiten die Wahl hatte, wiirde man sich nach 
dem bisher vorliegenden experimentellen Material wohl fiir die zweite 
entscheiden, nach welcher dem Lichtquant ein Drehimpuls zukommt. 
Doch ist es auSerordentlich schwierig, den stdrenden Sekundar- 
einfliissen bei den bisherigen Messungen streng Rechnung zu tragen. 
Ein ausgezeichnetes Mittel, diese Einfliisse in hohem Grade auszu- 
schalten und gleichzeitig nicht nur einen Integraleffekt wie die 
Asymmetrie, sondern die Richtungsverteilung im einzelnen zu unter- 
suchen, stellen stereoskopische Bahnaufnahmen der Photoelektronen 
nach der Wilsonschen Nebelmethode dar. Derartige Versuche mit 
Réntgenstrahlen in Luft sind im Gange; die bisher erhaltenen Auf- 
nahmen, von welchen eine vorhergehende Notiz ein Beispiel gibt‘), 
lassen deutlich eine Bevorzugung eines gewissen, etwas unter 90° 
liegenden Emissionswinkels 9 erkennen, wenn auch die Streuung um 
diesen Winkel herum erheblich ist. Eine Bevorzugung der Primir- 
richtung, wie sie die Fig. 3 darstellt, kann bereits als unwabrscheinlich 
angesehen werden. Dies wiirde im Sinne unserer Betrachtungen 
wieder auf ein rotierendes Quant hindeuten. . 

4. Bemerkungenzur Frage der Struktur der Lichtquanten. 
Man kann sich die Frage vorlegen, ob zwei Quanten, welche ver- 
schiedenen Frequenzen entsprechen, als prinzipiell gleichartig anzusehen 
sind, so da8 ihre Verschiedenheit nur aus der Beobachtungsweise 


1) W. Bothe, ZS. f. Phys. 16, 319, 1923, Fig. 4. 
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entspringt. Dies ist offenbar méglich, wenn sich das von einem 
ruhenden Zentrum ausgesandte Licht physikalisch nicht unterscheiden 
laBt von dem Licht gleicher Wellenlinge, welches ein bewegtes 
Zentrum nach dem Dopplerprinzip emittiert. Als Unterscheidungs- 
merkmale sind, abgesehen vom Polarisationszustand, bisher nur be- 
kannt die Energie EF des Quants, wie sie sich im Photoeffekt auBert, 
und die Schwingungszahl v. Es ist also zu unterguchen, ob in der 
fiir ein bestimmtes Quant geltenden Beziehung H = hv der Faktor h 
in zwei relativ zueinander bewegten Koordinatensystemen K und K’ 
den gleichen Wert hat. Wir entscheiden dies durch einen einfachen 
Grenziibergang, indem wir zunichst ein gewdhnliches materielles Ge- 
bilde von der Ruheenergie E, betrachten, welches in K und K’ die 
Geschwindigkeitskomponenten (wv) bzw. (u/v') in der gemeinsamen 
(wy)-Ebene besitzt. Langs der gemeinsamen a-Achse bewege sich K 
in K’ mit der Geschwindigkeit g. Dann ist nach dem Additions- 
theorem der Geschwindigkeiten: 


Die Energie unseres materiellen Gebildes ist in den beiden 
Systemen: 


brim) Wiis oss See (19) 


Fiihren wir noch den Winkel % ein, welchen die Bewegungs- 
richtung unseres Gebildes in K mit der «-Achse bildet: 


u—=rcos?, v=rsind, 


und setzen die obigen Werte w’ und o’ in den Ausdruck fiir EZ’ ein, 


so finden wir leicht nach Fortheben eines Faktors yl — r2/¢2; 


Gehen wir nun mit r= ce zur Grenze iiber, so steht rechts der 
exakte Ausdruck fiir das Verhaltnis der Schwingungszahlen in beiden 


-Systemen, wie es sich nach dem Dopplerprinzip fiir einen in der 


Bewegungsrichtung unseres Gebildes sich fortpflanzenden Lichtstrahl 
ergibt: : E' y! 
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womit die Invarianz von h in bezag auf die Lorentztransformation 
erwiesen ist. Hiernach liegt also vorliufig kein Grund vor, zwei 
Quanten, welche zu verschiedenfarbigem Licht gehéren, als etwas 
prinzipiell Verschiedenartiges anzusehen, sie unterscheiden sich nur 
durch ihre kinetische Energie (abgesehen vielleicht von dem Pola- 
risationszustand). Der Bereich der méglichen, von ruhenden Molekeln 
ausgesandten Wellenlangen kann in strengem Sinne als kontinuierlich 
angesehen werden 2). 

Nebenbei sei bemerkt, daB sich durch einfache Umkehrung dieser 
Schlu8weise, indem man die Invarianz des Planckschen Wirkungs- 
quantums postuliert, eine Herleitung des Dopplerprinzips ergibt, welche 
insofern von bemerkenswerter Allgemeinheit ist, als sie tiberhaupt 
nicht von der Wellenvorstellung Gebrauch macht, und auch nicht 
[wie die interessante Herleitung Schrédingers?)| den Emissionsvor- 
gang heranzieht. 

AuBer der Schwingungszahl v 148t sich noch eine Reihe weiterer 
Gré8en anfiihren, welche bei der Transformation auf ein anderes 
Bezugssystem der Energie proportional bleiben. Angenommen z. B., 
das Quant bes&Be in sich eine Rotationsfrequenz @ bzw. ow’, so gelten 
die Gleichungen (19) auch mit m und o’ statt HE und E#’. Hieraus 
folgt aber wie oben, da8 sich die Rotationsfrequenz ebenfalls nach 
dem Schema des Dopplerprinzips transformiert. Es stiinde daher 
von dieser Seite aus nichts im Wege, die interferrometrisch ge- 
messene Frequenz 2 7¥v als Rotationsfrequenz @ der Quanten zu deuten. 
SchlieBlich sind noch alle longitudinalen Dimensionen (/) des Quants 
vermége der Formel fiir die Lorentzkontraktion: 


l= l / te mare 


umgekehrt proportional der Energie H und damit der Schwingungs- 
zahl v. Wir haben nun oben gesehen, daf nach unserer Vorstellung 
eine Absorption des Quants nur eintreten kann, wenn die Verbin- 
dungsgerade von Kern und Elektron die Bahn des Quants schneidet; 
der Schnittpunkt mu offenbar, damit die Absorption endlich bleibt, 
innerhalb einer gewissen (longitudinalen) Entfernung vom Quanten- 
schwerpunkt liegen. Diese Entfernung ist ebenfalls proportional 1/v; 
daraus folgt, da8 der Absorptionskoeffizient der Strahlung in irgend 


1) Die Ruheenergie und damit die Ruhemasse des Lichtquants wire hier- 
nach unendlich klein. Diese Méglichkeit ist schon frither von Einstein ange- 
dentet worden (Phys. ZS. 18, 126, 1917), 

*) E. Schrodinger, Phys. ZS. 28, 301, 1922. 
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einer Substanz mit zunehmender Schwingungszahl abnehmen muB, wie 
es in der Tat innerhalb des hier betrachteten Bereiches kurzer Wellen 
der Fall ist. 

SchluB. Es sei zum Schlu8 nochmals hervorgehoben, da8 den 
vorstehenden Betrachtungen keineswegs eine Unterschiitzung der 
Schwierigkeiten zugrande liegt, welche sich der Vereinigung der 
Lichtquantenhypothese mit der Wellentheorie entgegenstellen 1), An 
der Existenz eines Wellenfeldes, welches sich nach den Max wellschen 
Grundgleichungen ausbreitet, mu8 vorlaufig noch festgehalten werden, 
und zwar auch in solchen Fallen, wo die einzelnen Emissionszentren 
als unabhingig voneinander anzusehen sind. Besonders iiberzeugend 
scheinen in dieser Beziehung die (anscheinend wenig bekannten) Ver- 
suche von Selényi2) sowie solehe von Schrédinger§), welche beide 
die Interferenzfihigkeit des unter groBem Winkel gegeneinander 
primar emittierten (nicht gebeugten) Lichtes erweisen. Vielleicht 
bietet die Annahme einige Aussichten, da8 die klassische Elektro- 
dynamik nur beziiglich des Ansatzes fiir die Energiedichte zu revi- 
dieren ist, z. B. in der Form, da8 das Wellenfeld nur einen ver- 
schwindenden Bruchteil der gesamten emittierten Energie enthalt 
und im wesentlichen nur als ,,Fiihrungsfeld“ fiir den in den Licht- 
quanten konzentrierten Hauptteil der Energie fungiert‘). Natiirlich 
wire der Nachweis dafiir erst noch zu erbringen, da auf dieser 
Grundlage die Interferenz sich widerspruchsfrei, insbesondere ohne 
Verletzung des Impulssatzes darstellen 148t. Solchen Fragen kann 
erst nahergetreten werden, wenn es gelungen ist, die Lichtquanten- 
vorstellung so weit durchzubilden, daB iiber Analogien und Unter- 
schiede des Quants gegeniiber gewdhnlicher Materie etwas ausgesagt 
werden kann; in diesem Sinne wollen die vorstehenden Betrachtungen 


aufgefaBt sein. 
Charlottenburg, Juni 1923. 


1) Vgl. H. A. Lorentz, Phys. ZS. 11, 349, 1910. 

2) P. Selényi, Ann. d. Phys. 35, 453, 1911. 

3) K. Schrodinger, Ebenda 61, 69, 1920. 

4) Die ,Energiedichte* der klassischen Theorie ware dann zu ersetzen 
durch die , Wahrscheinlichkeit, daB ein Volumenelement ein Quant enthalt‘. 
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Bemerkung zu einer Arbeit von A. Mallock: 
On the Elasticity of Metals as affected by Temperature. 


Von Clemens Schaefer in Marburg (Lahn). 


(Hingegangen am 9. Juli 1923.) 


Aus einer besonderen Veranlassung kam mir Bd. 95 der Proceedings 
der Royal Society, London 1919, in die Hand, in der sich auf 8.429 
bis 437 die im Titel genannte Arbeit von Mallock findet. Dieselbe 
gibt mir Veranlassung zu folgenden Bemerkungen: 


1. Herr Mallock sagt auf S. 429: ,As regards the elastic 
constants themselves, there has been no systematic investigation of 
their temperature variation, though a few measures of the kind have 
been made in Switzerland and in America.“ 

Es war bisher in wissenschaftlichen Abhandlungen nicht iblich, 
die Arbeiten seiner Vorganger in dieser summarisch-,g¢eographischen“ 
Weise zu erwihnen. Ublich war vielmehr — und es ist wiinschens- 
wert, daB dies so bleibt — eine genaue Angabe der Verfasser 
mit Erscheinungsort und Datum ibrer Arbeiten. Welche Arbeiten 
Herr Mallock mit seiner Bemerkung ,einige Messungen in der 
Schweiz und in Amerika“ bezeichnen wollte, ist mir unbekannt. 
Dagegen méchte ich ihn darauf aufmerksam machen, daB ich in den 
Jahren 1900 und 1901 in Deutschland eingehende systematische 
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand gemacht habe, die an leicht 
zuganglicher Stelle!) verdffentlicht sind. Dort findet sich auch ein 
vollstandiges Literaturverzeichnis, aus dem ich besonders eine Arbeit 
von Katzenelsohn hervorhebe, die im Helmholtzschen Laboratorium 
im Jahre 1887 gemacht wurde, und in der bereits (fiir den Temperatur- 
bereich von 0° bis 100°C) einige der von mir fiir den Temperatur- 
bereich von 0° bis — 190°C erhaltenen Ergebnisse gefunden sind. 


2. Herr Mallock kommt (S. 432) zu folgendem qualitativen 
Ergebnis: ,It will be seen at a glance, that the more infusible metals 
are least affected by temperature and this suggests that there may 
be a relation between the melting point and the variation of the 
elastic constants“. 


1) Cl. Schaefer, Verh. d. D. Phys. Ges. 2, 122 ff, 1900; Ann. d. Phys. 5, 
220, 1901; 9, 665, 1902. 
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Dies Ergebnis ist richtig, aber es findet sich bereits in den 
Arbeiten von Katzenelsohn und mir. Z. B. steht in der zweiten 
der unten zitierten Arbeiten von mir folgender Satz (S. 231): ,,Die 
Gréfe der Temperaturkoeffizienten der beiden Moduln ist wesentlich 
abhangig von der GréBe des thermischen Ausdehnungskoeffizienten 
und von der Schmelztemperatur. Je gréSer der Ausdehnungskoeffizient, 
je niedriger die Schmelztemperatur, desto gréBer der Temperatur- 
koeffizient.“ 


Ferner findet sich dort auch eine Figur, die den Zusammenhang 
zwischen Schmelztemperatur und Temperaturkoeffizient der Elastizitats- 
moduln erlautert. Dieselbe Figur befindet sich auch bei Herrn Mallock 
auf 8. 434. 


3. Die quantitativen Ergebnisse Mallocks sind in der folgenden 
Tabelle mit den meinigen, die praktisch mit den von Katzenelsohn (fiir 
ein anderes Temperaturgebiet) erhaltenen iibereinstimmen, zusammen- 
gestellt. Die zweite Kolumne enthalt die Schmelztemperaturen, die 
dritte die prozentischen Anderungen des Elastizitatsmoduls fiir 100° 
Temperaturanderung nach Mallock (von mir aus Mallocks Angaben 
berechnet), die vierte endlich die von mir gefundenen Zahlen. Der 


Schmelz- | A Schmelz- | , yf; 
Material ||temperatur| Matlock | “Schaefer | Material |temperatur| | Matlock Schaefer 

06 Proz. Proz. ie) Proz, Proz. 
Pt 1765 1 0,73 Cu 1082 13 3,63 
Pd 1542 1 1,98 1) EAR MSE 13 7,65 
Fe 1500 1 2,25 Al 645 16 21,32 
Ni 1452 4 2,46 Zn | 619 36,6 —_ 
Au 1070 tt _— Pb 327 29 — 


Parallelismus der Ergebnisse ist unverkennbar, anderseits aber auch, 
da8 die Ergebnisse keineswegs zahlenmaBig identisch sind. Ich habe 
gar keinen Zweifel, daB die von Katzenelsohn und mir erhaltenen 
Zahlen der Wahrheit naher kommen, als die des Herrn Mallock, die 
eine rohe Anndherung darstellen. Ich kann also auch nicht anerkennen, 
daB die Versuchsresultate des Herrn Mallock irgend einen Fortschritt 
darstellen. ee” 

4. In meinen unten genannten Arbeiten ist auBer dem Temperatur- 
koeffizienten des Elastizitétsmoduls auch derjenige des Torsionsmoduls 
bestimmt, es finden sich ferner Untersuchungen iiber die Abhangigkeit 
der elastischen Nachwirkung von der Temperatur, tiber den Zusammen- 
hang der Temperaturkoeffizienten mit dem Ausdehnungskoeffizienten, 
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sowie schlieBlich der Nachweis, daB die genannten Temperatur- 
koeffizienten periodische Funktionen des Atomgewichtes sind. 


Herr Mallock stellt am Schlusse seiner Arbeit weitere Unter- 


suchungen in Aussicht. In Anbetracht der oben wiedergegebenen 
Ergebnisse diirfte es sich fiir ihn empfehlen, neben der schweizerischen 
und amerikanischen Literatur auch die deutsche zu Rate zu ziehen. 
Er hatte in derselben umfassendere und bessere Daten zu der von 
ihm behandelten Frage gefunden, als sie in seiner eigenen Arbeit 
enthalten sind. . 


Marburg, Physikalisches Institut der Universitit, im Juli 1923. _ 
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Bemerkung zu der Arbeit: 
Kine neue Interferenzerscheinung: Kurven gleicher 
Neigung an anisotropen planparallelen Platten. 
Von Clemens Schaefer in Marburg (Lahn). 


(Eingegangen am 9. Juli 1923.) 


In der genannten Abhandlung!) habe ich in Gemeinschaft mit 
K. Fricke eine Interferenzerscheinung beschrieben und erklirt, die 
analog den Haidinger-Lummerschen Ringen ist, nur daf hier eine 
Modifikation und Verdopplung des Streifensystems durch die Doppel- 
brechung auftritt. Diese Erscheinung war von mir zufillig beobachtet 
worden und gab die Veranlassung zu der obigen Arbeit. Dazu habe 
ich mehrere Zuschriften erhalten, aus denen hervorgeht, daB die frag- 
liche Erscheinung tatsachlich schon friiher beobachtet worden ist. 

1. Herr P. Selényi aus Budapest macht mich darauf aufmerksam, 
da8 er in seiner Abhandlung: ,Uber Lichtzerstreuung im Raume 
Wienerscher Interferenzen und neue, diesen reziproke Interferenz- 
erscheinungen“ (Math. u. naturw. Berichte aus Ungarn 27, 76—117, 
1909) schon darauf hingewiesen habe, daB die Doppelbrechung des 
Glimmers dahin wirken mu8, daB bei den Haidingerschen Inter- 
ferenzkurven zwei Systeme entstehen. In der Tat findet sich aut 
S. 107 und 109 der genannten Arbeit eine Anmerkung, in denen 
dieser Sachverhalt klar erkannt ist. Die Erscheinung ist jedoch nicht 
weiter untersucht worden, im Gegenteil hat Herr Selényi sie, wie er 
mir freundlicherweise schreibt, damals lediglich als eine Stérung 
fiir seine speziellen Zwecke empfunden. Da der Titel der Selényi. 
schen Arbeit keinen Hinweis darauf gab, da darin die fragliche 
Erscheinung bemerkt kein kénne, ist das Ubersehen der genannten 
Anmerkungen wohl begreiflich und entschuldbar. 

2. Professor C. V. Raman (Kalkutta) teilt mir mit, daf Herr 
T. K. Chinmayanandam in den Proceedings der Royal Society 
London (A) 95, 176, 1919 eine Abhandlung unter dem Titel ver- 
éffentlicht hat: ,On Haidingers Rings in Mica“. Darin ist in der Tat 
die Erscheinung beobachtet und bis zu einem gewissen Grad theore- 
tisch behandelt. Indessen finden sich im einzelnen folgende Unter- 
_schiede gegen unsere Abhandlung: an 

a) Herr Chinmayanandam hat die Erscheinung nur insoweit 
behandelt, als die Fernrohrachse senkrecht zur Platte steht; die Fein- 


1) Ol. Schaefer u. K. Fricke, ZS. f. Phys. 14, 253, 1923. 
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heiten, die man beobachtet, wenn die Strahlen streifend auffallen, 
werden dort nicht erwihnt und behandelt. 

b) Die Theorie ist bei Herrn Chinmayanandam fir ein 
Spaltungsblattchen von Glimmer, d.h. eine planparallele Platte aus 
einem zweiachsigen Kristall, die (angenahert) senkrecht zur Halbierungs- 
linie der spitzen Bisectrix steht, behandelt; sie ist eine genaherte 
Theorie und, wie mir scheint, in ibrer Durchfiihrung nicht ganz 
einwandfrei, worauf ich noch zuriickkommen werde. Fir den ge- 
nannten Fall ergeben sich die angenaherten Gleichungen der beob- 
achteten Kurven, iibrigens nicht in allen Punkten in Ubereinstimmung 
mit der Beobachtung, worauf Herr Chinmayanandam auch selbst 
hinweist. Die Theorie des Herrn Chinmayanandam erstreckt sich 
auch nur auf das Geometrische der Erscheinung und 1aft die Inten- 
sitiitsfrage der Ringsysteme ganz aufer acht. 

c) Auf der reproduzierten Photographie der genannten Abhand- 
lung erkennt man kein doppeltes Interferenzsystem, das auf unseren 
Bildern sehr deutlich ist, sondern nur die (von mir als ,moiréartig“ 
bezeichneten) Kurven minimaler Sichtbarkeit der Systeme, die dadurcb 
entstehen, daB das Maximum einer Kurve des einen Systems auf das 
Minimum einer Kurve des anderen Systems fallt. 

3. Im Anschlu8 an die Arbeit von Chinmayanandam hat 
schlieBlich im Jahre 1922, also nur kurz vor unserer Publikation, Herr 
P. N. Ghosh in den Proceedings of the Indian Society for the Cultivation 
of Science (7,8.53) unter dem Titel: Optical Notes; Fabry-Pérot Rings 
in Quartz“ zwei Photographien reproduziert, die die Erscheinung an 
einer halbdurchlassig versilberten, parallel zur optischen Achse ge- 
schnittenen Quarzplatte zeigen, einmal im natiirlichen, einmal im polari- 
sierten Lichte; im ersteren Falle mu8 man zwei Streifensysteme erhalten, 
die allerdings auf der Reproduktion kaum sichtbar sind. Das ist auch 
nicht wunderbar, da die Doppelbrechung des Quarzes im Vergleich zu 
der des Kalkspats, an dem wir die Erscheinung studierten, sehr klein ist. 

Ich bedaure es natiirlich sehr, daB diese beiden Arbeiten iiber- 
sehen wurden; indessen sind beide Zeitschriften nicht in Marburg 
vorhanden und ein Hinweis auf die Arbeiten war mir nicht bekannt. 

Aus dem Gesagten diirfte hervorgehen, da8 zwar die Interferenz- 
erscheinung als solche nicht neu ist, aber von uns unabhingig ge- 
funden wurde, sowie da die Bearbeitung der Erscheinung in unserer 
Arbeit zum Teil nach anderer Richtung geht, zum Teil nach anderer 
Methode vorgenommen wurde. Daher erginzen sich die simtlichen 
Arbeiten gegenseitig aufs beste. ; 

Marburg, Physikalisches Institut der Universitit, im Juli 1923. 


Die y-Strahlen von Uran X 
und ihre Zuordnung zu Uran X; und Uran Xs. 


Von Otto Hahn und Lise Meitner in Berlin-Dahlem. 
Mit zwei Abbildungen. (Eingegangen am 18. Juli 1923.) 


In einer vorangehenden Mitteilung hat der eine von uns!) ge- 
zeigt, da die Analyse des B-Strahlspektrums von UX, notwendig zu 
der Annahme fiihrt, daB UX, keine wirkliche Kern-y-Strahlung 
emittiert, und daB die als y-Strahlung gemessene Wellenstrahlung die 
charakteristische Réntgenstrahlung, vor allem die K-Strahlung des 
{mit Thorium isotopen) UX,-Atoms sein muf. Es schien nun yon 
prinzipiellem Interesse, die Richtigkeit dieser Folgerung auf direktem, 
experimentellem Wege, unabhangig von den {-Strahlen, zu priifen. 
Zu diesem Zweck wurden einerseits genaue Absorptionskurven der 
y-Strahlen von UX (UX,+UX,) aufgenommen und andererseits 
eine Zuteilung der einzelnen y-Strahlgruppen auf die Produkte X, 
und X, versucht. 

Da die Intensitat der y-Strahlen von UX sehr viel kleiner ist, 
auf gleiche A-Strahlenaktivitat bezogen, als bei anderen #-strahlenden 
Substanzen, so muBten sehr starke Praparate zu den Messungen ver- 
wendet werden. Zur Herstellung solcher Praparate miissen viele Kilo- 
gramm Urannitrat verarbeitet werden; und als diese recht mihsame 
Arbeit fiir die Untersuchungen iiber das Uran Z?) ausgefiihrt wurde, 
bot sich die Gelegenheit, das UX auch fiir die oben genannten Zwecke 
zu verwerten. 

Die Praparate wurden in diinner Schicht entweder auf Aluminium- 
folien aufgestrichen oder als fein verteilte Niederschlige direkt auf 
dem ausgebreiteten Filter gemessen. 

Das Elektroskop war der iibliche Typ der A-Strahlenelektroskope, 
17cm hoch und 13cm innerer Durchmesser. Die Wandungen be- 
standen aus Messing, in den Boden war in einer Offnung von 9,5 em 
eine Aluminiumfolie von 0,05mm Dicke eingelassen. Der Abstand 
des Praparats vom Boden des Elektroskops betrug in den meisten 
Fallen 3cm. Als absorbierende Folien dienten Bleibleche wechselnder, 


_ aber genau bestimmter Dicke. Die Fig. 1 zeigt eine der so gewonneénen 


Absorptionskurven, die bis zu 40 mm Blei aufgenommen wurden. Der 


1) L. Meitner, ZS. f. Phys. 17, 54, 1923. 
2) 0. Hahn, ZS. f. phys. Chem. 103, 461—480, 1925. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. 12 
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Abstand des Priiparats vom Boden der Jonisierungskammer betrug in 
diesem Falle 5 cm. 

Der erste Punkt der Kurve wurde durch 0,5mm Blei gemessen, 
wobei noch ein betrachtlicher Teil der durchgegangenen Strahlung 
von der $-Strahlung herriihrt. Kurve a gibt die direkt gefundene 
Absorptionskurve wieder. Man sieht, daB von etwa 18mm Bleidicke 
ab der Verlauf der Intensitatsabnahme exponentiell mit einer Halb- 
wertsdicke von 9,6mm Blei erfolgt. Dieser Wert ist in guter Uber- 
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einstimmung mit Angaben von F. Soddy und A. Russell?) fiir die 
harteste y-Strahlung von UX. Der entsprechende Absorptionskoeffi- 
zient betrigt uw = 0,72cm—! und w/e = 0,064. Extrapoliert man diese 
Kurve bis zum Nullpunkt zuriick, so ergibt sich fiir die gemessenen 
Werte durch Abzug dieser harten y-Strahlung die Beteiligung der 
weicheren. Kurve b zeigt das so erhaltene Resultat. Der Abfall 
dieser Kurve erfolgt von 3mm Blei ab wieder nach einem Exponential- 
gesetz mit einer Halbwertsdicke von 30mm. Da es sich hier um 


1) F, Soddy und A. Russell, Phil. Mag. (6) 18, 620—649, 1909. 


Die y-Strahlen von Uran X und ihre Zuordnung usw. 159 


Differenzwerte wenig voneinander verschiedener GréBen handelt, sind 
die Punkte begreiflicherweise etwas um die gerade Linie gestreut. 
Es kann aber kein Zweifel bestehen, daB hier cine y-Strahlung mit 
der Halbwertsdicke von 3mm Blei vorliegt, der also ein Absorptions- 
koeffizient uw = 2,3 em—! und u/o = 0,2 angehért. Die Kurve D abt 
aber auBerdem deutlich erkennen, daB eine noch weichere Strahlung vor- 
handen ist. Um diese genauer festzulegen, wurde eine neue Absorp- 
tionskurve aufgenommen, bei der der anfangliche Verlauf in diinnen 
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Bleischichten durchgemessen wurde. Es hat sich dabei herausgestellt, 
daB der Anteil der weichen Strahlen merklich begiinstigt wurde, wenn 
man mit dem Praparat naber an das Elektroskop heranging. Natiir- 
lich konnte man dann nicht die Kurven bis zu so dicken Schichten 
aufnehmen wie vorher. 
Fig.2 gibt die Resultate einer solchen Versuchsreihe wieder. Die 
Messungen wurden bis zu 11 mm Blei ausgefiihrt, wobei aber zwischen 
0,5 und 3mm Blei absorbierende Bleifolien von nur 0,2mm Dicke 
verwendet wurden. Da die Folien etwas ungleich waren, wurde die 
‘Dicke fiir jede einzelne sorgfaltig bestimmt. 
Die Kurve-c der Figur stellt die direkt erhaltenen Absorptions- 
messungen dar. Um aus dieser Kurve auf die weichste Strahlung 
schlieBen zu kénnen, muSten die beiden y-Strahlengruppen von 9,6 
12* 
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und 3,0mm Halbwertsdicke in Ahzug gebracht werden. Dabei ergab 
sich aber die Schwierigkeit, daB die Kurve aus den oben angefihrten 
Griinden nicht bis zu so groBen Dicken aufgenommen worden war, 
daB ihr Endverlauf nur mehr der hartesten Strahlung von 9,6mm 
Halbwertsdicke entsprochen hatte. Bei 11mm Bleidicke ist namlich 
noch ein erheblicher Teil der y-Strahlung von 3,0mm Halbwerts- 
dicke wirksam, und um zunichst die hiarteste y-Strahlung abziehen 
zu kénnen, mute festgestellt werden, wie sie sich bei 11mm Blei- 
dicke an der Intensitit beteiligt. Da fiir die Kurve ¢ der Fig.2 das 
Praparat, wie erwihnt, naher am Elektroskop war, wie bei den der 
Fig. 1 zugrunde liegenden Versuchen, konnte das Intensitatsverhaltnis 
der beiden y-Strahlengruppen nicht direkt aus der Kurve a abgelesen 
werden, da ja bei geringerer Entfernung vom Elektroskop das Inten- 
sitatsverhiltnis sich zugunsten der weniger durchdringenden Strahlung 
verschiebt. Dagegen sind die Halbwertsdicken unabhangig von der 
Stellung des Praparats. Wenn man daher aus der Kurve a der Fig.1 
diejenige Stelle aufsucht, wo die Intensitatsabnahme durch 1mm Blei 
die gleiche ist wie zwischen 10 und 11mm der Kurve ¢, so mu8 auch 
das Intensitaitsverhaltnis der beiden Strahlengruppen fiir die beiden 
Kurvenstellen das gleiche sein. Auf diese Weise kann man aus der 
ersten Kurve das Intensitiitsverhiltnis der beiden Gruppen fir die 
Kurve ¢ ablesen und damit auch die absolute Intensitéat der harten 
y-Strahlung von 9,6mm Halbwertsdicke, auf die es ja zuniachst an- 
kommt, bestimmen. Natiirlich wurde diese Bestimmung nicht nur fir 
einen Punkt, sondern fiir eine Reihe von Punkten der Kurve ¢ aus- 
gefiihrt; die so erhaltenen Intensitaten fiir verschiedene Bleidicken 
der Kurve c sind in der Kurve d dargestellt. Die Kurve stellt eine 
gerade Linie dar, deren Neigung sehr genau der Halbwertsdicke von 
9,6 mm Blei entspricht, ein Beweis, daB sie die zugehérige harte y-Strah- 
lung richtig wiedergibt. Die harte y-Strahlung wurde nun wieder 
nach der Bleidicke Null extrapoliert und in entsprechender Weise 
von der Kurve ¢ in Abzug gebracht. 

Die so erhaltenen Werte zeigt die Kurve e. Sie entspricht in 
ihrem Verlauf véllig der Kurve b der Fig.1. Von 3mm ab erfolgt 
die Intensitiétsabnahme wieder exponentiell mit einer Halbwertsdicke 
von 3mm. Durch Abzug der zugehérigen Strahlung konnte nun die 
noch vorhandene weichere Strahlung erhalten werden, die in Kurve f 
wiedergegeben ist. Die Absorption erfolgt zur Halfte in 0,36 mm 
Blei, entsprechend einem w = 19,2cm—}, und w/e = 1,70. 

In der folgenden Tabelle sind die erhaltenen u- bzw. u/o-Werte 
und die Halbwertsdicken zusammengestellt. Dabei stellen die u- und 
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“/g-Werte im wesentlichen die wahren Absorptionskoeffizienten dar, 
da bei der verwendeten Versuchsanordnung die gestreuten Strahlen 
zum grofen Teil mitgemessen werden; andererseits bedingen aller- 
dings die schrigen Strablen eine gewisse Vergréerung von w/o. 
Tabelle 1. 
Konstanten der beobachteten y-Strahlen von aes, 2 ick ahha in Blei. 


oH Halbw lide. 


y-G || i 
y-Gruppe | fom H/Q | in mm 
| 0,72 °, 
2 | 2,3 
19,2 7 36 


Noch weichere y-Strahlen konnten wir, da die Versuche nicht im 
Magnetfeld gemacht wurden, die $-Strahlen also nicht ausgeschaltet 
waren, nicht nachweisen. Fiir die weichste von uns gemessene Strah- 
jung kann man eine Abschitzung der Wellenlange 4 aus dem ge- 
fundenen u/e-Wert vornehmen. Durch Untersuchungen an Réntgen- 
strahlen ist von verschiedenen Forschern!) innerhalb betrachtlicher 
Wellenlangenbereiche die Beziehung u/g@ = AA?+ B bestatigt worden, 
wobei A eine von der Kernladung der absorbierenden Substanz ab- 
hangige Konstante ist und B die Streuung 6/o pro Masseneinheit 
bezeichnet. 

Die absoluten Werte von A und B weichen bei den verschiedenen 
Verfassern fiir die verschiedenen Substanzen etwas voneinander ab. 
Wir wollen hier die neuesten von K. A. Wingardh angegebenen 
GréBen verwenden. Danach gilt fiir Blei als absorbierende Substanz 


die Gleichung (w/o)pp == 471 28 + 0,82, 


wobei 0,82 die von der Streuung herriihrende Absorption bedeutet. 
Da bei unseren Versuchen die gestreuten Strahlen zum grofSen Teil 
mitgemessen wurden, miibte fiir die Streuung ein kleinerer Wert 
eingesetzt werden. Berechnet man also die Wellenlange 4 aus der 
obigen Gleichung fiir den von uns gefundenen u/g-Wert und setzt 
einmal die Streuung gleich Null und einmal mit ihrem vollen Wert 
von 0,82 ein, so mu8 die wirkliche Wellenlinge zwischen den so 
erhaltenen Grenzwerten liegen. Diese beiden Grenzwerte ergeben sich 
aus den Gleichungen 

: 1,70 == 47148 

bzw. : 1,70 = 471 a8 + 0,82 


1) Hull und Rice, Phys. Rev. 8, 326, 1916; F. K. Richtmyer, ebenda 18, 
13, 1921; K.A. Wingardh, Lund 1923. 
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zu A, = 1,53.10-%cm bzw. 4, = 1,24.10-*°cm. Die Wellenlange 
der in Frage stehenden y-Strahlung mu also zwischen 1,5 und 
1,2.10-cm liegen. Allerdings mu8 hier beriicksichtigt werden, daf 
diese Strahlung sehr nahe der K-Anregungsgrenze fiir Blei liegt und 
daher bei ibrer Absorption in Blei die Blei-A-Strahlung stark erregt 
wird. Daher ist es eigentlich nicht gestattet, fiir die Berechnung der 
Wellenlinge die Wingardhschen Konstanten zu verwenden, da diese 
nur fiir die langwellige Seite der Absorptionsgrenze gelten. Es liegt 
aber von Hull und Rice?) eine direkte Messung des u/e-Wertes in 
Blei fiir 4 = 1,22.10—%cm, also fiir die kurzwellige Seite der K-Kante 
vor. Der erhaltene Wert von w/o, der wieder Absorption und Streuung 
umfaBt, betrigt 3,00. Beriicksichtigt man, daB bei unseren Messungen 
sowohl die gestreute als auch die in Blei erregte Fluoreszenzstrahlung 
zur Wirksamkeit kamen, die beide eine Verringerung des u/o-Wertes 
hervorrufen, und daB die B-Strahlenuntersuchungen an U X, notwendig 
auf das Vorhandensein der charakteristischen A-Strahlung des Thoriums 
Ce = 1,328.10—° em) gefiihrt haben 2), so besteht wohl kein Zweifel, 
da8 die y-Strahlung von (u/e@)pp = 1,7 der K-Strahlung des UX, 
entspricht. Einen Beweis dafir bietet auch eine Arbeit von Richard- 
son 3), der eine Analyse der y-Strahlen von UX, + UX, in Aluminium 
vorgenommen hat. Richardson arbeitet im Magnetfeld, schlieBt also 
die B-Strahlen aus und erhalt drei Gruppen von y-Strahlen mit den 
Absorptionskoeffizienten uw == 24, 0,7 und 0,14cm—1. Die letzte 
Strahlengruppe hat er, da er seine Kurven nur bis 5cm Dicke Alu- 
minium aufnehmen konnte, nicht direkt gemessen, sondern aus der 
erwahnten Arbeit von Soddy und Russell iibernommen, wobei er 
voraussetzt, daB diese Strahlung von rund 5cm Aluminium Halbwerts- 
dicke die durchdringendste y-Strahlung des U X darstellt. Die weichste 
Gruppe von # = 24cm? konnten wir bei unseren Versuchen wegen | 
der Stérung durch die $-Strahlung nicht finden. Es ist kein Zweifel, | 
da8 sie der Z-Strahlung des UX, entspricht, wie auch schon H. Ri- : 
chardson angenommen hat. Legt man der von Wingardh fiir : 
Aluminium angegebenen Gleichung 


u/o = 15,848 + 0,13 


den Wert uw = 24 zugrunde, so berechnet sich daraus 4 = 8,3.10-%em, 
wihrend die L-Serie des Thoriums zwischen 4 = 9,65 und 4 = 7,63 
-10~°cem liegt. DaB die L-Strahlung des UX, erregt werden muB, 


1) le. 
2) L, Meitner, 1. c. 
3) Phil. Mag. (6) 27, 252—256, 1914. 
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folgt auch notwendig aus der Tatsache, da8 im 6-Strahlenspektrum 
eine Linie vorhanden ist, die herausgeworfenen L-Elektronen entspricht. 

Die Heranziehung der Wingardhschen Gleichung fiir Aluminium 
zeigt auch, daB die zweite Strahlengruppe u = 0,70 die K-Strahlung 
des UX, ist. Sie entspricht also unserer Gruppe von pr=n19,2-in 
Blei und stiitzt so die von uns fiir diese Gruppe gezogenen Folge- 
rungen. 

Was die dritte Gruppe von uw = 0,14 betrifft, so scheint uns 
die Annahme von Richardson irrtiimlich, da8 diese Gruppe die 
durehdringendste y-Strahlung des UX, sci. -Sowohl Soddy und 
Russell als auch wir haben gefunden, da8 die durchdringendsten 
y-Strahlen des UX in Blei eine Halbwertsdicke von 9,6 mm besitzen. 
Da wir auBerdem eine Strahlung von 3,0mm Halbwertsdicke sicher- 
gestellt haben, so halten wir es fiir wahrscheinlicher, daB diese 
letztere Strahlung der Richardsonschen hiartesten Strahlung ent- 
spricht. Die durchdringendste Strahlung von 9,6mm Blei Halbwerts- 
dicke, deren Halbwertsdicke in Aluminium natiirlich sehr gro8 sein 
mu, konnte Richardson bei seinen Versuchen, dié sich nur bis 
5cm Aluminium erstreckten, nicht nachweisen, besonders da durch 
die geringen Dimensionen seines MeBapparates die durchdringenden 
Strahlen nur sehr wenig ausgenutzt wurden. 

Zusammenfassend 1J4Bt sich also aus den Resultaten von 
Richardson und den unsrigen sagen, daB beim U(X,+ X,) vier 
y-Strahlengruppen vorhanden sind, von denen die beiden weichsten 
die I- und K-Strahlung des UX, darstellen. 

Um nun zu beweisen, daS UX, wirklich nur diese y-Strahlen 
besitzt und die beiden harten Grappen dem UX, angehéren, haben 
wir einige Versuche unternommen, die y-Strahlen des UX, getrennt 
yon UX, zur Messung zu bringen. if: 

Diese Versuche sind recht schwierig, einerseits wegen der sehr 
geringen Intensitat der y-Strahlen des UX tiberhaupt, andererseits 
wegen der auferordentlichen Kurzlebigkeit des UX,, das abgetrennt 
vom UX, bereits nach 1,15 Minuten zur Hilfte zerfallen ist. Es 
kam daher darauf an, aus starken UX-Praparaten das U X, mneaueles 
rasch abzutrennen und zur Messung zu bringen. 

Zu diesem Zweck wurden 40 kg Uranylnitrat, fiir deren leihweise 
- Uberlassung wir den chemischen Fabriken E. de Haén in Seelze” bei 
Hannover und der Firma Schering in Berlin zu groBem Dank ver- 
pflichtet sind, auf Uran X verarbeitet. Die Konzentration des UX an 
Bruchteilen yon Milligrammen Substanz geschah nach der in einer 
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friiheren Mitteilung beschriebenen Methode'), die Trennung des UX, 
vom UX, erfolgte durch Schiitteln der salzsauren Lésung des UX mit 
Tantalsiure. Wie wir friiher nachgewiesen haben”), kann man auf 
diese Weise das UX, schnell und einfach in groBem Uberschu8 gegen 
UX, erhalten. Um das UX, méglichst in Lésung zu halten, wurde 
der UX-Liésung 1mg eines Thorsalzes hinzugefiigt, das als Isotop 
des UX, dessen Adsorption an der Tantalsiure herabdriickt. Arbeitet. 
g, so fallt 
es leicht, UX,-Priiparate zu gewinnen, die iiber 99 Proz. rein sind. 
Allerdings sind dann die Ausbeuten gering. In verdiinnterer Saure 
sind die Ausbeuten wesentlich besser, das UX, ist dann aber mit 
einigen Prozenten UX, verunreinigt. 


man dabei auBerdem noch in ziemlich stark saurer Lésun 


Bei unseren Versuchen war das Vorhandensein von etwas UX, 
nicht nur nicht stérend, sondern sogar notwendig. Das Prinzip der 
Untersuchung war namlich folgendes. 


Das abgetrennte UX, wurde in zwei Teile geteilt, einen ganz 
kleinen fiir $-Strahlenmessungen und den Hauptteil fiir die y-Strahlen- 
messung. Die Untersuchung der £-Strahlen erfolgte durch so viel 
Aluminium, daB die (wenig durchdringenden) f-Strahlen des etwa 
vorhandenen UX, nicht mitgemessen wurden. Durch eine Aufnahme 
der Abklingung des Praparats konnte man daher ohne weiteres be- 
stimmen, wie rein das abgetrennte UX, war. Nach etwa 1/, Stunde 
ist das iiberschiissige UX, zerfallen und nur noch das mit UX, im 
Gleichgewicht befindliche UX, vorhanden, das also ein Ma fiir das 
mitausgeschiedene UX, bietet. Aus dem Verhialtnis dieser Rest- 
aktivitét zu der auf die Zeit Null extrapolierten Aktivitét des UX, 
ergibt sich, wieviel UX, im Uberschu8 und wieviel UX, im Gleich- 
gewicht mit UX, urspriinglich vorhanden war. Die Messung der 
y-Strahlen geschah gleichzeitig in der Weise, da8 das Priparat mit 
so viel Blei bedeckt wurde, daf einerseits die -Strahlen von UX, 
mit Sicherheit ausgeschlossen waren, andererseits die dem UX, an- 
angehérende charakteristische KA-Strahlung noch mitgemessen wurde. 
Gehért nun zu UX, auBer dieser charakteristischen Strahlung noch 
eine der beiden harteren Gruppen, so muBte diese eo ipso mitgemessen 
werden. Auch hier wurde durch Abklingungsmessungen der Prozent- 
satz des tiberschiissigen UX, zu dem iibrigbleibenden UX, im Gleich- 
gewicht mit UX, festgestellt. Hatte UX, gar keine y-Strahlen, die 
durch die verwendeten Bleifolien hindurchgehen, so mii&te der aus 


+) Oe Ha in pine, . 
*) O. Hahn und L. Meitner, Phys. ZS. 14, 758—759, 1913. 
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der y-Messung berechnete Prozentsatz von UX, relativ zum urspriing- 
lich vorhandenen iiberschiissigen UX, derselbe sein, wie er sich aus 
der £-Strahlenmessung ergab. Besitzt dagegen UX, y-Strahlen, so 
verschiebt sich dadurch der gemessene Prozentsatz zugunsten des UX,, 
und aus der GréBe dieser Verschiebung kann man die Beteiligung 
der y-Strahlen yon UX, im Verhiltnis zur y-Strahlung von UX, fiir 
die verwendete Bleidicke berechnen. 

Wird diese Bestimmung der Beteiligung der y-Strahlen von 
UX, und UX, bei verschiedenen Bleidicken ausgefiihrt, so erhilt 
man auch Aufschlu8 iiber die Durchdringbarkeit der Strahlen, so daB 
man eine Zuordnung der einzelnen y-Strahlengruppen vornehmen kann. 

Bei der Durchfiihrung der Versuche wurde nun folgendermaSen 
verfahren. Das UX wurde in 20cem etwa lproz. Salzsiure unter 
Zusatz yon lmg Thornitrat gelist. Dic Lésung wurde schwach er- 
wirmt, 50mg Tantalsiure zugesetzt und im verschlossenen Kélbchen 
2 Minuten lang stark geschiittelt. Dann wurde der Inhalt des 
K6élbchens unter gelindem Saugen durch ein flaches Filterchen, das 
vorher mit Tantalsiure impragniert worden war, abgenutscht. Das 
Durchlaufen der Fliissigkeit dauerte etwa 10 Sekunden. Die Mitte 
dieser Zeit wurde mit der Stoppuhr abgestoppt und galt als Null- 
punkt. Das Filter wurde ausgewaschen, méglichst schnell auf einer 
vorher erhitzten Asbestplatte getrocknet, in die zwei fiir B- und y- 
Messungen bestimmten Teile geteilt und zur Messung gebracht. Es 
gelang so, 11/, Minuten nach erfolgter Abtrennung die ersten 
Messungen auszufiihren. 

Als absorbierende Bleifolien wurden Bleibleche von 0,85, 1,0 
und 2,0mm Dicke verwendet. Die y-Strahlenwirkungen waren sehr 
schwach, so daS den Messungen nur qualitative Bedeutung zukommt. 
Wir haben deshalb eine Reihe von Versuchen bei gleichen Bleidicken 
ausgefihrt, um zu brauchbaren Resultaten zu gelangen. 

Im folgenden seien zur Illustration zwei Versuche mit 0,55 mm 
und 2,0mm Blei angefiihrt. ; 

a) 0,85 mm Bleidicke. Aus der zeitlichen Anderung der f- 
Strahlung ergab sich, da8 1,7 Proz. UX, (im Gleichgewicht mit UX.) 
vorhanden waren. Die y-Aktivitét der 100 Proz. UX,, auf die Zeit 
Null extrapoliert, betrug 872 in willkiirlichen Einheiten gemessen, 
die y-Aktivitat der iibrigbleibenden 1,7 Proz. UX, + UX, ergab sich 
S733, ft. ‘ 

Bezeichnet man mit y, die y-Aktivitét von 1 Proz. UX,, mit 
yy die y-Aktivitat von 1 Proz. UX, so ist also 

Yo = 8,72, 1,7.(7: +72) = 33,1, 
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daraus ergibt sich y, == 10,88 = 1,25y,, d. h. durch 0,85 mm Blei 
gemessen, ist die y-Strahlang von UX, 1,25 mal starker als die 
von UX,. 

b) 2,0mm Bleidicke. Der Prozentsatz von UX, betrug nach 
der B-Strahlenmessung 1,27 Proz. Die y-Aktivitét von 100 Proz. 
UX, war 269, die der 1,27 Proz. UX, + UX, betrug 4,9. Daraus 
berechnet sich 

Vo == 2,69, y, = 1,17 also y, = 0,444. 
Durch 2,0mm Blei gemessen, ist also der Anteil der y-Strahlung von 
UX,:UX, etwa dreimal kleiner als durch 0,85mm Blei. 

Die einzelnen erhaltenen Werte schwankten bei den verschie- 
denen Versuchen recht betrachtlich, immer aber in der Weise, dah 
durch die Vermehrung der Bleidicke um 1mm der Anteil der U X,- 
y-Strahlung sehr stark herabgesetzt wurde. Es kann daher kein Zweifel 
dariiber bestehen, dai dem UX, erstens eine weiche y-Strahlung und 
nur eine weiche y-Strahlung angehért, und daB die Gruppen mit 3,0 mm 
und 9,6mm Blei Halbwertsdicke dem UX, zuzuordnen sind. 

Zusammengenommen mit den Resultaten der Absorptions- 
messungen und der #-Strahlenanalyse ergibt sich hieraus, daB UX, 
keine Kern-y-Strahlung, sondern nur die (durch die primiare [- 
Strahlung angeregte) charakteristische K- und Z-Strahlung besitzt und 
die beiden Gruppen typischer y-Strahlen vom UX, herrihren. Die 
folgende Tabelle 2 gibt eine Ubersicht tiber die Zuordnung und 
Konstanten der y-Strahlen von UX, + UX,. 


Tabelle 2. 
Halbwertsdicke in W/o in 
p-vtraalen. Ursprung Beobach 
¢ t 
yon tee Al Pb Al bees i 
cm cm 


acs f)) Richardson; 
UX, K-Niveau || 0,99 0,086 | 0,26 1,70 4 Hak Me rey 


UX, L-Niveau || 0,029 — 8,9 —_— Richardson 
Soddy u. Russell; 
Hahn u. Meitner 


Soddy u. Russell; 
Ux, Kern | 4,9 OBO" PeNOB eS | e0e { Hahn u. Meitner. 


UX, Kern _— 0,96 — 0,06 { 


Zusammenfassung. 


1. Durch Aufnahme der y-Strahlenabsorptionskurven in Blei von 
UX, + UX, wurden drei Gruppen von y-Strahlen nachgewiesen und 
in ihren Konstanten bestimmt. Es wurde gezeigt, daS die mittlere 
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dieser Gruppen einer von Soddy und Russell in Aluminium ge- 
messenen entspricht, die H. Richardson irrtiimlich fiir die durch- 
dringendste Gruppe von UX erklirt hat. 

2. Mittels einer geeignet durchgefiihrten Trennungsmethode ge- 
lang es, eine Zuordnung der y-Strahlengruppen auf die einzelnen 
Glieder yon UX, und UX, vorzunehmen. 

3. Es ergab sich, da8 das UX, keine Kern-y-Strahlung, sondern 
nur die charakteristische Réntgenstrahlung (K- und L- Strahlung) 
emittiert, in Ubereinstimmung mit den aus der B-Strahlenanalyse von 
L. Meitner gezogenen Folgerungen. | 

4. Die beiden Gruppen von Kern-p-Strablen ge gehéren dem U X, an. 


-Dahlem, Kaiser Wilhelm-Institut fiir Chemie, Juli 1923. 
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Uber die Rotverschiebung in der de Sitterschen Welt. 
Von Kornel Lanczos in Freiburg i. B. 


Mit sechs Abbildungen. (Hingegangen am 27. Juni 1923.) 


Ein vor kurzem erschienenes Referat des Herrn v. Laue tiber 
ein Werk von Eddington‘) hat mir die Veranlassung gegeben, die 
im Titel angedeutete Frage einer niheren Untersuchung zu unter- 
ziehen. Herr v. Laue ist der Ansicht, dab die értliche Veranderlichkeit 
der Lichtgeschwindigkeit in der de Sitterschen Welt die Ver- 
anlassung zu einer Rotverschiebung gibt — diese Veranderlichkeit 
wird ihrerseits wieder als Gravitationswirkung des von Einstein, 
Weyl, de Sitter am Aquator der Welt angenommenen unereichbaren 
Massenhorizontes aufgefat. Je na&her wir an den Aquator heran- 
riicken, um so gréfer wird die Massenwirkung und die durch sie 
bedingte Rotverschiebung. Darum nimmt ein Beobachter eine Rot- 
verschiebung gegeniiber seinen eigenen Linien wahr, wenn das Licht 
von niedrigeren Breitengraden kommt, dagegen eine Violettverschiebung, 
wenn die Lichtquelle sich auf héheren Breitengraden befindet. Edding- 
ton behauptet demgegeniiber eine Rotverschiebung auch fir die 
Vertauschung von Beobachtungsort und Lichtquelle und erklart dieses 
scheinbar ,,paradoxe“ Ergebnis daraus, daB aufer der Wirkung des 
metrischen Feldes auch noch ein Dopplereffekt auftreten soll. 

Ein tatsichlicher Widerspruch zwischen den beiden Ansichten 
bestecht nicht. Denn wahrend Eddington geodiatische Linien ins 
Auge faBt, beziehen sich die Bemerkungen v. Laues auf statische 
Weltlinien, die in der de Sitterschen Welt nicht zugleich geodiatisch 
sind. Dennoch scheint mir ein naheres Eingehen auf diese Frage bei 
der grofen Bedeutung, welche den kosmischen Rotverschiebungs- 
beobachtungen als Anhaltspunkte fiir unsere kosmologischen Auf- 
fassungen beizulegen ist, nicht iiberfliissig zu sein, einerseits um Irrtiimern 
zu entgehen, denen man gegeniiber einer konsequenten Anwendung 
der relativistischen Prinzipien immer noch hiufig begegnen kann, anderer- 
seits, weil die Frage geeignet ist, auch auf einige allgemeine Vor- 
stellungen ein Licht zu werfen. Insbesondere scheinen mir zwei 
Punkte einer Aufklarung bediirftig. Ich habe in einer Arbeit zu 
zeigen gesucht®), daB keine Notwendigkeit vorliegt, am Aquator der 


1) Siehe Die Naturwissenschaften 11, 382, 1923. 
2) Siehe Phys. ZS, 28, 539, 1922. 
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de Sitterschen Welt einen Massenhorizont anzunehmen, da die dort 
auftretende Singularitét nur cinen scheinbaren, von der Wahl des 
Koordinatensystems bedingten Charakter aufzeigt. Wenn das richtig 
ist, 80 kann der wohl mégliche, aber nicht notwendige Massenhorizont 
nicht als Ursache der Rotverschiebung angesprochen werden. Weiter- 
hin kann man ganz allgemein die Frage aufwerfen: Wie kann man 
ein objektives Kriterium dafiir bekommen, ob eine gegebene Rot- 
verschiebung von der metrischen Struktur des Feldes herriihrt, oder 
ob sie als bloBer Dopplereffekt zu deuten ist? Es liegt im Geiste 
der Relativitatstheorie, die Begriindung aller physikalischen Tatsachen 
auf invariante geometrische Verhiltnisse des Weltraumes zuriick- 
zufiihren. Die Aussagen aber, die sich auf ein ,,statisches* Koordinaten- 
system stiitzen, haben — wie sich leicht zeigen 148t — einen durch- 
aus unzuverlassigen und zufalligen Charakter und kénnen darum als 
objektive Erklarung nicht in Frage kommen. 

Betrachten wir namlich das gewéhnliche pseudoeuklidische Linien- 
element: 

—d? — d+dy?+dz2—du, (1) 
und fiihren wir an Stelle von « und uw zwei neue Koordinaten ein 
durch folgende Transformation: 

x = Deosit, | 
iu = Dsinit. | 


(2) 


Wir erhalten jetzt die Form: ; 
—ds=—d@’+dytda—@ dt. (3) 


Dieses Linienelement ist durechaus von 4hnlicher Beschaffenheit, wie 
das de Sittersche Linienelement in der Umgebung des Aquators, 
wenn man ¢ als Zeit, ® als geographische Breite interpretiert. Wir 
haben auch-hier ein ,statisches“ System vorliegen und kénnen @ als 
veranderliche Lichtgeschwindigkeit deuten. Wir kénnten auch hier 
von einem ,unerreichbaren Massenhorizont“ sprechen an der Stelle 
@® — 0, wo die Lichtgeschwindigkeit und damit die Determinante der 
MaBbestimmung verschwindet. Auch eine Rot- oder Violettverschiebung 
konstatieren wir fiir statische Weltlinien — ganz abnlich wie in der 
de Sitterschen Welt. Hier wissen wir aber doch sicher, daB diese 
Rotverschiebung nicht von der Metrik herrihren, also bloS von 
einem Dopplereffekt die Rede sein kann, haben wir es doch mit dem 
eravitationslosen pseudoeuklidischen Raum der speziellen Relativitats- 
theorie zu tun. Die Verschiebung der Spektrallinien kommt hier da- 
durch zustande, daB die im statischen System ,ruhenden“ Beobachter 
und Lichtquelle sich im euklidischen Raum in beschleunigter Bewegung 
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befinden, wobei die relative Geschwindigkeit der Lichtquelle im 
Moment des Lichtaussendens gegeniiber dem Beobachter im Moment 
des Lichteintreffens zu einem Dopplereffekt Veranlassung gibt. Dabei 
sind die Beschleunigungsverhiltnisse so, daB eine Rotverschiebung in 
die entsprechende Violettverschiebung iibergeht, wenn Lichtquelle 
und Beobachter ihren Ort wechseln — was beim gewéhnlichen be- 
schleunigungslosen Dopplereffekt nicht der Fall ist. Wir erkennen 
aus diesem Beispiel, wie wenig man sich auf ,statische Koordinaten“ 
und auf die ,,Lichtgeschwindigkeit“ verlassen kann, und wie berechtigt 
es ist, nach einem invarianten Kennzeichen einer von der Metrik allein 
herriihrenden Rotverschiebung zu suchen. Die Lichtgeschwindigkeit 
hingt durchaus von den MaBeinheiten fiir Raum und Zeit, also 
von den zufallig benutzten Koordinaten ab. MifSt man die Zeit in 
jedem Punkte mit der ,Kigenzeit“, dann ist die Lichtgeschwindigkeit 
definitionsmaBig iiberall = 1. Die Einfiihrung einer universellen 
»kosmischen Zeit“ auf Grund statischer Uberlegungen ist im all- 
gemeinen gar nicht méglich, und wenn auch, so kommt ihr doch 
keine objektive Bedeutung zu. 

Wie eine Rotverschiebung auf invariante Weise festgestellt werden 
kann, ist bekannt!). Das folgt ja unmittelbar aus der Méglichkeit, ein 
leuchtendes Atom als Eigenzeituhr zu gebrauchen. Wir senden am 
Ort der Lichtquelle in zwei kurz aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 
je ein Lichtsignal ab und messen die inzwischen verstrichene Eigen- 
zeit t. Am Ort des Beobachters messen wir die Zeit t, zwischen 
dem Aufleuchten der beiden Signale, und zwar wiederum in Eigenzeit. 
‘Dann wissen wir, daB die beobachtete Frequenz v, einer von der 
Lichtquelle ausgesandten Spektrallinie sich verhailt zur Frequenz », 
derselben Spektrallinie am Beobachtungsort, wie die Zeit t, zur Zeit t,: 


Basie ute 
Pygtone f ) 


Diese physikalische Beschreibung ins Geometrische umgesetzt, be- 
deutet folgende Konstruktion (Fig. 1). 

In einem Punkt Py auf der Weltlinie der Lichtquelle (LZ) kon- 
struieren wir den zu ihm gehérenden Lichtkegel, also die Gesamtheit 
der von ihm ausgehenden geoditischen Nullinien. Und zwar kommt 
nur der nach oben geéffnete Nullkegel in Betracht. Ebenso verfahren 
wir von dem benachbarten Punkt Q) der Weltlinie ausgehend. Der 
Abstand dieser beiden Punkte sei ds). Die beiden Lichtkegel sollen 


1) Anmerk. b. d. Korrektur: Siehe H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 5. Aud. 
1923, Anhang III, 
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aus der Weltlinie des Beobachters (B) eine Strecke d s, herausschneiden. 
Dann ist das Verhiltnis der beobachteten Frequenz v) zur Eigen- 
frequenz ¥, bestimmt durch das Verhiltnis dieser beiden Linien- 
elemente: 

Vo dg 

aa | Oe (9) 
Kine Rotverschiebung (so wollen wir hier der Kiirze halber jede 
Verschiebung der Spektrallinien bezeichnen, auch wenn sie nicht 
gerade nach Rot zu erfolgt) wird also im allgemeinen auSer von der 
Lage der beiden Punkte P, und P, auch noch von der Richtung 
der beiden Linienelemente ds, (Lichtquelle) und ds, (Beobachter) 
abhingig sein. In der speziellen Re- 
lativitatstheorie, wo eine direkte ,,starre“ 
Streckeniibertragung von dem_ einen 
Punkt in den anderen erlanbt ist, kipnen ase 
wir das Linienelement ds, parallel mit 2 
sich in den Punkt P, verlegen und be- g, 
stimmen dann die Rotverschiebung 
allein aus dem Winkel, den die beiden 
Linienelemente einschlieBen und aus 
der Strahlrichtung. Physikalisch ergibt 
sich dieser Winkel aus der relativen 
Geschwindigkeit des Beobachters gegen- 
tiber der Lichtquelle und das Resultat 
der geometrischen Konstruktion Secueiné in physikalischer Inter- 
pretation in Form des Dopplerschen Prinzips. 

In der allgemeinen Relativitatstheorie ist eine solche Strecken- 
iibertragung unmittelbar nicht méglich. Auf alle Falle kénnen wir 
aber die Rotverschiebungen, die im selben Beobachtungspunkt P, bei 
verschieden orientierten Linienelementen ds, zustande kommen, genau 
so miteinander vergleichen, wie in der speziellen Relativitaétstheorie. 
Das heiBt die relative Rotverschiebung zwischen zwei Beobachtern, die 
bei derselben auBerhalb liegenden Lichtquelle gleichzeitig im selben 
Punkt, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten bewegt ihre Beob- 
achtungen machen, kiénnen wir, ebenso wie in der speziellen Rela- 
tivititstheorie, einfach aus dem Dopplereffekt berechnen. Denn hierbei 
kommt es nur auf die unmittelbare Umgebung des Punktes P, an 


Fig. ibs 


~ und da kénnen wir die Wellenfliche durch ihre Tangentialebene er- 


setzen und im Beobachtungspunkt die pseudoeuklidische MaSbestimmung 
einfiihren. Um also die Rotverschiebung im Punkt P, zu charak- 
terisieren, geniigt es, sie in einer bestimmten Orientierung des 
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registrierenden Linienelements ds, zu messen, in allen anderen Richtun- 
gen ergibt sie sich dann schon aus dem Vergleich mit dieser Richtung 
nach dem Dopplerschen Prinzip. Es fragt sich nur, welche Richtung 
wir hierbei als Normalrichtung zu wahlen haben. In der speziellen 
Relativititstheorie wihlen wir naturgemi8 einen Beobachter, der sich 
der Lichtquelle gegeniiber in Ruhe befindet, dessen Weltlinie also 
mit der Weltlinie der Lichtquelle parallel lauft. In dieser Richtung 
bekommen wir keine Rotverschiebung. Ist die Weltlinie der Licht- 
quelle keine Gerade, befindet sie sich also in beschleunigter Bewegung, 
so muB der Beobachter im Augenblick des Lichteintreffens in mo- 
mentaner Ruhe sein gegeniiber der Lichtquelle im Augenblick des 
Lichtaussendens. Es kommt also nur darauf 
an, daB die Strecke Py) Q@ — also das licht- 


aussendende Linienelement — der Strecke 
P,Q, — also dem registrierenden Linien- 
element — parallel gerichtet sein soll. 


Damit haben wir aber eine geometrische 

Eigenschaft festgestellt, die sich unverandert 

auch in die allgemeine Relativitatstheorie 

iibertragen l4Bt. Wir werden das Linien- 

Fig. 2. element ds,, durch welches die Rotverschie- 

bung am Beobachtungsort P, charakterisiert 

werden soll, parallel orientieren zum Linienelement ds) der Licht- 

quelle beim Lichtaussenden. Ein so gerichtetes Linienelement soll 
mit d6 bezeichnet werden. 

Wenn man auf einer zweidimensionalen Flache von einem Punkt P, 
aus eine Parallele ziehen will zur unendlich kleinen Strecke Py Qo, so 
verfahrt man folgendermafen. Man zieht von P, eine geoditische 
Linie nach Py und mit den Winkel y, den das gegebene Linien- 
stiick mit dieser geodatischen Linie einschlieBt. Tragen wir den- 
selben Winkel im Punkt P, auf, so haben wir die gesuchte parallele 
Richtung. In einem mehrdimensionalen Raum wird man so verfahren, 
daf man wieder die geoditische Linie Py) P, konstruiert und nun das 
Streckenstiick Po Q) lings dieser Linie immer mit sich parallel bleibend 
infinitesimal so lange verschiebt, bis man den Punkt P, erreicht hat. 
Auf alle Falle schlieBen die beiden parallelen Linienstiicke Py) @Q) und 
P,Q, denselben Winkel mit der geoditischen Linie P,P, ein. Fir 
die Rotverschiebung ist dieses Moment allein das ausschlaggebende. 
Die beiden Linienelemente dsp und ds, brauchen gar nicht parallel 
gerichtet zu sein, sie kénnen auch windschief stehen, wenn nur der 
Winkel, den sie mit der geoditischen Linie P,P, bilden, der gleiche 


a 
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ist. Alle diese Richtungen sind fiir die Rotverschiebung gleich- 
wertig, wie wir aus dem Folgenden erkennen werden. Tatsichlich 
bekommen wir ja keine relative Rotverschiebung zwischen zwei 
gegeneinander bewegten Beobachtern, wenn nur in der Strahlrichtung 
keine Geschwindigkeitskomponente vorhanden ist. Alle diese fiir die 
Messung einer Rotverschiebung gleichwertigen Beobachter haben die 
gemeinsame Eigenschaft, da&8 sie alle denselben Winkel mit der 
geodatischen Nullinie P) P,; einschlieBen. Allerdings hat dieser Winkel 
unmittelbar keinen Sinn. Denn der Kosinus des (imaginiren) Winkels, 
bezogen auf cine Nullinic, wird fiir alle Richtungen unendlich grof. 
Wir kénnen aber in der unmittelbaren Umgebung von Py, jedoch 
unterhalb des Nullkegels einen Punkt Pj wihlen, und die geoditische 
Linie nicht nach Pj, sondern nach Pj ziehen. Nun kénnen wir fiir 
zwei verschieden gerichtete Linienelemente ds, und ds, im Punkt P, 
die mit dieser Hilfslinie gebildeten Winkel y, und y, bestimmen und 
den Quotienten bilden: 
cos 
4 (6) 

Dieser Quotient nihert sich einem bestimmten Grenzwert, wenn 
Pj in Py hineinriickt. Ist insbesondere dieser Grenzwert — 1, so 
wollen wir dafiir den Ausdruck gebrauchen: ,ds, und ds, bilden mit 
der Nullinie ) P, gleiche Winkel.“ Genau so lassen sich auch die 
beiden Winkel miteinander vergleichen, den einerseits dsp im Punkt Po, 
andererseits ds, im Punkt P, mit der Nullinie Py) P, cinschlieBen. 

Die ganze geometrische Konstruktion, die wir zur Ausmessung 
einer Rotverschiebung bendtigen, spielt sich eigentlich in einer zwei- 
dimensionalen Fliche ab. Wir kénnen uns durch die in Frage kommenden 
Linien ds), Py P,, ds, einen unendlich schmalen Streifen einer zwei- 
dimensionalen Flache gelegt denken und haben dann den groSen 
Vorteil, ein blo8 zweidimensionales Problem vorliegen zu haben. 
Weiterhin zeigt sich dann der gliickliche Umstand, da8 die Gleichung 
der geoditischen Linie, soweit sie fiir unser Problem in Frage kommt, 
direkt integrierbar ist. 

In der uns interessierenden zweidimensionalen Flache denken wir 
isometrische Koordinaten cingefiihrt, so da8 das Linienelement in 


foleender Form erscheint: 


ds*e =) GAde =), AT) 
Nun wollen wir zeigen, daS eine Kurve, welche der Gleichung: 
dy =1—éG (8) 
da 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XVII. 13 
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geniigt — wobei é eine unendlich kleine, positive Konstante bedeuten 
soll —, eine geoditische Linie darstellt. 
Wir haben jetzt unter Vernachlassigung relativ unendlich kleiner 


GréBen: _ dx l | 
x eed Fe oes a 
aie: 26G 
ili, (9) 
causa ie” ae! | 
a= * 
SEES EE: 


Die Gleichung einer geodatischen Linie lautet fiir die «- -Koordinate= 

se faa ap a. (10) 

Differenzieren wir die erste der Gleichungen (9) nach ds logarith- 
misch, so erhalten wir: 


Sy 1 OG 
eee’ 3 x ct he oy? i). ai 
Andererseits haben wir bei der Form ne des Linienelementes: 
| kn a Gz a Sits 0G :). 
1 hie ee 428 eYr ay (12) 


Nun diirfen wir aber bei Sot der Gleichungen (9) 
a == y setzen und die rechte Seite von (12) in folgender Form schreiben: 


a (Gat + 399): 


Ein Vergleich mit Gleichung (11) zeigt, daB die Gleichung (10) 
tatsaichlich erfillt ist. Genau so kénnen wir mit der y-Koordinate 
verfahren 1). 


1) In exakter Formulierung haben wir die Gleichung (8) als eine nach Po- 
tenzen von € ansteigende Reihenentwicklung aufzufassen, deren hdhere Glieder 
wir vernachlassigt haben. Die Berechtigung zu dieser Reihe entnehmen wir 
folgendem Umstande. Die Integration der Gleichung ftir die geod&tischen Linien 
ergibt, wenn wir w als unabhingige Variable betrachten, y als Funktion von x 
und zwei Parametern (Integrationskonstanten) « und 


y = f(&, « B). (a) 
Entwickeln wir diese Funktion von # um den Parameterwert 6 = fy herum 


in eine Taylorsche Reihe, indem wir f = fy) -+ € setzen, so resultiert eine Reihe 
folgender Form: 


y= X+eX+2X+--:, (b) 
wobei Xo, X,... Funktionen von @ sind. Diese Gleichung stellt eine Schar 
von geodatischen Linien yor, welche der geodadtischen Linie: 

y = Xp 
benachbart ist. Durch Differentiation nach x (angedeutet durch einen Punkt oben) 
kommt: dy : é : 
fe = XoteMpe hype: poate 


: 
~ 
‘ 
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Setzen wir in Gleichung (8) ¢ = 0, so erhalten wir die geo- 
datischen Nullinien: 
dy 
dae 
y—® = const. (13) 


Wir sehen also, daf die Kurven (8) tatsiichlich die zu den geo- 
datischen Nullinien benachbarten geodatischen Linien darstellen, die 


Wir haben fiir den uns interessierenden Fall Xo —— Xs = 1 gesetzt, was 
gestattet ist, da die Nullinie: y — & tatsachlich zu den geoditischen Linien 
gehort. 


Fiihren wir nun diese Reihe in die Gleichung 10 ein, so entsteht links 
und rechts je eine unendliche Reihe nach Potenzen von € ansteigend und durch 
Gleichsetzen der entsprechenden Koeffizienten auf beiden Seiten bekommen wir 
Bestimmungsgleichungen fiir X,, Xy,... Die Reihe fangt noch vor dem ab- 
soluten Glied mit 1/e an, und das Nullsetzen dieses Koeffizienten ergibt folgende 
Beziehung: 


= 0, (d) 


also: 
2G abe (e) 
Die Konstante « muS negativ gewahlt werden, damit wir ein reelles Linien- 
element bekommen. 
Die Reihe (c) fangt also mit G proportional an und das ist gerade die Aus- 
sage der Gleichung (8). Dabei mu die letzte Gleichung — da die Funktion G 
auch y enthalt, wihrend X, nur yon & abhingig ist — folgendermafen ver- 
standen werden: : 
X, (x) = « (G(x, y)), = «- (£) 
Es gibt eine Klasse von Flachen, die sogenannten , Liouvilleschen Flaichen “ 
(siehe z. B. Bianchi-Lukat: Vorl. iib. Diff.-Geometrie, 8. 171, 1899), bei denen 
die Gleichung der geodatischen Linien vollstandig integrierbar ist, so da8 wir das 
Bestehen unserer obigen Beziehung unmittelbar demonstrieren kOnnen. Das 
Linienelement hat hier folgende Form: 
ds? = (U—V) (du? — dv), 
wobei U eine reine Funktion von u, V eine reine Funktion von v pedeutet. Alle 
Rotationsflachen gehéren zu dieser Gattung von Flachen, also auch das im folgenden 
untersuchte Schwarzschildsche, de Sittersche Linienelement, insofern der 
Radiusvektor und die Zeit allein als Veranderliche betrachtet werden. Das erste 
Integral fiir die Gleichung der geodatischen Linien lautet hier: 
dui dv? 
iteU i1+eV 


dv iteV ; 
du =f: +eU 
Entwickeln wir die rechte Seite fiir kleine € in eine Potenzreihe, so haben wir: 
av 1-2 (-V)+- 
Der Faktor von € ist demselben ea V proportional, welches auch in der 
MaSbestimmung als Faktor auftritt, und unserem friiheren G entspricht. 
13% 


Also: 
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wir fiir unsere Konstruktion gerade benétigen. Bestimmen wir den 
Winkel, den ds, bzw. ds, mit einer solchen Linie einschlieBen. 
Wir charakterisieren diese Linienelemente durch die Differentiale 
dé, dno baw. d&,, dy, und setzen noch der Einfachheit halber: 
dy dy 
— = —— == q. 14 
den | sede tale o (14) 
Nach den allgemeinen Grundformeln der Flachentheorie haben 
wir fiir den Kosinus des Winkels y, den die beiden Richtungen p und 
q miteinander einschliefen, folgende Beziehung: 


Le: (15) 
Vyi—p? yi—¢@ 
Setzen wir aber den Wert von p aus Gleichung (8) ein, so re- 


Pn 1 Lane 
cos f= a ‘ 16 
z y2eG Yl—q? y2e}7 & (1+4Q) (18) 


Wir haben dabei die relativ unendlich kleinen Gréfen vernach- 
lassigt. Jetzt kénnen wir den Quotienten (6) bilden in bezug auf 
das Linienelement ds, und ds, und erhalten bei Grenziibergang auf 
== 0: 


cosy = 


sultiert: 


eee | ea Dito art: A (17) 
COB 7/1 Go(1 +40)" G,(1+4) 

Gy und G, sollen hierbei den Wert von G bedeuten im Punkte 
Py bzw. P,. 

Nun berechnen wir andererseits noch die beiden Langen ds) und 
ds,, auf die es bei der Rotverschiebung ankommt. Sie bestimmen 
sich dadurch, daS wir in der durch g, bzw. g, vorgeschriebenen 
Richtung so lange vorwartsschreiten, bis wir eine benachbarte Null- 
linie treffen. Wir haben: 


ds) _ d& ete 
d Sy aé, Gy (1 — qi) 


Aus der Gleichung (13) fiir die Nullinien entnehmen wir aber 
folgenden Zusammenhang zwischen den Differentialen: 


déo—dn, = di, —dn, (19) 


d&> (1 — qo) = 4&, (1 — mH). 
Bei Beriicksichtigung dieser Beziehung erhalten wir fiir (18): 


(18) 
oder: 


ef ee ees 1a 
as, PGO+a) V &O+ a) OP) 


a i i 
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Ein Vergleich mit Gleichung (17) zeigt unmittelbar das Bestchen 
folgender Beziehung: 
dsy COS 7; 
ds, 008 Yo’ a 
wodurch wir schlieBlich fiir das Verhiltnis der beobachteten Frequenz 
zur Kigenfrequenz za folgendem einfachen Resultat gelangen: 

Yo et 2 i (22) 
Vv; COS Yo 
Eine Verschiebung der Spektrallinien hangt allein ab von 
den beiden Winkeln, den einerseits das lichtaussendende 
Linienelement, andererseits das registrierende Linienelement 
mit ihrer Verbindungsgeraden einschliefen. 

Besteht insbesondere Parallelitat der beiden Richtungen, so sind 
die beiden Winkel gleich, der Quotient auf der rechten Seite = 1, 
es tritt keine Rotverschiebung auf. In Fig.2 ist also ds = do, die 
zwischen benachbarten Nullinien gezogenen Parallelen 
haben alle dieselbe Lange. 

Die Gleichung (22) gilt in der allgemeinen Relativititstheorie 
genan so, wie in der speziellen. Es ist gar kein prinzipieller Unter- 
schied zu beobachten, ob die Geometrie euklidisch ist oder nicht. 
In der speziellen Relativitaétstheorie deuten wir aber die Verschiebung 
der Spektrallinien als Dopplereffekt. Genau das gleiche kénnen wir 
auch in der allgemeinen Relativitatstheorie tun, da die Rotverschiebung 
auch hier durch dieselben Gréfen bestimmt wird. Wir miissen uns 
nur vergegenwartigen, daB die Aussage: ,Ein gegeniiber der Licht- 
quelle ruhender Beobachter“ so viel zu bedeuten hat, daB das beob- 
achtende Linienelement dem lichtaussendenden Linienelement parallel 
gerichtet ist. 

Wir kommen also zu folgendem merkwiirdigen Ergebnis: 

Es gibt keine von der Metrik herriihrende Rotverschie- 
bung. Jede Rotverschiebung ist als Dopplereffekt zu deuten, 


Die Rotverschiebung der Sonnenlinien auf der Erde ist also nicht 
so aufzufassen, als wiirde zum Dopplereffekt noch ein ,Gravitations- 
effekt“ hinzukommen, sondern so, daf der ,wahre“ Dopplereffekt ver- 
schieden ist von dem ,scheinbaren“, den man berechnet, wenn man 
die Weltlinien in einem pseudoeuklidischen Raum aufzeichnet. Im_ 
- euklidischen Raum sind die zu einer Geraden gezogenen Parallelen 
auch selber gerade Linien. In einer nichteuklidischen Geometrie ist 
das nicht mehr der Fall, wegen Nichterfiillung des ,fiinften euklidi- 
schen Postulats“. Durch die Wirkung der Sonne werden die parallelen 
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Linien aus ihrer Richtung abgebogen, so da8 die statischen Welt- 
linien keine Parallelen mehr sind, vielmehr einen Winkel mit diesen 
bilden, was zu einem Dopplereffekt Veranlassung gibt. Die Beob- 
achtung der Rotverschiebung der Sonnenlinien ist also eigentlich als 
Kriterium aufzufassen fiir das Bestehen oder Nichtbestehen des eukli- 
dischen ,,Parallelenaxioms“, 

Wir wollen diesen Fall des statischen kugelsymmetrischen Gravi- 
tationsfeldes noch etwas genauer diskutieren, indem wir den Verlauf 
der in Frage kommenden Parallelen, die wir kurz als ,,Nullparallelen“ 
bezeichnen wollen, tatsichlich bestimmen. Wegen der Kugelsymmetrie 
fallen sie in eine Ebene, die durch irgend eine konstante raumliche 
Richtung und die Zeitachse gelegt werden kann und sind sie darum 
in der Zeichenebene vollstandig darstellbar. In dieser Ebene gilt 
auBerhalb der Sonne das Schwarzschildsche Linienelement: 


, 
de — a—<) apse. (23) 
Yr a 


ee 
= 
Wir fragen also nach denjenigen Linien, welche die von der auf 
der Sonnenoberflache befindlichen Lichtquelle ausgehenden Nullinien 
iiberall unter demselben Winkel schneiden, wie die Weltlinie der Licht- 
quelle selber. Um unsere Formeln anwenden zu kénnen, miissen wir 
erst isometrische Koordinaten einfiihren, also an Stelle des Radius- 
vektors r eine Variable w, die folgendermafen definiert ist: 


dt = (24) 


Ihre explizite Einfiihrung ist jedoch nicht erforderlich, da wir an 
Hand dieser Gleichung immer wieder auf r zuriickgreifen k6nnen. 
Die Bedingung fiir eine Nullparallele ist, da8 der Quotient 


COs 7; 
COS V9 


iiberall = 1 


sein soll. Setzen wir diesen Wert in Gleichung (17) ein, so bekommen 
wir die Differentialgleichung der Nullparallelen in folgender Form: 


glee sl 1 — 9 
Gitg Gl+q% 
In unserem Fall haben wir nun: 


(25) 


04 
d = 0, ct Mig Serene 
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wenn wir mit R die Entfernung der Lichtquelle vom Mittelpunkt — 
also den Radius der Sonne bezeichnen. Der Einfachheit halber wablen 
wir diese Entfernung als Lingeneinheit, setzen also: 


ees Ts 


Die Elimination yon q aus Gleicbung (25) ergibt foleende Differential- 


gleichung: one 
Qe oe = : as as oC : : (26) 
dt) _ aw at ox 
r 1, 


die wir durch eine einfache Quadratur lésen kénnen und erhalten: 
(2—«)r + 21g (r—1) — &? lg (r — ax) + wt = const. (27) 
Fiir schwache Felder kénnen wir setzen: 


t= C—[r+lg@r—1)} (28) 


Diese Kurven sind in Fig.3 aufgetragen. Lings dieser Kurven findet. 
nirgends eine Rotverschiebung statt. Sie reprisentieren die Welt- 
linien eines Beobachters, der hier als 
»der Lichtquelle gegeniiber in relativer 8 ne 
Ruhe befindlich“ betrachtet werden 4, Ss 
kann. Wir erkennen, da dic stati- Voy \ 
schen Weltlinien diese Parallelen unter 6 
einem zeitlich konstanten Winkel schnei- 
den, der mit zunehmender Entfernung 
zunimmt und rasch -einem bestimmten 4¥ 
Grenzwert zustrebt. Und zwar sind 

die Parallelen nach Innen gebogen, 

die Erde hat eine von der Sonne weg- Z 
gerichtete Geschwindigkeit gegentiber 


einem ,ruhenden“ Beobachter. Der if 
-Dopplereffekt aufert sich also in einer a) : . 
Verschiebung nach Rot. Wollen wir fa ea 


unsere Figur auf das Sonnensystem an- Fig. 3. 
wenden, so hat eine Einheit der Abszisse 
eine Entfernung von 6,95.10!°cm zu bedeuten (Radius der Sonne), 
eine Einheit der Ordinate eine Zeit von 1,12.10%sec. Die Erde liegt 
in einer Entfernung von r = 215. 

Bei eincr Umkehr der Zeitachsenrichtung wiirden wir die ‘Nal: 
parallelen in bezug auf konvergierende Lichtwellen erhalten. Die Null- 
linien a und b in Fig.4 Eches dann in die Nullinien a’, b’ tiber. 
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Gerade diese Nullinien kommen aber bei der Konstruktion der Rot- 
verschiebung in Frage, wenn die Lichtquelle auf der Erde (2), der 
Beobachter auf der Sonne (S) aufgestellt sind. Aus der Richtung 
der Nullparallelen erkennen wir, daS jetzt die Bewegung der Erde 
der Sonne zugerichtet ist, auf der Sonne miiften wir also einen 
Violetteffekt beobachten, — wie das wegen des statischen Charakters 
des Feldes auch aus unmittelbarer Uberlegung folgt. 

Nach diesen allgemeinen Erérterungen wollen wir uns unserer 
urspriinglichen Frage zuwenden und die Rotverschiebung in der 
de Sitterschen Welt berechnen. Wir wollen aber vorerst die Be- 
merkung vorausschicken, da8 die Untersuchung dieser Frage von der 
Frage des ,,Massenhorizontes“ durchaus unabhangig 
ist. Darum mdéchte ich, was den letzten Punkt 
anbelangt, einige Erginzungen zu meinen friiheren 
Darlegungen zum SchluB dieser Arbeit verschieben. 

Ich hatte in meiner Arbeit in der , Physika- 
lischen Zeitschrift“ zur Untersuchung der Singu- 
laritét am Aquator einen schmalen Streifen zwischen 
den Breitengraden ® —-+¢ herausgeschnitten und 
die beiden zuriickbleibenden Kalotten zusammen- 
geschoben. Dabei entsteht eine Kante, die physi- 
kalisch einem Massenhorizont gleichkommt. Es 
zeigt sich dann, daB die auftretende Massendichte 
unbegrenzt wachst, wenn die Zonendicke unbe- 
grenzt abnimmt. Aus der ,Entgegnung“ des 
Herrn Weyl?) geht hervor, wie der von ihm -unter Voraussetzung 
einer inkompressiblen Fliissigkeit berechnete Massenhorizont zustande 
kommt. Die herausgeschnittene Zone hat dann eine Breite von +459. 
Dieser Umstand beweist offenbar, da8 die Annahme einer inkom- 
pressiblen Flissigkeit zur Untersuchung der Singularitéit am Aquator 
nicht geeignet ist, denn diese kann sich nur auf die unmittelbare 
Umgebung der Singularitat beschrinken. Aber ganz abgesehen davon, 
welche Massendichte wir um den Aquator herum annehmen, kénnen 
wir a priori zeigen, daB diese Masse nur fiir den Zusammenhang der 
Welt im Grofen in Frage kommt, sich aber sonst vollstindig inaktiy 
verhalt, keinerlei Fernwirkung ausiibt, nimlich ein Gebiet, welches 
auberhalb des Massenhorizontes fallt, in keinerlei Weise beeinfluBt. 
Wir kénnen die Verhaltnisse an Hand eines zweidimensionalen Beispiels 
klarlegen. In zwei Dimensionen reprisentiert die Kugel die masse- 


1) Siehe Phys. ZS. 24, 130, 1923. 
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leere Liésung der kosmologischen Gleichungen bei Annahme eines 
positiv-definiten Linienelements. Schneiden wir um den Aquator 
herum eine Zone heraus, so entsteht nach Zusammenschieben der ge- 
trennten Teile eine Kante, physikalisch gesprochen ein Massenhorizont }). 
Fir irgendwelche geometrische Beziehungen aber zwischen beliebigen 
Punkten, die auBerhalb des herausgeschnittenen Streifens auf derselben 
Seite der Kugel liegen, ist es vollstindig gleichgiiltig, ob in der Mitte 
eine mehr oder weniger scharfe Kante — eine grifere oder kleinere 
Massendichte — vorhanden ist oder nicht. Diese spielt lediglich nur 
fiir die Fliche als Ganzes eine Rolle. Genau so ist es aber mit der 
de Sitterschen Welt bestellt. Solange wir nur in einem Ausschnitt 
der Welt geometrische Ausmessungen machen — wie auch bei der 
Beobachtung der Rotverschiebung —, ist es durchaus gleichgiiltig, ob 
dieser Ausschnitt in eine kleinere oder gréSere Umgebung ein- 
gebettet ist. Nun ist ja die ganze de Sittersche Welt nur ein 
Ausschnitt aus der Oberfliche einer fiinfdimensionalen Pseudokugel, 
die sicherlich iiberall homogen und masseleer ist und nirgends im 
Endlichen eine Singularitaét zeigt. Solange es sich nur um die Be- 
wegung von Massen lings geodiatischer Linien oder auch um die 
Lichtemission handelt, ist es, soweit nur Punkte in Frage kommen, 
die auf derselben Seite des Massenhorizontes liegen, vollig irrelevant, 
ob wir das betreffende Gebiet als Teil der de Sitterschen Welt be- 
trachten oder als Teil der Pseudokugel. Der Massenhorizont der 
de Sitterschen Welt kann also bei diesen Erscheinungen sicher keine 
Rolle spielen. 

Die Geometrie der Pseudokugel ist fiir die kosmologischen 
Gleichungen als Unterlage der Weltmetrik zu betrachten unter der 
Voraussetzung, da8B die durchschnittliche Massendichte der Welt ge- 
niigend klein ist. Sie spielt also fiir die kosmologischen Gleichungen 
dieselbe Rolle, wie die pseudoeuklidische Geometrie fiir die urspriing- 


lichen Feldgleichungen bei unendlich schwachen Gravitationsfeldern. 
- Der dem kosmologischen Glied entsprechende Kriimmungsradius der 


ee ee 


Psendokugel mu8 also hinreichend klein sein, damit die kosmische 
Massendichte klein sein kann gegeniiber derjenigen Dichte, welche 
zur Einsteinschen Zylinderwelt fiibren wiirde, und welche bekanntlich 
durch die Beziehung elie 

0 = Ri 

1) In der Ebene verschwindet der eigentliche Materietensor: 
Tip = Rip — V0 Gin B : 7 

identisch. Bei allen Analogieschliissen, wo wir die Ebene heranziehen, mitssen 
wir darum nicht diesen Tensor, sondern den Kriimmungstensor A, selber als 


Materietensor der Ebene betrachten. 
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gegeben ist, wenn @ die im natiirlichen MaB gemessene Massendichte 
bedeutet und R den Kriimmungsradius des Raumes. 

Die relativen Geschwindigkeiten der Sterne gegeneinander sind 
verhiltnismibig klein, so daS ihre Weltlinien im euklidischen Raum 
im Durchschnitt als parallele Geraden erscheinen. Man kann sagen, 
wir haben es mit einem Biindel von Geraden zu tun, die sich im 
Unendlichen schneiden. Auf der Kugel entspricht diesem System 
von Geraden offenbar ein Biindel von geoditischen Linien, die sich 
in den zwei entgegengesetzten Polen der Kugel schneiden. (Bei der 
Pseudokugel fallen diese Pole in die unendlich ferne Vergangenheit 
und Zukunft.) Setzen wir also die kosmologischen Gleichungen 
voraus, so werden die Weltlinien der Sterne einem solchen Biindel 
zugehéren. Wir kénnen jetzt von vornherein vermuten, daf eine Rot- 
. verschiebung auftreten wird,.wenn Lichtquelle und Beobachter diesem 
System angehéren. Denn wenn wir auf der Kugel zwei Meridian- 
kreise mit einem dritten schneiden, so entstehen wegen Nichterfiillt- 
sein des Parallelenaxioms im allgemeinen zwei ungleiche Winkel. 

Im euklidischen Raum legen wir natiirlicherweise die Richtung 
der Zeitachse zu den Weltlinien der Sterne parallel. Diese werden 
dadurch zugleich zu Parameterlinien und die universelle Zeit fallt 
mit der EKigenzeit der Sterne zusammen. Auch auf der Kugel wird 
es zweckdienlich und naturgem48 sein, ein Ahnliches Koordinaten- 
system einzufiihren, namlich das entsprechende System geodatischer 
Linien als Parameterlinien zu wahlen und ihre Eigenzeit — also ihre 
Bogenlange — zugleich als universelle Zeitvariable. Wir erreichen 
das, indem wir auf der fiinfdimensionalen Pseudokugel: 

a? + y? + 22+ v8 — ot = 1, 
deren Radius wir der Einfachheit halber = 1 gesetzt haben, an 
Stelle der de Sitterschen Koordinaten Polarkoordinaten einfiihren 
durch folgendes Gleichungssystem 2): 


x = cositsin p sin v sin x, 


y = cositsin®@ sin p cos x, 

2 = cositsin® cosy, (29) 
U = cosit cos g, 

40 = init. 


Die statischen Koordinaten de Sitters sind x, y, ¢ und eine Zeit- 
koordinate ¢, die durch folgende Gleichungen eingefiihrt wird: 
u = cositsin D, 
sat Si 30 
iv = sinit sin, (30) 


1) Siehe meine Arbeit in der Phys. ZS. 28, 539, Spalte 2, Anm. 2. 


—— a 
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wenn ® gegeben ist durch die Beziehung: 
cosD — a2 + y+ 22, (31) 


In den durch Gleichung (29) eingefiihrten Polarkoordinaten er- 
scheint das Linienelement. der Welt in folgender Form: 
ds? = dt® — Goj?t (dg? + sin?gdy?+ sin? sin?vdy?). (32) 
t bedeutet jetzt die Zeit, g, wv, y raumliche Polarkoordinaten. Die 
einzelnen Sterne ruhen in diesem System, da ihre raamlichen Koordi- 
naten zeitlich unverandert bleiben. Der Kriimmungsradius des Raumes 
andert sich aber mit der Zeit nach dem Gesetz: 
ew*te-t 


2 


R= Sojr-— (33) 
Er nimmt, von einem unendlich groBen Wert ausgehend, fiir negative 
Zeiten monoton ab, bis zu einem Minimum — 1 im Zeitpunkt r — 0, 
um dann wieder monoton ins Unendliche zu wachsen. Diese Kon- 
traktion und Expansion des Kriimmungsradius mit der Zeit wiirde 
iibrigens unserer unmittelbaren Beobachtung insofern entzogen sein, 
als auch unsere Langenmafe im selben Sinne verindert werden. Bei 
Ausmessung des Raumes mit Hilfe von starren MaBstaiben wiirden 
wir die spharische Geometrie realisiert finden mit einem bestimmten 
konstanten Kriimmungsradius R. Die Welt wiirde einen ,statischen“ 
Eindruck machen, solange keine Geschehnisse in Frage kommen — 
z. B. Lichtsignale —, die einen Vergleich zwischen zwei verschiedenen 
Zeitpunkten erméglichen. 

Wegen der viélligen Homogenitaét aller raumlichen Richtungen 
kénnen wir den Pol unseres raumlichen Koordinatensystems in die 
Lichtquelle verlegen, und offenbar kommt es fiir die Untersuchung der 
Lichtausbreitung allein auf die Ebene an, welche durch den Radius- 
vektor m und die Zeit t gelegt werden kann. Wir kénnen uns also 
auf das Linienelement: 

ds? = dt? — cos?itd g? 
beschranken. Um auf isometrische Koordinaten zu kommen, setzen wir: 


c= lg tg 3 (34) 


und haben dann: l 
(d@?—d op). 


ast =— 


sin? @ 


‘Nach der Definition der Rotverschiebung erhalten wir jetzt unter 


Benutzung unserer friiheren Bezeichnungen: 
My dS sin@, 
Vw 352 BEEN 
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Aus der Gleichung fiir die Nullinien folgt aber die Beziehung: 
@, = + Pry 
es wird also: 
v sin (@ : , 
= eee sin (yt) = COs P, + cotg @, sin gj. (35) 
V; SIN Gp 
Wenn wir den geoditischen Abstand des Beobachters von der Licht- 
quelle mit a bezeichnen, und den Zeitpunkt des Lichtaussendens mit 
T, dann ist 


a 
Yi == R? 
1 , 
Coty M) = — 5 (e% — e—%) — — Sint. 

Wir erhalten also: 

Vo a oir h pee iy 

— = cos*—=— sin = Sint. 36 

V; R R 0 ( ) 


Aus dieser Gleichung erhellt, da8 die Verschiebung der Spektral- 
linien nicht allein durch die gegenseitige Entfernung des Beobachters 
von der Lichtquelle bestimmt wird, sondern auch zeitlich verianderlich 
ist. Der Grund hierfiir ist leicht einzusehen. Fiihren wir solche Ko- 
ordinaten ein, daB das Feld in einem hinreichend kleinen Gebiet als 
stationar und zugleich unendlich schwach erscheint, so befinden sich 
die Massen in diesem System in beschleunigter Bewegung. Die gegen- 
seitige Geschwindigkeit der Sterne und der dadurch hervorgerufene 
Dopplereffekt ist nicht konstant, sondern zeitlich veranderlich. In den 
de Sitterschen statischen Koordinaten liegen die Verhiltnisse ins- 
besondere folgendermafen. Dem Zeitpunkt t = 0 in Polarkoordinaten 
entspricht zugleich der Zeitpunkt ¢ = 0 im statischen System [siehe 
die letzte Gleichung in (29) und (30)]. In diesem Augenblick befinden 
sich alle Massen in momentaner Ruhe. Nach diesem Zeitpunkt streben 
die Sterne geradlinig vom Mittelpunkt weggerichtet mit wachsender 
Beschleunigung dem Aquator zu, als wiirde sich dort eine scheinbare 
anziehende Masse befinden. Die gegenseitige Geschwindigkeit der 
Sterne ist voneinander weggerichtet, so daB der Dopplereffekt sich in 
einer mit wachsender Zeit zunehmenden Rotverschiebung 4uBern muB. 
Tatsichlich folgt das auch aus unseren Formeln, denn fiir positive 
Zeiten liegt 2) zwischen = und z. Vor dem Zeitpunkt t = 0, also 
fiir negative Zeiten, findet derselbe ProzeB in umgekehrter Reihen- 
folge statt. Die Sterne riicken vom Aquator her dem Mittelpunkt zu, 
-wobei ihre Geschwindigkeiten gebremst werden, bis sie schlieBlich im 
Augenblick ¢ = 0 zur Ruhe kommen. Die gegenseitigen Geschwindig- 
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keiten sind jetzt einander zu gerichtet, , liegt zwischen 0 und 5 und 


wir bekommen tatsichlich fiir kleine Entfernungen eine Violettver- 
schiebung. Diese wichst mit zanehmender Entfernung bis zu einem 
Maximum, nimmt dann bis 0 ab und geht schlieBlich fiir noch gréBere 
Entfernungen in eine Rotverschiebung iiber. Fiir gréBere Entfernungen 
kommt aber unsere letztere Uberlegung ohnehin nicht in Frage. Wir 
haben ja nur den ,scheinbaren“ Dopplereffekt betrachtet, der sich 
unter Zugrundelegung einer pseudoeuklidischen Mafbestimmung er- 
geben wiirde. Der Unterschied gegeniiber dem ,wahren“ wird um so 
gréBer, je weniger man das Feld als unendlich schwach betrachten darf. 

Wollen wir unser in Gleichung (36) ausgesprochenes Resultat von 
Polarkoordinaten in statische Koordinaten umsetzen, so ist es am zweck- 
miBigsten, die raumliche Lage des Beobachters zur Lichtquelle im 
Zeitpunkt ¢ = 0 zu fixieren, da sich ja jetzt sowohl Lichtquelle wie 
Beobachter in Bewegung befinden, ihre Lage also zeitlich veriinderlich 


ist. Wir haben dann an Stelle des sphirischen Winkels » folgenden 
Ausdruck zu setzen: 


a 
See = qo Ly + YoYi + 2 %1 + Uy th, 
oder, wenn wir die euklidisch gemessene Entfernung mit r bezeichnen: 


Yr = es tes pa 


und anBerdem Gleichung (30) beriicksichtigen, so erhalten wir: 


a 2 2 2 
cose = Mor cos # + Y1—r? yi—r2. (37) 
® bedeutet hierbei den euklidisch gemessenen Winkel zwischen den 
beiden Richtungen 7, und r; Dann ist noch der in Eigenzeit ge- 
messene Zeitpunkt t) des Lichtaussendens auf die statische Zeitvariable 
umzurechnen. Hierzu dient folgende Formel: 


Tang t = Yl —r2 Tang ty. (38) 


Mit Hilfe dieser Beziechungen kann man mit Leichtigkeit die Polar- 
koordinaten durch statische ersetzen. 


Zam Schlusse méchte ich noch kurz auf die Singularitat am 
Aquator eingehen und meine Betrachtungen in der »Physikalischen 
Zeitschrift“ in einigen Punkten erginzen und zugleich berichtigen. 
Wir fragen ganz allgemein: Was ist die Bedingung dafiir, da wir 
den Punkt P einer Fliche als regular betrachten diirfen? Die Ant- 
wort auf diese Frage lautet folgenderma8en: 
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Es muS méglich sein, ein Koordinatensystem einzufiihren, in 
welchem dem Flichenpunkt P ein Koordinatenpunkt K entspricht, der 
folgenden beiden Bedingungen geniigt: 

a) Simtliche g;;,-Funktionen samt allen ihren ersten Ableitungen 
sind im Punkt K stetig und differenzierbar mit nicht ver- 
schwindender Determinante g. 

b) Jedem Punkt in der vollstindigen Umgebung des Koordinaten- 
punktes K mu ein und nur ein Punkt entsprechen in der 
Umgebung des Flachenpunktes P. 

Dabei miissen wir noch etwas genauer interpretieren, was wir 
unter der ,vollstandigen Umgebung eines Koordinatenpunktes* zu 
verstehen haben. Bei einem positiv-definiten Linienelement bedeutet 
das das Innere einer um den Punkt K geschlagenen (euklidischen) 
Kugel, deren Radius beliebig klein sein kann1). Bei dem von der 
Natur vorgeschriebene Linienelement von hyper- 
boloider Beschaffenheit sind aber nicht alle aus K 
ausgehenden Richtungen auch geometrisch még- 
lich. In einer Richtung, welche auBerhalb des Null- 
kegels fallt, wird das Linienelement imaginar — 
eine solche Fortschreitungsrichtung ist also un- 
moglich (Uberlichtgeschwindigkeit). Die  voll- 

Fig. 5. standige Umgebung des Punktes K besteht also 

jetzt aus der Gesamtheit aller benachbarten Punkte 

in Richtungen, die innerhalb der beiden nach oben und unten ge- 
éffneten Nullkegel liegen, wie in Fig. 5 angedeutet. 

Wegen der Kugelsymmetrie der de Sitterschen Welt geniigt 
es fiir unsere Untersuchung, nur den Radiusvektor r (oder die geo- 
graphische Breite ®) und die Zeit ¢ als Variable zu betrachten. Wir 
haben dann das Linienelement: 

—ds? = d®— sin? Dd t2. (39) 

Um eine klare Ubersicht tiber die Verhiltnisse am Aquator (® = 0) 

zu bekommen, wollen wir an Stelle der statischen Koordinaten die 

durch Gleichung (30) bestimmten Koordinaten 4 und v als Variable 

benutzen: u = sin D Gof sl 
v = sin® Sint. 


1) In meiner Arbeit habe ich die irrtiimliche Ansicht ausgesprochen, daB 
die Spitze eines Kegels (oder auch der Berithrungspunkt zweier Kugeln) nicht 
als singulire Stelle aufzufassen sei. Ich dachte an die Abwickelbarkeit in die 
Ebene und dadurch bedingte Regularitaét des Linienelementes. In Wirklichkeit 
macht sich der singuliire Charakter einer Spitze auch differentialgeometrisch 
bemerkbar, indem es nicht gelingt, diesen Punkt ins Innere eines regularen 
Koordinatensystems zu verlegen. 


(30) 
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Das Linienelement transformiert sich dann in die Form: 
(vdv—udu)? 
Fake sane 
und bleibt auch am Aquator (w = v) regulir. 

Die Parameterlinien ¢ = const sind jetzt durch den Mittelpunkt 
gehende Geraden geworden, die Parameterlinien © — const gleich- 
seitige Hyperbeln mit den gemeinsamen Asymptotenlinien ¢ —= + oo. 
Diese Asymptoten reprasentieren gleichzeitig auch die entartete Hyperbel 
® = 0, also den Aquator. Da dessen Erreichen somit mit der Zeit 
+ co verbunden ist, hat man den Aquator als ,unerreichbar“ bezeichnet. 
Jedoch mit Unrecht. Denn ein Punkt ist darum noch nicht unerreichbar, 
weil eine seiner Koordinaten unendlich wird. Wenn man auf der 
Kugel von Polarkoordinaten zu isometrischen iibergeht, so wird die 
eine Koordinate des Gegenpols unendlich groB, trotzdem dieser Punkt 
nichts Unerreichbares oder Singulires an sich hat. Wirklich unerreichbar 
ist ein Punkt nur dann, wenn die Zeit zu seinem Erreichen in Eigenzeit, 
also in Bogenlange gemessen unendlich wird. Das ist aber am 
Aquator der de Sitterschen Welt nicht der Fall, die zum Aquator 
gezogenen Linien haben alle eine endliche Lange. Andererseits ist 
der Wertebereich der statischen Zeit- 
koordinate damit erschépft. Das 
wiirde bedeuten, da nach Verlauf 
einer endlichen Eigenzeit das physi- 
kalische Geschehen fiir einen Punkt 
aufhéren wiirde, was offenbar un- 
méglich ist. Die Weltflache kann 
keinen freien, im Endlichen liegen- 
den Rand haben, entweder muB sie 
sich ins Unendliche erstrecken, oder 
sie ist endlich, mu aber dann 
iiberall geschlossen sein. Eine freie Fig. 6. 

Grenze ist jedenfalls undenkbar. In 

diesem freien Rand steckt die Singularitat der de Sitter schen Welt, 
denn fiir Randpunkte 148t sich die Forderung b) nicht in Gemein- 
schaft mit a) erfiillen. 

Der freie Rand einer Flache kann auf zwei Wegen aufgehoben 
werden. Die eine Méglichkeit ist die, daB man die Flache tiber den 
- Rand hinaus weiter fortsetzt. Dem entspricht in unserem Falle, wenn 
man die de Sittersche Welt nur als Ausschnitt aus der iiberall rand- 

losen sich ins Unendliche erstreckendeu Pseudokugel anffabt. Die 
"andere Moglichkeit besteht darin, daB man die Flache so lange ver- 


—ds? = du®— dv? + (40) 
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biegt, bis ihre Rinder zur Deckung gelangen, so da8 sich schlieBlich 
eine iiberall geschlossene randlose Flache ergibt. Allerdings werden 
dabei im allgemeinen Kanten und Spitzen entstehen. — So kann man 
z, B. einen durch zwei sich schneidende Geraden begrenzten Ausschnitt 
der Ebene zu einem Kegel verbiegen. Der freie Rand wird dabei 
aufgehoben, es bleibt nur ein singularer Punkt tibrig in Form der 
Spitze des Kegels. Ahbnlich liegen die Verhaltnisse in der de Sitterschen 
Welt. Wir kénnen den rechten oberen Rand ¢t = + co (s. Fig. 6) 
mit dem linken unteren Rand ¢ = + oo zusammenfallen lassen, so 
dah je zwei zentralsymmetrisch liegende Punkte vereinigt werden. Um 
die hierbei auftretende Spitze zu einer Kante einzudriicken (die dann 
ihrerseits wieder mit Leichtigkeit abgerundet werden kann), schneiden 
wir um die Spitze herum ein kleines Gebiet heraus und vereinigen die 
getrennten Teile wieder. Das heift wir wollen nur bis zum Breitengrad 
® = « vorwirtsdringen und nicht bis zum Aquator ® = 0. Wir lassen 


dann den rechten Hyperbelast ® = ¢ mit dem linken Ast @ = —é zu- 
sammenfallen, so zwar, daB jeweils gleichzeitige Punkte zur Deckung 
kommen. In der Grenzkante, wo die rechte und linke Seite — also 


die Welt oberhalb und unterhalb des Aquators — miteinander zusammen- 
hingen, liegt der ,Massenhorizont®. Wir haben den Verlauf einer 
geoditischen Linie eingezeichnet (Fig. 6, gestrichelte Linie 1, 2, 3), 
angefangen vom Zeitpunkt t = 0. Der Massenpunkt erreicht, von der 
Geschwindigkeit 0 ausgehend, in beschleunigter Bewegung die Grenz- 
kante und setzt seine Bewegung auf der unteren (linken) Hialfte fort, 
wobei seine friiheren Bewegungsphasen in umgekehrter Reihenfolge 
durchlaufen werden. SchlieBlich kommt er zur Ruhe, kehrt um, 
erreicht wieder den Massenhorizont usw. Der Bildpunkt springt bei 
jedem Erreichen der Grenzhyperbel auf die andere Seite und niihert sich 
unbegrenzt der Asymptote t = + oo, ohne diese jemals zu erreichen. 

Diese Konstruktion ist ziemlich kiinstlich, ohne da8 sie durch 
irgend einen plausiblen physikalischen Grund gestiitzt werden kénnte 
—— darum auch unwahrscheinlich. Viel natiirlicher ist es, in der voll- 
stindigen Pseudokugel die masseleere Lisung der kosmologischen 
Gleichungen zu erblicken und die de Sittersche Welt als Teil dieser 
Flache zu betrachten. Dabei verlieren allerdings die statischen Ko- 
ordinaten jede objektive Bedeutung. Auf allgemeinere kosmologische 
Méglichkeiten méchte ich in einer spateren Arbeit zu sprechen kommen. 


Freiburg i. B., Physikalisches Institut, Juni 1923. 


Anmerkung bei der Korrektur. Inzwischen ist eine Arbeit 
von Herrn Weyl erschienen (Phys. ZS. 24, 230, 1923), in welcher 


wore Qe b- 
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ebenfalls die Rotverschiebung in der de Sitterschen Welt berechnet 
wird. Trotzdem glaube ich, daS dadurch meine Untersuchung auch 
in ihrem speziellen Teil nicht iiberfliissig geworden ist, da unsere An- 
nahmen iiber die Verteilung der materiellen Weltlinien nicht kongruent 
sind. Diese werden aus der 5-dimensionalen Pseudokugel durch ein 
Biindel von Ebenen herausgeschnitten, die eine gemeinsame, durch den 
Nullpunkt des 5-dimensionalen Koordinatensystems gehende Achse 
besitzen. Ich habe angenommen, dafi diese Achse ins Innere des 
vom Nullpunkt ausgehenden 5-dimensionalen Nullkegels fallt. Man 
kann dann durch eine 5-dimensionale Lorentztransformation diese 
Gerade vertikal stellen, sie als v-Achse wahlen und nun das Polar- 
koordinatensystem (29) einfiihren. Bei Herrn Weyl] fallt aber diese 
Achse mit einer Mantellinie des Nullkegels zusammen, liegt also auf 
dem Nullkegel selber. Dann verliert offenbar auch das Koordinaten- 
system (29) seine Giiltigkeit. 
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Kugelfiachenformige Doppelschichten in ionenhaltigen 
Flussigkeiten. 


Von A. Gyemant in Berlin, 


Mit einer Abbildung. (Hingegangen am 11. Juli 1923.) 


§ 1. Die elektrische Aufladung, welche die dispergierten Teilchen 
einer kolloiden Lisung gegeniiber dem Lisungsmittel aufweisen, ermdg- 
licht nicht nur die Existenz solcher Lésungen iiberhaupt, sondern spielt 
in allen Vorgingen innerhalb derselben eine bedeutende Rolle. Ihre 
genaue Kenntnis ist daher Vorbedingung jeder rationellen Kolloidphysik. 

Diese Aufladung entsteht dadurch, da die eine Art der Ionen 
des Liésungsmittels von den. Teilchen mit Vorliebe adsorbiert wird, 
wodurch eine konzentrische, teilweise Trennung der positiven und 
negativen Ionen entsteht. Obwohl zur Existenz der so entstandenen 
Doppelschicht die Kenntnis der Adsorptionskrafte notwendig ist, so 
kann man diese Schwierigkeit doch leicht umgehen durch die An- 
nahme, daf !die Adsorptionskrifte auf Ionen nur auf sehr geringe 
Entfernung hin wirken, und daB daher dag Primére bei der Bildung 
der Doppelschicht eine annihernd einschichtige Ionenkugelschale 
ist. Diese Annahme moéchte ich auf alle Falle — schon als Arbeits- 
hypothese — festhalten. Dadurch wird namlich die Erérterung dieser 
Doppelschichten in zwei Fragen geteilt, die ganz gesondert betrachtet. 
werden kénnen, was ja eine grofe Vereinfachung bedeutet. Die eine 
Frage lautet: Wie gro8 ist die Flachenladung bei gegebenen Teilchen 
und gegebenem Lisungsmittel? Dies ist die kausale Seite des Pro. 
blems und soll nicht den Inhalt folgender Zeilen bilden. Wir nehmen 
vielmehr an, daf neben den Angaben iiber Teilchen und Lésungs- 
mittel auch noch die spezifische Ladung der erwihnten Kugelschalen, 
6, gegeben ist, und stellen die zweite Frage: Wie verteilen sich die 
Tonen um jedes kleine Teilchen von der Flichenladung 6? Dies ist. 
die formale Seite des Problems und soll Gegenstand meiner Arbeit 
sein. Nach Beantwortung der gestellten Frage méchte ich an Hand 
eines wichtigen kolloidphysikalischen Vorganges, der Kataphorese, eine 
Anwendung der Gleichungen geben. 

Die Frage nach der Verteilung der Ionen kann auf die Frage 
nach der Verteilung des Potentials m zuriickgefiihrt werden, da nach 
dem Theorem von Boltzmann 
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(c = Konzentration der Kationen, F — Faradaysche Zahl, R = Gas- 
konstante, 7 —= abs. Temperatur). ¢, ist die Konzentration der Kat- 
ionen in der urspriinglichen Lésung, wo also das Potential Null ge- 
setzt wird. Fiir die Anionen gilt dieselbe Gleichung, nur muB natiir- 
lich fiir F sein negativer Wert eingesetzt werden. Das Potential 
seinerseits berechnet sich aus der Poissonschen Gleichung 


4% 
Ag = — bad 
é 
(9 = Raumladung, ¢ = Dielektrizititskonstante), wenn man bedenkt, 
da g mit den Konzentrationen der Ionen durch die Beziehung 
Qo = Fe 


zusammenhanet. 

Die Auflisung der Differentialgleichung ist fiir die eindimen- 
sionale Betrachtung des dfteren gegeben worden, so durch Gouy}), 
Chapman?) und Herzfeld’). Die Differentialgleichung nimmt fiir 
diesen Fall einer ebenen Doppelschicht die Form an 

aa 82 Fe Sin Fg 

RT 

falls die Molkonzentration des als einwertig angenommenen Elektro- 

lyten in geniigender Entfernung von der Doppelschicht co betragt. 
Die Lésung der Gleichung lautet 


= a Sina g, 


: Tq <= =SrA peat 
Hier ist i Yaa, r die senkrechte Entfernung von der Wand und 
A eine Konstante, die sich aus den Grenzbedingungen ergibt. 

Auf den Fall einer kugelschalenformigen Doppelschicht an- 
gewendet, ergibt sich die Differentialgleichung zu 


G+ 7G = ating, (1) 


wobei r den Radius bedeutet. Diese Gleichung 14%t eine Lisung in 
endlicher Form nicht zu. Unsere Aufgabe besteht also darin, eine 
angenaherte Lésung zu finden, deren Richtigkeit unseren Anforde- 
rungen entspricht. 

§ 2. Der Weg, auf welchem ich eine solche Losung fand, fiihrt 
iiber den erweiterten Begriff der schon erérterten Flachenladung 6. 
Dieselbe soll hier als mit dem Radius variabel aufgefaBt werden, und — 
zwar folgenderweise: Man denke sich fiir die betreffende Entfernung 


1) Gouy, Journ. de phys. (4) 9, 457, 1910. as 
2) Chapman, Phil. Mag. 25, 475, 1913. 
3) Herzfeld, Physik. ZS. 21, 28, 1920. 

AS 
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vom Mittelpunkt r die Kugelfiiche mit dem Radius r gezeichnet und 
fasse die algebraische Summe der innerhalb derselben befindlichen 
elektrischen Ladungen ins Auge. Diese Summe durch 4 zr? dividiert, 
ergibt die ,Flachenladung“ 6 fiir das betreffende r. 6 wird fiir den 
Radius des (kugelférmig gedachten) kolloiden Teilchens r eine will- 
kiirliche GréBe Gp) haben. Deren GrédBe ist, wie schon gesagt, von 
den Adsorptionskraften abhingig und spielt in dieser Betrachtung 
einfach die Rolle einer Integrationskonstanten. Mit wachsendem r 
wird nun 6 sehr rasch abnehmen, um sich asymptotisch dem Wert 
Null zu nihern, der streng erst bei r = oo erreicht wird. 

Die Flichenladung hat natiirlich auch bei der ebenen Doppel- 
schicht eine Bedeutung, da sie allgemein definiert ist durch die Be- 


ziehung ee. 426 


é 


Aus den oben gegebenen Gleichungen ergibt sich fiir diesen ein- 
dimensionalen Fall _ 
: ; 

c=: ein (2) 
also eine reine Abhiangigkeit vom Potential. Die Entfernung von 
der Wand fallt hier ganz heraus, da ja deren Nullpunkt beliebigen 
Orts angenommen werden kann. Die Beziehung zwischen 6 und 
im Falle der dreidimensionalen Betrachtung mu dagegen — falls sie 
keine Integrationskonstante enthalt — noch r explizite enthalten, da 
deren Nullpunkt nicht willkiirlich verschoben werden kann, sondern 
in den Mittelpunkt der Kugel fallt. Hier ist es mit anderen Worten 
fiir den Wert von 6 nicht gleichgiiltig, ob das zugehérige m bei dem 
oder jenem r vorhanden ist. Soviel ist nun sicher, daB diese Beziehung 
eine solche Form haben mu8, daB sie fiir groBe r-Werte die Form 
von (2) annimmt. Diese Bedingung geniigt jedoch noch nicht, um 
sie zu erhalten. 

Nun 148t sich auBer dem Grenzfall: r sehr groB noch ein weiterer 
finden, nimlich: gm sehr klein. [Dieser Fall wird auch in einer kiirz- 
lich erschienenen Arbeit von Debye!) behandelt.] Die Differential- 
gleichung nimmt dann die Form an: 


i Be. 
@ + Sie raas Os 
Deren Lésung ist bekanntlich 


Qp == fener 


1) Debye, Physik. ZS, 24, 185, 1923. 
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falls @ fiir r = co verschwinden soll. Da wir uns zuniichst mit 6 
beschaftigen, so miissen wir daraus @ bilden und erhalten so 
é 1 
o= — = : 
ig (Bt+>)¢ (3) 


Es soll nun die gesuchte Beziehung nicht nur fiir groBe r in (2), 
sondern auch fiir kleine p in (3) tibergehen. Zwar ist damit die 
Beziehung auch nicht streng gegeben, jedoch wird jede derselben 
einen gewissen Grad der Wahrscheinlichkeit fiir ihre angenidherte 
Richtigkeit besitzen. Selbstverstiindlich mu8 sie nachtriglich irgend- 
wie verifiziert werden. Wir setzen die einfachste dieser Beziehungen, 


namlich : = = e ¢ 
== (V2 Git 2). (4) 


Diese ist in der Tat sowohl von @ wie von r abhdngig. Au8erdem 
sieht man, da8 sie fiir 
Br>1 


in (2), fiir 
agp<l 

in (3) iibergeht, was ja die Bedingungen waren. Aus der ersten dieser 
Ungleichungen ist ersichtlich, da% nicht nur fiir groBe Radien das 
Problem sich der eindimensionalen Behandlung nahert, sondern auch 
fiir groBe B-Werte. Da 6 der Quadratwurzel aus der lonenkonzentra- 
tion proportional ist, so sieht man, daB es auf das Verhaltnis der 

GréBe des kolloiden Teilchens zur mittleren Entfernung1) der Ionen 
ankommt, was ja auch selbstverstandlich ist. 

Bevor wir unseren Ausdruck fiir 6 von der physikalischen Seite 
her diskutieren, muB er, wie schon erwdhnt, erhartet werden. Dab 
er fiir kleine m-Werte giiltig ist, haben wir schon gesehen, es kommen 
daher im folgenden nur gréGere Potentiale in Betracht. Hier sind 
drei Falle zu unterscheiden: ; i 

1. Br 1; der erste Summand iiberwiegt, Giiltigkeit schon 


nachgewiesen. 
2. Br< 1; der erste Summand verschwindet neben dem zweiten, 
wir haben einfach é@ 


oS 


4nr 


Physikalisch hat dieser Fall den Sinn, da die Jonenkonzentration 
neben dem kolloiden Teilchen zu vernachlassigen ist, die Gesamt- 


_ ladung ist also praktisch konstant und “a 
C= odoug 
4 ar?’ 


1) Genauer zur 1,5ten Potenz derselben. 
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wenn Jy die Ladung des Teilchens bedeutet. Es resultiert 
Jo 


Er 


das Potential einer Kugel im Dielektrikum. 

3. Br ~ 1; die GréBenordnung der beiden Terme ist gleich und 
die Giiltigkeit ist nicht ohne weiteres anzunehmen!'). Ist sie nach- 
gewiesen, so kann man dazu iibergehen, in ahnlicher Weise auch die 
Abhingigkeit des Potentials von der Entfernung allein anzugeben, ob- 
wohl schon der Ausdruck (4) in der Kolloidphysik recht brauchbar 
ist. Zu diesem Nachweis kann man folgende zwei Wege einschlagen: 

a) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) 148t sich in zwei 
Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei abhangigen Variabeln 
iiberfiihren. Man kann sie auf die Form bringen: 


L(r2 : 
pie = ar Cina yp. 
Fihrt man als zweite Variable J = 47726 ein, so haben wir wegen 
_ 4916 
Weis, GIA, oi HE 
é pe i adic 5 
p 7a (5) 
und andererseits } 
J = — ear Sina gp. (6) 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt die dritte: 
dp _ J 


dJ art Gina 
Wir wollen daraus y nach der Taylorschen Reihe entwickeln und 
mit dem zweiten Glied abbrechen. Man mnuf dabei beachten, daf 
auch r von J abhingt. Es ergibt sich: 


ist a 1 
5.2 ear) Sina po CERF = 
1 Jo & Sof % Mo 4 Jy : 
Ge Ginwp stare Siniaq, | eso2rg ae lenalilt ab ge 


Diese Gleichung mu8 auch fiir » = oo giiltig bleiben, wo sowohl 
wie J verschwinden. Damit ist iiber die Integrationskonstante qo ver- 
fiigt, indem g — J = 0 gesetzt wird. In der so erhaltenen Gleichung 
kann man die Nullindizes wieder weglassen, da ja jeder Punkt als ry 
angenommen werden kann, und man erhilt eine Beziehung zwischen g, 


*) Streng genommen, sind die beiden Terme von gleicher Ordnung, wenn 


fr entsprechend kleiner als 1 ist, nimlich wegen der Gin-Funktion, welche aber 
in der Praxis hinreichend klein bleibt. 


Oe 


eT 
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J und r, welche (natiirlich nur angenihert, da mit dem zweiten Glied 
abgebrochen wurde) der Differentialgleichung (1) geniiet. Ist also (4) 
richtig, so muf sie angenahert dasselbe leisten wie die Gleichung 
J? fe 2 J3 

22art Sinag YO gars es Sintap  8arri Snag (7) 
Wir verfahren jetzt so, da8 fiir willkiirlich angenommene Werte fiir 
die Konzentration ¢), die Entfernung vom Mittelpunkt r und das 
Potential daselbst gy, J bestimmt wird einerseits aus der mit (4) iden- 
tischen Beziehung 


gp = 


Ta 2er|/4 cin SP + erg, (8) 


andererseits aus (7). Won einer richtigen Ubereinstimmung kann, wie 
gesagt, nicht immer die Rede sein, da sowohl (4) wie (7) nur an- 
genaherte Beziehungen sind, man wird jedoch sehen, da® die beiden 
Werte fiir J der GréSenordnung nach recht befriedigend iiberein- 
stimmen (hiaufig auch zahlenmaBig). 

b) Eine andere Methode zur Verifikation von (4) bzw. (8) besteht 
darin, daB man letztere nach r differenziert, J und @ aus (5) und (6) 
einsetzt und zusieht, ob die so erhaltene Gleichung stimmt. Die ein- 
fache Rechnung ergibt so 


J 
— cart ginny = der |) Sin — B Gof SP I+eg—— (9) 


Wir werden sehen, daB die beiden Seiten der Gleichung (9) von der- 
selben GréBenordnung sind und haufig sogar zahlenmaBige Uberein- 
stimmung zeigen. Die zweite Methode ist der ersten insofern das 
Gegenstiick, als bei der ersten die Differentialgleichung mittels der 
Taylorschen Reihe integriert und die Ubereinstimmung mit unserem 
(generisch schon begriindeten) Ansatz erwiesen wird, wihrend bei der 
zweiten die gesetzte Lisung differentiiert und so ihre Ubereinstim- 
mung mit der Differentialgleichung gezeigt wird. Da letztere Methode 


keine Vernachlassigung, wie der Abbruch mit dem zweiten Glied, a 


erfordert, ist sie tiberzeugender als die erste. 

Das Resultat der Rechnungen soll kurz tabellarisch zusammen- 
gestellt werden. Als angenommener Konzentrationsbereich dient 0,01 
molar bis 0,01 millimolar. Als Beispiele fiir Radien der kolloiden | 
Teilchen nehmen wir 10—®, 10—® und 10~7 an. Dies ist das ultra-_ 
mikroskopische bzw. ultr aha basskeriash nicht mehr sichtbare (sogenannte 
amikronische) Gebiet. Die mikroskopischen Gréfen (iiber 10—4cm) 
unterliegen dem Grenzbereich Br S> 1, brauchen also nicht verifiziert 
zu werden. Als Beispiele fiir das etontial seien 0,18 und 0,30 Volt 
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angenommen. Je kleiner dasselbe, um so mehr gilt die streng richtige 
Beziehung (3). Deren Giiltigkeitsbereich beginnt allerdings erst unter 
0,02 Volt. Das Potential sei negativ angenommen, Ist es positiv, so 
kehren sich die Vorzeichen aller Glieder aller Gleichungen um, so daB 
alles beim alten bleibt. Zur Rechnung sei noch bemerkt, dab 
Gleichung (7) fiir groBe negative p-Werte (Gin p = — Goj p) in die 
einfachere 

aoJj+t4erJ3—eartGinag.J?+ 2éa?r Sinragp.g = 0 
iibergeht. Da das Glied mit J? haufig nur Korrektionsglied wird, so 
setzt man in. J? den Wert von J aus (8) ein und die Beziehung 
reduziert sich zu einer Gleichung zweiten Grades. 

Wir fiihren nun die Rechnungsergebnisse an: 


Co in r in in J aus | J aus Linke Seite | Rechte Seite 
Mol/em?| cm abs. ESE Br Gl. (8) Gl. (7) der Gl. (9) | der Gl. (9) 
10—8 } 10-6 |-6,10—4] 0,10 |-7,4.10—8) - 4,0. 10—8/+4,8.10—2 |/+11.10—2 
10-7 | 10-6 |-6.10—4| 0,32 |-1,3.10—7] -1,1.10—7/+0,48 +0,69 
10-6 | 10-6 |-6.10—4]1,0 |-3,0.10—7/ -3,3.10—7|+4,8 [45,5 
10-5 | 10-6 |-6.10—4/3,2 |-8,8.10—7/-10 .10—7\+48 +50 
10-6 | 10-7 |-6.10—4/0,10 |-7,4.10—9) -4,0.10—9|44,8 .10—2/+11.10—2 
10—8 | 10—5 |-10—8 1,0 |-2,8.10—5) -4,1.10—5/+5,98.102 |+5,91.102 
10-7 | 10-5 | -10—8 3,2 {-8,9.10—5)-13 .10—-5/+5,9 .103 |+5,9.103 
10-6 | 10-5 | -10—3 10 |-2,8.10—4| -—4,1.10—4/+5,9 .10* |+5,9.104 ; 
10-7 | 10-7 |-10-8 | 0,032 |- 1,7. 10—8] - 1,4 . 10—8/+0,60 +1,1 | 
10-5 | 10-7 |-10—8 0,82 |-9,6.10—8|-13 , 10—8/+60 +63 . 
¥ 
Da aus diesen Zahlen die Brauchbarkeit der Gleichung (8) hervor- . 


geht, so wollen wir nach demselben Prinzip auch die Beziehung zwischen 
g und r (ohne Beriicksichtigung der Ladung) aufstellen.. Hierbei 
verzichten wir auf eine spezielle Verifizierung, indem aus obigen Dar- 
legungen die Brauchbarkeit nicht nur der Gleichung (8), sondern, wie 
es uns scheint, auch des angewandten Prinzips gefoleert werden kann. 
Die Formel mu also folgende Eigenschaften haben. Fiir groBe Radien 
soll sie iibergehen in 


fiir kleine gm dagegen in 


A 
= _— Br. * 
: e 


AuBerdem ist noch eine Bedingung zu stellen. Fiir c = 0 haben 
wir eine geladene Kugel, deren Potential (fiir beliebige g-Werte) 


Teach, 
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betragen muB. Diesen Anforderungen geniigt folgende Beziehung 


tr rg pe 


Poe pt. sae 
vi ae it Peg oe ey 


Der Ubergang in die Grenzformeln fiir c B =a. 0, sowie 


v Il 


fiir «og <1 ist ohne weiteres klar. Fir Br‘ 1 geht sie iiber in 
Tq es —_— A Sid — Pr 
+ 4r 


Nun Andert sich e—*” fiir ein gewisses Zr immer in demselben 
Verhaltnis, unabhingig vom absoluten Wert von r, dagegen bleibt 
der Ausdruck «/4r fiir dasselbe Zr um so eher konstant, je gréBer 
r ist. Der Koeffizient von e—*” nihert sich also fiir endliche Ande- 
rungen von r mit wachsendem Absolutwert desselben einer Konstanten, 
was unsere Forderung war. 

§ 3. Die Formeln (4) und (10) bilden das Resultat unserer 
Untersuchungen. 

Der Zusammenhang beider erhellt aus der Uberlegung, daB es 
je nach der Hohenlage der Potentiale (und damit der Ladungen) 
unendlich viele Verlaufe der letzteren gibt. Falls man fiir einen 
gewissen Wert von r das Potential kennen will, mu man den zu- 
gehérigen Wert der Ladung angeben und dann Formel (8) gebrauchen 
oder ein gewisses Parameter A angeben, wodurch die Héhenlage der 
Kurve charakterisiert wird (und das z. B. durch ein zusammengehoriges 
Wertepaar von r und @ zu berechnen ist), wonach g aus Formel (10) 
ermittelt werden kann. Fiir den praktischen Gebrauch sei hier noch 
angegeben, daB « (fiir Wasser) = 81 ist; a ist — 9.1010C, falls 
man (C, die Konzentration in Mol/Liter angibt; « = 1,2.10¢ und 


, wenn V das Potential in Volt ist. J und 6 ergeben sich 


a 
7 300 
_dann in absoluten Einheiten. 

Zur Beantwortung mancher Fragen geniigt (8) allein. So habe 
ich gezeigt}), wie man das Massenwirkungsgesetz auf kolloide Elek-| 
trolyte anwenden kann. Da hier energetische Betrachtungen mab- 
gebend sind, so kommt es auf den besonderen, durch (10) dar- 
gestellten Verlauf nicht an. Wichtig ist nur die sogenannte Dicke 
der Doppelschicht, eine fingierte GréBe, die die Dicke jener ideellen, 
aus zwei konzentrischen Kugelschalen bestehenden Doppelschicht an- 
gibt, welche dieselbe Ladung und dasselbe Potential hat, wie die 


1) Gyemant, Die elektrolytische Dissoziation ionogener Kolloide ; Kolloid-Z8. 
33, 9, 1923. 
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wirkliche, diffuse Doppelschicht. Ist die Flachenladung 6) und der 
Radius des kolloiden Teilchens 1), so ist das Potential einer ideellen 


Doppelschicht von der Dicke d 


__ 42197 Go @ ees sh ). 
Vas Cit 46 % Tod 
Daraus 
ee ES (rot) | 
ie ae ee ee 


Setzt man diesen Ausdruck dem Wert von 6, aus (4) gleich, so 


berechnet sich die Dicke zu 
/ 
o=g Vee cy 


Sie ist der Quadratwurzel aus der Konzentration umgekehrt 
proportional, ein in der Literatur schon oft betonter Umstand. Neu 
ist die Unabhingigkeit vom Radius, sowie die besondere Form der 
Abhingigkeit vom Potential. Der Anschaulichkeit halber seien hier 
einige Werte zusammengestellt. Es betragt 

< bh OR, 
ae Hea ee, eae 
VCGin 207 
wo V das Potential in Volt und C die Konzentration in Mol/Liter ist. 


a | | . | | 
nS 6 | 0,025 | 0,05 | 0,10 | 0,20 
10—4 2,93.10—6 | 2,58.10—6 | 1,68.10—6 | 4,47.10-7 
-10—-8 9,27.10—-7'| 8,18.10—7 | 5,30.10—7 | 1,41.10—7 
10-2 2,93.10—-7 | 2,58.10—7 | 1,68.10—7 | 4,47.10—-8 


t 


Mit steigendem Potential nimmt die Dicke der Doppelschicht 
zunichst ganz allmahlich, dann immer stirker ab. Die Abhangigkeit 
der Dicke von der Flachenladung ist mit Hilfe der Gleichung (4) 
leicht zu berechnen. 

Zum Schlu8 will ich an einem Beispiel zeigen, wie ich mir die 
Anwendung der Gleichungen denke. Fiir das Problem der Kata- 
phorese — der Wanderung der kolloiden Teilchen im elektrischen 
Gefalle — ist die Frage der Abhingigkeit des sogenannten elektro- 
kinetischen Potentialsprunges € von der Konzentration von groBem 
Interesse. Unter € versteht man die Potentialdifferenz zwischem dem 
Innern der Lésung (gy = 0) und jener Kugelschale, an der die 
Fliissigkeit beim Wandern des Teilchens zerreiSt. Da8 eine diinne 
Fliissigkeitslamelle vom Teilchen mitgenommen wird, ist gemaB der 
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Theorie von H. Freundlich 2) als sicher anzunehmen. Diese Potential- 
differenz ist es, welche fiir die Kataphorese verantwortlich ist, sie ist 
nach Helmholtz?) der kataphoretischen Wanderungsgeschwindigkeit 


‘proportional. Diese letztere ist nun leicht experimentell zu bestimmen 


und wurde 


auch in der Abhangigkeit von der Konzentration — 
éfters durchgefiihrt. Daraus lift sich auch die Kurve £—Konzentration 
feststellen. Sie verliuft so, daB € mit steigender Konzentration stets 
zunimmt, um bei einer gewissen Konzentration (0,1 bis 0,01 molar) durch 
ein Maximum zu gehen und dann wieder abzunehmen. Qualitativ ist 
der Verlauf von Freundlich so gedeutet, dai die Ladung des Teilchens 
mit zunehmender Konzentration steigt, daher der aufsteigende Ast. 
Da die Dicke der Doppelschicht mit zanehmender Konzentration — wie 
wir auch sahen — abnimmt, mu8 an der ZerreiBungsstelle das Potential 
doch wieder abnehmen, daher der absteigende Ast. Ich méchte nun 
zeigen, daf man auf Grund der obigen Gleichungen diesen Verhilt- 
nissen leicht auch quantitativ nachgehen kann und dabei — in Uber- 
einstimmung mit den Freundlichschen. Annahmen — zu Kurven 
gelangt, die den experimentellen durchaus ihnlich verlaufen. 


Wir miissen dabei gewisse Voraussetzungen machen iiber die 
Abhangigkeit des 6) von der Konzentration; das ist jene (kausale) 
Seite des Doppelschichtproblems, die wir hier von den Betrachtungen 
ausgeschaltet haben. Es sei also angenommen, daS die Ionen nach 
MaBeabe der Adsorptionsisotherme adsorbiert werden, eine Annahme, 
die eigentlich experimentell noch nicht gestiitzt ist, da die Isotherme 
sich stets auf undissozilerte Molekiile bezieht. Wir machen aber hier, 
wie schon anderswo (I. c) diese Annahme. Als Adsorptionsisotherme 
sei die Langmuirsche’) angenommen. Sie sei von der Form 


Dy 0% 5 
ad 10. 


Go 


hier ist sofort die Flachendichte zu berechnen, die ja den adsorbierten 


Ionen proportional ist. Wir beriicksichtigen emen Konzentrations- 


bereich von ¢) = 10-° bis 10-* (1 mikromolar bis 0,1 molar) und be- 
rechnen nach obiger Formel 6, fiir jeden Wert von ¢c) (in Zehner- 
potenzen ansteigend). Dann wird mittels (4) pp an der Oberflache 
des kolloiden Teilchens berechnet (r) zu 10~° gesetzt). Alle diese 
Werte sind unten tabellarisch zusammengestellt. Nun miissen wir die _ 


-. ZerreiBungsschicht in eine willkiirliche Entfernung von der Oberflitche 


1) Freundlich, Kapillarchemie, 8. 339 ff, Leipzig 1922. a, 
2) Helmholtz, Wied. Ann. 7, 337, 1879. 
3) Langmuir, Journ. Amer. Chem. Soc. 38, 2221, 1916. 
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setzen; da hieriiber nichts bekannt ist, nehmen wir sie in diesem 
Beispiel 7,5.10-8cem an (in Wirklichkeit diirften vielleicht etwas 
hohere Werte vorkommen). Bezeichnet man diese Entfernung mit 
Ayr, so ergibt sich aus (10) fiir jede Konzentration 


ad 4 eaiph 4 t 
re yz tye 


da hier Jr neben 7) zu vernachlissigen ist. Bei gréBeren Konzen- 
trationen hat man einfach 
0 
att 
— eB. ar, 
at 
4 
Aus dieser Formel l4Bt sich € fiir jede Konzentration berechnen. 
Wir geben nun die Resultate: 


Tq 


Co G9 $ 
F ef deal ; Po (abs.) 
in Mol/Liter | in abs. inh. ie ce Millivolt 
10-6 1 1,2.10—6 || 1,2.10—6 0,36 
10-5 10 7,7.10—-6 || -7,7.10—6 2,3 
10-4 102 3,7.10—5 || 3,4.10—5 10 
10-3 108 1,3. 10=4 ti si0=2 33 
10-2 9.108 2,8.10-4 || 2.0.10-4 60 
10-1 5 10% 3,7 .10—4 fo 2). bO = 36 
Sin MV 
60 
50 
40 
30 
20 
10 9 
ee CQ, in Mol/Ltr 
jd 0% 10-4 0-4 $0-# 038 7 


Abhingigkeit des elektrokinetischen Potentials (¢) von der Ionenkonzentration. 
1 = theoretische Kurve, 2 = Kaolin in NaQl, 8 = Schwerspat in BaCly. 


Die Abhingigkeit des § von der Konzentration haben wir auch 
in Kurvenform aufgetragen (Kurve 1). Der Form nach (wenn auch 
nicht den absoluten Betrigen nach, was ja gar nicht notwendig ist), 


Kugelflachenférmige Doppelschichten in ionenhaltigen Fliissigkeiten. 201 


stimmt sie gut mit Kurve 2, welche die Abhingigkeit des £ von 
Kaolin in der Abhingigkeit von der Konzentration von NaCl zeigt. 
Etwas abweichend ist die Form der Kurve 3 (§ des BaSO, in Ab- 
hingigkeit von der Bariumionenkonzentration), bei der aber ein zwei- 
wertiger Elektrolyt wirkt. [Beide Kurven sind von mir experimentell 
bestimmt 2) }. 

Es besteht natiirlich die Méglichkeit, daS man unter Zugrunde- 
legung der Theorie aus experimentellen Kurven auf die tatsichliche 
Form der Ionenadsorptionsisotherme schlieBen kann, die ja unmittel- 
bar nicht zu bestimmen ist. 


Zusammenfassung. 


1. Der Verteilung des Potentials bei kugelschalenférmigen Doppel- 
schichten in ionenhaltigen Lésungen liegt eine Differentialgleichung 
zugrunde, die allgemein eine Integration in geschlossener Form nicht 
zulaBt. 

2. Durch Betrachtung gewisser Grenzfaille 148t sich eine an- 
genaherte Lisung finden, deren praktische Ubereinstimmung mit der 
Differentialgleichung nachgewiesen wird. 

3. Die so gewonnenen Beziehungen zwischen Potential und Ent- 
fernung vom Kugelmittelpunkt finden bei manchen kolloidphysikalischen 
Problemen Verwendung. Hier wird die Berechnung der ,Dicke“ 
der Doppelschicht aus Potential und Jonenkonzentration, sowie die 
Abhangigkeit des der Kataphorese zugrunde liegenden elektrokinetischen 
Potentials von der Jonenkonzentration erértert. 


1) Gyemant, ZS. f. phys. Chem. 103, 260, 1923. 
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Uber sensibilisierte Fluoreszenz von Gasen. 


Von G. Cario u. J. Franck in Gottingen. 


Mit sieben Abbildungen. (Hingegangen am 25. Juni 1923.) 


Klein und Rosseland?) haben durch thermodynamische Uber- 
legungen bewiesen, daB bei Zasammenstéfen angeregter, Atome mit 
Elektronen, Atomen und Molekiilen strahlungslose Uberginge auf- 
treten kénnen, wobei die abgegebene Energie als Bewegungsenergie 
der zusammenstoBenden Gebilde sich wiederfindet. Sie nannten einen 
solchen Zusammensto8 einen Stof zweiter Art. In sinngemiafer Er- 
weiterung dieser Theorie haben dann die Verfasser?) gezeigt, daB die 
Anregungsenergie zu den verschiedensten energetischen Umsetzungen 
verwandt werden kann. Diese Auffassung lieB sich sowohl durch 
das damals vorliegende Versuchsmaterial stiitzen, als auch durch neue 
Experimente bestitigen. Ein besonders deutlicher Nachweis fiir einen 
solehen Vorgang 148t sich erhalten, wenn man ein Gemisch zweier 
Gase mit einer Lichtsorte bestrahlt, die nur von einer Komponente ~ 
des Gemisches absorbiert wird, waihrend die andere Komponente des 
Gemisches durch die beim ZusammenstoB iibertragene Anregungsenergie 
Veranderungen erfahrt. Sind die Vera’nderungen chemischer Natur, 
so kommen wir zu der Gruppe der sensibilisierten photochemischen 
Reaktion, bzw., wenn der chemische ProzeS der PrimirprozeS ist, zur 
Umkehrung dieses Effektes, nimlich zur Chemilumineszenz, die von 
Haber und Zisch?), sowie Zocher und Kautsky*) eingehend stu- 
diert ist. Betrachten wir unter geeigneten Bedingungen Gemische von 
einatomigen, nicht miteinander reagierenden Gasen, so zeigt sich die 
Ubertragung der Quantenenergie von einer Atomsorte auf die andere 
durch das Auftreten der sensibilisierten Fluoreszenz. 

Um dieselbe zu erhalten, sind folgende Vorbedingungen zu 
erfiillen: Die Komponente des Gasgemisches, die das eingestrahlte 
Licht absorbiert, muB hierdureh eine Anregungsenergie erhalten, die 
gleich oder gréfer ist, als mindestens eine Anregungsstufe der zweiten 
Atomsorte, an der die sensibilisierte Fluoreszenz beobachtet werden 
soll. Die Drucke sind so zu wihlen, da8 die mittlere Zeit zwischen ~ 
zwei Zusammenst6Ben von gleicher Gréfenordnung wie die mittlere 


1) Klein und Rosseland, ZS. f. Phys. 4, 46, 1921. ; 

*) J. Franck, ebenda 9, 259, 1922. G. Cario, ebenda 10, 185, 1922. 
G. Cario u. J. Franck, ebenda 11, 161, 1922. 

3) Haber und Zisch, ebenda 9, 302, 1922. 

4) Zocher und Kautsky, ebenda 9, 267, 1922. 
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Lebensdauer des Anregungszustandes ist. Das eingestrahlte mono- 
chromatische Licht mu8 geniigend intensiv sein und stark absorbiert 
werden. Die Temperatur muB so niedrig sein, da8 kein Temperatur- 
leuchten der Gase auftritt. Dann beobachtet man, daB als sensibili- 
sierte Fluoreszenz alle diejenigen Spektrallinien des die Strahlung nicht 
absorbierenden Gases auftreten, die eine kleinere Anregungsenergie 
haben, als das hy der auffallenden Strahlung. Dagegen treten die 
Spektrallinien, die zu ihrer Anregung mehr Energie verbrauchen, 
nicht auf. Die Resultate, die bisher fiir Gemische von Quecksilber- 
und Thalliumdampf, sowie fiir Quecksilber- und Silberdampf bei Be- 
strahlung mit Licht der Quecksilberlinie 2536,7 A erhalten wurden, 
stehen bis auf Einzelheiten, die in dieser Abhandlung niher behandelt 
werden, mit den Uberlegungen im Einklang. Man kann daher diese 
Art der Anregung der Fluoreszenz von Gasen als Hilfsmittel fiir die 
Festlegung von Serienbeziehungen benutzen, da sie 
festzustellen gestattet, welche Spektrallinien durch 
eine Energie, die kleiner ist als eine vorgegebene, 
angeregt werden kénnen. Resultate, die unter Be- 
nutzung dieses Hilfsmittels bier im Institut iiber 
das Serienschema des Bleis und des Wismuts ge- 
Wwonnen worden sind, werden demnichst als Disser- 


Gas A 


Gas B 


hy 


tation erscheinen. 

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich da- 
gegen um ein genaueres Studium der Elementar- Fig. 1. 
prozesse, das zum Teil erst méglich wurde, als es 
gelang, die Lichtstirke der sensibilisierten Fluoreszenz wesentlich zu 
steigern. Die spezielle Problemstellung mag aus einem Gedanken- 
experiment hervorgehen. Wir betrachten dazu ein Gasgemisch, be- 
stehend aus den Komponenten A und B mit den Atomgewichten m 
und m,. Das Gas A habe als langwelligstes Glied der Absorptions- 


serie eine Linie der Frequenz v, die ee Linie des ale B 


_ habe die Frequenz 1. 

In der Fig. 1 sind die Anregungsenergien dieser Linien in der 
iiblichen Weise schematisch durch Lingen dargestellt, die sich wie 
1:3/, verhalten. Bestrahlen wir dieses Gasgemisch unter Innehaltung 
der oben angegebenen Bedingungen mit Licht der Frequenz ¥, so 
wird neben v auch v, in Fluoreszenz auftreten. Dabei mu der 
‘Elementarakt der Energietibertragung eines angeregten A-Atoms ‘auf 
ein B-Atom beim ZusammenstoB so stattfinden, daB 1/,hv in Trans- 
lationsenergie der beiden zusammenstoBenden Atome A und B iiber- 


fiihrt wird. Ist die Temperatur so niedrig, daB die kinetische Energie 
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der Warmebewegung klein ist gegeniiber hv, so erhalt das Atom 
auBer seiner Anregungsenergie eiue kinetische Energie 
hv 1 
4 mM, 

ie —t 

Das auf diese Weise abnorm savas cae B-Atom wird 
daher eine durch Dopplereffekt verstimmte Frequenz v, aussenden, 
wobel es i ray ’ 
Y= %\ 1+ —-cos 
ist, die von den anderen praktisch ruhenden B-Atomen nicht absorbiert 
wird. Der Nachweis einer solchen Frequenzverstimmung durch 
Dopplereffekt wird im zweiten Teil der Arbeit gefiihrt. 

Bestrahlen wir in einem zweiten Versuch das gleiche Gasgemisch 
mit der Frequenz v,, so darf eine Emission von v nur erfolgen, wenn 
die Temperatur des Gases so hoch ist, daB die zur Anregung von A 


4 
Zusammensto8 entnommen werden kann. Da dieser Effekt sich leichter 
nachweisen lit, als der vorher erwahnte Dopplereffekt, und hieriiber 
mehr Versuche angestellt sind, so soll er zuerst beschrieben werden. 


Ses hv Bee : g : 
fehlende Energiedifferenz —- aus der kinetischen Relativenergie beim 


71 (Ca) 


Fig. 2. 


Die Versuche wurden mit den Gemischen Quecksilber und Thallium, 
sowie Quecksilber und Cadmium durch _ Bestrahlung mit Licht der 
Absorptionslinie des Quecksilbers 2536,7 A ausgefiihrt. Die Versuchs- 
anordnung war im Prinzip dieselbe wie in das Arbeit von Cario. 

Ein Quarzgefa8 @ mit planen, klaren Endflachen befand sich mit 
seinem Hauptteil in einem elektrischen Ofen 0,, der eine Temperatur 
von gut 800°C zu erreichen gestattete. Zwei Ansiitze des Quarz- 
gefaBes ragten thermisch geschiitzt aus dem Ofen 0, heraus. 
Der eine fiihrte mittels eines Knies in den Ofen 0,. Der in O, be- 
findliche Teil wurde mit Thallium bzw. Cadmium beschickt. Der 
zweite Ansatz fiihrte zur Pumpenanordnung und mittels eines T-Stiickes 
in den Ofen Q;. Das in diesen hineinragende T-Stiick enthalt einige 


Uber sensibilisierte Fluoreszenz von Gasen. 9205 


Kubikzentimeter fliissiges Quecksilber. Die plane Oberfliiche des Quarz- 
gefafes wurde mittels einer Linse meistens mit dem Gesamtlicht einer 
Quecksilberlampe bestrahlt, bei der durch Anbringung eines Elektro- 
magneten, sowie durch starke Kiihlung duren einen Luftstrom dafiir 
gesorgt war, daB die Linie 2536,7 A keine Selbstumkehr zeigte. Hierauf 
kam es ganz besonders an. Denn der Druck des Quecksilbers im Quarz- 
gefaB @ wurde so gewahlt, daS nur der Kern der Linie 2536,7A 
eine starke Oberflichenresonanz 
hervorrief. Das wurde erreicht, 
indem 0; auf 100°C gebracht 
wurde. 

Fig. 3 zeigt ein Spektro- 
gramm, das mit weit gedffnetem 
Spalt des Spektrographen S ge- 
wonnen wurde, wenn im Quarz- 
gefaB sich nur Quecksilber be- 
fand. Der Einfiu8 der Selbst- 
umkehr der Linie 2536,7A ist 
deutlich sichtbar. Das obere 
Spektrum zeigt nur die mono- 
chromatischen Bilder des Quarz- 
gefaBes, die durch diffuse Re- 
flexion des Lichtes der nicht 
gekiihlten Quecksilberlampe an 7 | IND 
der Quarzplatte entstanden sind. 
Jede schlechte Stelle der Quarz- 
oberflache macht sich durch ver- 
starkte Reflexion bemerkbar, so daB die Bilder fleckig erscheinen. Da 
die Linie 2536,7 A schlecht reflektiert wird, fehlt ihr Bild fast ganz. 
Bei dem zweiten Spektrum ist der Magnet eingeschaltet und die Lampe 
gekiihlt. Jetzt ist die Schwarzung durch 2536,7 A die stirkste und 


Fig. 4. 


sie ist ganz gleichmafig, da sie nicht durch Reflexion, sondern durch: — 


Oberflachenresonanz hervorgerufen ist. Die Bilder wurden mit einem 
kleinen Quarzspektrographen bei einigen Sekunden Expositionsdauer 
gewonnen. Wenn die Temperatur in O, so einreguliert wurde, daf 
ein Thalliumdampfdruck im Quarzrohr @ von etwa 2mm entstand und 


der Ofen 0, auf etwa 800° gebracht wurde, so leuchtete das Gefab _ 


-bei gekihlter Quecksilberlampe so intensiv griin, daS man es ‘auf 

groBe Entfernungen sehen konnte. Die griine Farbe entsteht durch die 

sensibilisierte Fluoreszenz der griinen Thalliumlinie. Selbstumkehr der 

Linie 2536,7 A lie& die sensibilisierte Fluoreszenz sofort verschwinden. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. 15 
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Fig. 4 zeigt als Beispiel ein Spektrogramm der so erzeugten 
Thalliumfluoreszenz. Neben den Thalliumlinien treten die Quecksilber- 
linien auf, die als diffus zerstreutes Licht auf den Spektrographen 
wirken. Im Spektrogramm sind die Thalliumlinien signiert, das 
darunter gedruckte Spektrum der Quecksilberlampe ergibt, daB die 
nicht signierten Linien Quecksilberlinien sind. Die Spektrogramme 
sind gewonnen mit einem Quarzspektrographen sowie einem licht- 
starken Glasspektrographen, der uns von der Firma Zeiss leihweise 
zr Verfiigung gestellt ist, wofiir wir herzlichst zu danken haben. 
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Uber die Anregungsenergie der beobachteten Linien gibt ein 
Serienschema des Thalliums in der iiblichen Darstellung Auskunft. 
In diesem.sind die Linien, deren Wellenlingenzahl unterstrichen ist, 
diejenigen, die in der sensibilisierten Fluoreszenz auftreten. AuBer 
den Wellenzahlen ist noch eine Energieskale eingezeichnet, die die 
Anregungsarbeit, in Volt ausgedriickt, abzulesen gestattet. Das hv 
der anregenden Linie 2536,7 A entspricht in dieser Skale 4,9 Volt. 
Man sieht, daB noch Linien beobachtet werden, deren Anregungs- 
energie, vom Grundniveau 2p, an gerechnet, 5,5 Volt betrigt. Wenn 
wir es schon als bewiesen ansehen wollen, da8 nur die Linie 2536,7 A 
fiir das Auftreten der sensibilisierten Fluoreszenz verantwortlich ist, 
so geht aus dem Resultat hervor, da8 zur Anregung dieser hdheren 


SL 
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Energieniveaus des Thalliums die Quantenenergie angeregter Queck- 
silberatome mit thermischer Energie zusammengewirkt haben mubB. 
Uber die notw endigen Kontrollmessungen, die dieses Resultat sicher- 
stellen, mag weiter unten berichtet werden. Trotzdem ist es nicht 
nétig anzunehmen, da der Ubergang der Thalliumatome vom Grund- 
term 2p. etwa zum 5d-Term in einer Stufe erfolgt ist. Der meta- 
stabile 2,-Term ist, wie aus der Figur ersichtlich, vom Grundterm 
nur um etwa 1 Volt entfernt. Es ist daher méglich, daB bei 800° 
ein Teil der Atome sich nicht mehr im Normalzustand befindet, und da8 
solche Atome durch Zusammensto8 mit angeregten Quecksilberatomen 
z. B. in den 5d-Zustand gehoben werden kinnen, da dem Abstand von 2 p, 
zu 5d eine kleinere Energiedifferenz als 4,9 Volt entspricht. Grotrian?) 
hat bei Absorptionsuntersuchungen die griine Linie 5350 A, die von 
2p, ausgeht, schon bei einer Temperatur von 600° C an in Absorption 
erhalten. Die Lage der Energieniveaus im Thallium ist algo nicht 
giinstig, um zu zeigen, da Quantenenergie und Translationsenergie 
in einem Elementarakte zur Erreichung eines héheren Quantenzustandes 
zusammenwirken kénnen. Dagegen lassen sich aus dem Intensitits- 
verhaltnis der einzelnen -Thalliumlinien zueinander Schliisse iiber den 
Elementarakt ziehen. Die Intensitét der Linien weicht, was schon 
zum Teil bei den Carioschen Aufnahmen, bei denen nur sieben 
Linien gefunden, aufgefallen war, von der normalen Intensitits- 
verteilung im Thallium wesentlich ab. Zum Beispiel tritt die Linie 
3776 A (2p,—1,5s) sehr. stark auf, wihrend die Linie 2768 A 
(2p,—3d,) AauBerst schwach ist. Beide Linien sind starke Ab- 
sorptionslinien des Thalliums und es ist die Frage, warum die eine 
durch Absorption geschwicht ist, die andere dagegen nicht. Daf 
der 3d,-Term bei der Energieiibertragung von angeregtem Queck- 
silber auf das Thallium mindestens ebenso oft erreicht wird, wie der 
1,5s-Term, sieht man aus dem starken Auftreten der Linie 3530 A 

= (2p,—3d,). Sie ist fast die starkste Linie, die auftritt. Wir 
sehen die Erklirung darin, da8 die Thalliumatome im 1,5 s-Zustand 
die Frequenz der Linie 3776 A mit einem starken Dopplereffekt 
emittieren. Denn zur Erreichung dieses Niveaus gehéren nur 3,6 Volt, 
so da8 1,3 Volt in Translationsenergie verwandelt werden. Diese Fre- 
quenz kann also vom normalen Thallium nur schlecht absorbiert 

werden. Die Linie 2768 A braucht jedoch fiir ihre Anregung 4,6 Volt. 
Nar %/,, Volt werden als Translationsenergie des Thalliumatoms und 
des Quecksilbératoms verteilt. Der so bei der Emission dieser Linie 


1) W. Grotrian, ZS. f. Phys. 12, 218, 1922. 
15* 
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entstehende Dopplereffekt ist von gleicher GréBe, wie der mittlere 
thermische Dopplereffekt bei der Temperatur von 800°. Ziehen wir 
in gleicher Weise die Absorptionsverhaltnisse der anderen Linien in 
Betracht, so erklart sich das Intensitatsverhaltnis der verschiedenen 
Thalliumlinien vollkommen. Auffallend ist die groBe Gesamtintensitat 
der sensibilisierten Fluoreszenz, worauf wir bei Besprechung der Re- 
sultate im Quecksilber-Cadmiumgemisch zuriickkommen. Dieses Gas- 
gemisch wurde gewahlt, da bei Cadmium, wie das Serienschema zeigt, 
der dem Grundterm energetisch benachbarte Term so weit entfernt 
liegt, daB er nicht bei einer Temperatur von 800° thermisch erreicht 
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werden kann. In dem Serienschema sind wiederum die bei der 
héchsten Temperatur auftretenden Linien unterstrichen. Es fallt auf, 
daB die Linie 2288 A mit einer Anregungsspannung von 5,4 Volt 
nicht erscheint, wohl aber, wenn auch sehr schwach, das Cadmium- 
triplett mit einer Anregungsspannung von 6,3 Volt. Das Nicht- 
erscheinen von 2288 A erklaren wir durch Absorption dieser Linie durch 
den normalen Cadmiumdampf, da ein Dopplereffekt bei dieser die 
Anregungsenergie von 4,9 Volt iibersteigenden Anregungsspannung 
nicht vorliegen kann. Zur Anregung des Tripletts muB, wie aus der 
Anregungsspannung folgt, 1,4 Volt aus der Translationsenergie beim 
Zusammensto8 entnommen werden. Um jede Tauschung, die bei der 
Schwache der Linien méglich war, auszuschlieBen, haben wir eine 
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gréBere Zahl von Expositionen gemacht. Es ergab sich, da8 nur bei 
hoher Temperatur das Triplett auftrat. Bei 400° erhalten wir, trotz- 
dem die Dampfdichte der Gase den gleichen Wert hatte, keine Spur 
davon; da die mittlere Energie der Atome bei 800° nur 0,12 Volt 
betragt, so kénnen ZusammenstiBe, bei der eine Relativenergie von 
1,4 Volt vorliegt, nur sehr selten sein. Die Rechnung zeigt, daB der 
3.10~®te Teil aller StéBe eine Relativenergie gleich oder gréfer als 
die verlangte hat. Vergleicht man die schwache Schwirzung des 
Tripletts z.B. mit den unter gleichen Bedingungen erhaltenen starken 
Thalliumlinien, die nicht durch Absorption geschwicht sind, so sieht 
man, da ein Intensitatsverhaltnis wie 1:100000 nach dem photo- 
graphischen Schwarzungsgesetz wohl méglich ist, da die Thallium- 
linien zum Teil beinahe solarisiert sind. Jedoch bleibt die Gesamt- 
starke der sensibilisierten Fluoreszenz auffillig, wenn man bedenkt, 
da8 nur Zusammenstée angeregter Quecksilberatome im 2 p,-Zustand, 
dessen Lebensdauer man auf 10—® bis 10~-® Sekunden schitzen kann, 
fiir die Anregung der Fluoreszenz in Frage kommen. Man wird daher 
die Méglichkeit ins Auge fassen, daB das angeregte Quecksilber beim 
ZusammenstoB8 aus dem instabilen 2,-Zustand in die benachbarten 
metastabilen 2 ,- und 2 ,-Zustande iibergehen kann und gewinnt 
dadurch die Méglichkeit der langeren Konservierung der Anregungs- 
energie und somit der gré8eren Wahrscheinlichkeit der Abgabe dieser 
Energie an andere zusammenstofende Atome!). Man kann jedoch 
auch den Verdacht haben, daB aufSer der Linie 2536,7 A noch andere 
vom Quecksilberbogen ausgesandte Linien fiir die Anregung des 
Quecksilbers eine Rolle spielen. Hierfiir kommt zwar nicht die Linie 
1849 A in Frage, da sie durch ein Filter von Kalkspat ausgeschlossen 
war, wohl aber ware es méglich, daB das Quecksilber, wie bei den 
Fiichtbauerschen?) Versuchen, durch stufenweise Absorption auf ein 
héheres Energieniveau gehoben wiirde. Der ProzeB wiirde so vor 
sich gehen, dab erst die Linie 2536,7 A absorbiert wird und die so 
angeregten Quecksilberatome weiter die blaue Quecksilberlinie ab- 
sorbieren und so zum 1,5 s-Zustand gehoben werden. Die auf diese 


1) Auch die groBe Ausbeute an dissoziiertem Wasserstoff bei Zusammen- 
stéBen mit angeregten Quecksilberatomen spricht fiir diese Vermutung (siehe 
G. Cario u. J. Franck, ZS. f. Phys. 11, 161, 1922), obgleich man hier auch 
an eine Kettenreaktion denken kann, die etwa folgendermafen vor sich gehen 


kénnte: Hg hv= He’ 
Ho’ + H, = 2H-+ Hg 
H+MeO = OH-+Me 
On en, — Bo --H 


H+ MeO usw. 
2) Chr. Fiichtbauer, Phys. ZS. 21, 635, 1920. 
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Weise im Quecksilber aufgespeicherte Energie wiirde auch ohne Zu- 
hilfenahme von thermischer Energie geniigen, um das Cadmiumtriplett 
anzuregen. Wir haben, um diesen Verdacht auszuschlieBen, auch 
Expositionen gemacht, bei denen mittels eines improvisierten licht- 
starken Monochromators nur das Licht der Linie 2536 A auf das 
Fluoreszenzrohr auffiel. Trotzdem blieb das Resultat das gleiche. 
Das Triplett trat bei héherer Temperatur auf und verschwand bei 
niedriger Temperatur. Damit scheint es uns sichergestellt, daB 
Quantenenergie und Translationsenergie in einem EHlementarakt zu- 
sammengewirkt haben, um den 1,5 s-Term des Cadmiums zu erreichen. 
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Wir gehen nunmehr zum Nachweis des umgekehrten Effektes 
iiber, der darin besteht, da8 bei der Ubertragung von Quantenenergie 
von einem Atom auf das andere der Energieiiberschu8 als Trans- 
lationsenergie auf die zusammenstoBenden Atome verteilt wird. Zwar 
ist dieser Effekt durch die oben erwahnten Intensitiatsverhiltnisse der 
Fluoreszenzlinien des Thalliams schon sehr wahrscheinlich gemacht, 
aber ein direkter Nachweis scheint uns notwendig zu sein. Die Me- 
thode dazu bestand darin, da8 man die Starke der Absorption einer ge- 
eigneten Fluoreszenzlinie eines Gases bei direkter Fluoreszenzanregung 
verglich mit der Starke der Absorption bei Anregung durch Zusammen- 
stéBe mit einem Atom hdherer Anregungsenergie. Nachdem Ver- 
suche, die direkte Fluoreszenz von Cadmium- und Thalliumlinien 
durch Bestrahlung mit der Cadmiumlampe bzw. einem Thalliumbogen 


; 
‘ 
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lichtstark zu erhalten, fehlgeschlagen waren, benutzten wir die Resonanz- 
fluoreszenz des Natriums, die nach Strutts?) Vorgang leicht lichtstark 
za erhalten ist. Strutt erhielt die D-Linienfluoreszenz sowohl bei 
direkter Einstrahlung von D-Licht, wie auch bei Bestrahlung mit dem 
zweiten Glied der Absorptionsserie des Natriums mit einer Wellen- 
lange 4 = 3303 A (siehe Fig. 7). Nach dem Serienschema ist das 
verstaéndlich, da durch Absorption von 3303 der 3,-Zustand erreicht 
wird, von dem aus das Natriumatom z. B. unter Emission der Linien 
22057A und 11404 A baw. 11382 A in den 2p,- und 2p,-Zustand 
iibergehen kann. Von hier aus kann dann die Emission der D-Linien 
und damit die Riickkehr in den 1,5 s-Zustand erfolgen. Die Emission 
der ultraroten Linien ist bisher nicht beobachtet worden und wir 
méchten nach unseren Resultaten schlieBen, da8 viel haufiger als 
dieser Proze8 unter geeigneten Bedingungen ein strahlungsloser Riick- 
gang von 3p auf 2» erfolgt, wodurch dann schnell bewegte Natrium- 
atome im 2-Zustand erzeugt werden miissen. Es zeigte sich naimlich, 
daB bei Anregung der D-Linienfluoreszenz mit der Zinklinie 3303 A 
die Fluoreszenz viel stirker war, wenn man zum gut entgasten 
Natriumdampf Edelgas (reines Argon) von 2 bis 3mm Druck zusetzte, 
als wenn man das reine Natrium untersuchte. Wenn somit der Uber- 
gang von 3p auf 2p der Hauptsache nach durch ZusammenstiBe 
erfolgt, dann mu8 die so erzeugte D-Linie von einem zweiten GefaBe 
mit Natriumdampf wesentlich schlechter absorbiert werden, als bei 
direkter Anregung. Der Effekt war auch leicht visuell zu beobachten. 
Wir belichteten mittels eines total refiektierenden Prismas_ schnell 
hintereinander einmal den Natriumdampf mit dem D-Licht und dann 
mit dem Funkenlicht. Dabei wurde die Lichtstarke so abgeglichen, 
daB die Intensitét der D-Lichtfluoreszenz in beiden Fallen méglichst 
gleich war. Man konnte es dann unschwer erreichen, da8 ein in den 
Strahlengang geschaltetes Absorptionsrohr mit Natriumdampf von 
passender Temperatur die direkt angeregte Fluoreszenz ganz aus- 
léschte, wahrend die Fluoreszenz bei Anregung durch die Zinklinie 3303 
sehr viel weniger geschwicht wurde. Ob auch beim Fortpumpen des 
Edelgases die direkte Anregung schmalere Linien lieferte, als die 
indirekte, konnten wir nicht entscheiden, da in diesem Falle die 
letztere zu schwach war. 

Man kann den Inhalt der Arbeit dahin zusammenfassen, daS man 
sagt: Vor dem ZusammenstoB zweier Atome befinden sich beide in 
einem definierten Quantenzustand. Nach dem Zusammensto} legen 


1) R. J. Strutt, Proc. Roy. Soc. (A) 96, 272, 1919. 
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wieder definierte Quantenzustinde vor. Welche Quanteniiberginge 


beim ZusammenstoB erfolgen kénnen, hingt auBer von Ubergangs-— 


wahrscheinlichkeiten nur von der gesamten beim Zusammensto$ zur 
Verfiigung stehenden Energie ab, ganz gleichgiiltig, ob sie als i innere 
Quantenenergie oder als auBere Translationsenergie zur Verfiigung 
steht. Die Translationsenergie ist dabei die Quelle bzw. das Reservoir 
zur Abgabe bzw. Aufnahme der zur Erreichung eines eta 
fehlenden oder iiberschiissigen Energiebeitrage. 

Ein Teil der bei dieser Arbeit benutzten QuarzgefaBe verdanken 
wir Mitteln, die uns die Helmholtz-Gesellschaft zur Verfiigung pace 
= wofiir wir unseren besten Dank ausdriicken méchten. 


Gottingen, II. Phys. Institut der Universitat, Juni 1923. 


Die Kristallstruktur von ,,Natriumchlorat“ (Na Cl0;)?). 
Von Wilhelm Kiby in Berlin-Wilmersdorf. 


Mit acht Abbildungen. (Eingegangen am 11. Juli 1923.) 


Inhalt: § 1. Historisches und Vorbemerkungen. — § 2. Die Auswertung 


des Laue-Diagramms. — § 3. Die Linge der Elementarwiirfelkante und die zu 
den einzelnen Interferenzpunkten gehérenden Wellenlangen. — § 4. Der theore- 
tische Weg zur Berechnung der Intensitiéit eines Interferenzpunktes. — § 5. Die 
Elektronenverteilung. — § 6. Allgemeine Atomanordnung und Strukturfaktor. — 


§ 7. Ein einfacher Weg zur Bestimmung der numerischen Werte der Parameter 
mit Hilfe von einigen einschrankenden, aber plausiblen Voraussetzungen. — 
§ 8. Endgiiltige wirkliche Bestimmung der numerischen Werte der Parameter 
auf allgemeinerem Wege unter Beibehaltung nur einer, und zwar der plausibelsten 
Annahme des § 7. 1. Abschnitt: Reduktion der Parameter a, b, p, q, 7 auf die 
Parameter a, b, b’, 03; 2. Abschnitt: Ungefahre Bestimmung von @ und Jb; 
3. Abschnitt: Priifung der Werte von Kolkmeijer und Dickinson; 4. Ab- 
schnitt: Endgiiltige Bestimmung der Zahlenwerte fiir die Parameter. — § 9. Die 
Genauigkeit des Ergebnisses. — § 10. Nachprifung und Rechtfertigung der 
speziellen Voraussetzungen des § 7. 

§ 1. Historisches und Vorbemerkungen. Unter den zahl- 
reichen Kristallen von chemischen Elementen und Verbindungen, die 
bereits mit Hilfe von Réntgenstrahlen untersucht wurden, um iiber 
ihre Struktureigenschaften Aufschlu8 zu erhalten, befindet sich auch 
schon das Natriumchlorat. Zuerst veréffentlichte im Jahre 1915 Jaeger?) 
zwei Laue-Diagramme dieses Kristalls, und zwar von einem rechts- und 
einem linksdrehenden Kristall (die gewéhnliche Modifikation ist tetra- 
edrisch-pentagondodekaedrisch regular — 28. Klasse — und optisch 
aktiv). Diese Aufnahmen wurden jedoch nicht zu einer Struktur- 
bestimmung benutzt, sondern sie sollten dort nur im Zusammenhang 
mit anderen zeigen, daB links- und rechtsdrehende Kristalle dabei 
dasselbe Bild liefern. Auch Bragg’) erwahnt nur allgemein, daB 
beim NaClO, die Na- und Cl-Atome nahezu dieselbe Lage wie beim 
NaCl hitten. Eine Stukturbestimmung im einzelnen wurde zum ersten 
Male im Jahre 1920 von Kolkmeijer, Bijvoet und Karssen‘), und 
zwar nach der Methode von Debye-Scherrer durchgefihrt und ein 
Jahr spater von Roscoe G. Dickinson und Elbridge A. Goodhue’) 
nach der Methode von Bragg. Diese beiden Methoden wurden 
bisber in den meisten Fallen verwendet, weil sie den groBen Vorzug 


1) Gekiirzte Berliner Dissertation. 

2) Jaeger, Versl. Amsterdam 17, 1, 1915. - 

8) W.H.and W. L. Bragg, X-rays and Crystal-Structure, 8. 173. London 1918. 
4) Kolkmeijer, Bijvoet and Karssen, Versl. Amsterdam 28, 644, 1920. 
5) Journ. Americ. Chem. Soc. 48, 2045—2055, 1921. 
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haben, mit sogenanntem monochromatischen Réntgenlicht, d. h. mit 
nur einer bestimmten und von vornherein. bekannten Wellenlange 
zu arbeiten; es braucht somit in der grundlegenden Gleichung 
n.A& = 2dsina, da 4 bekannt ist und « gemessen wird, nar die eine 
Unbekannte d, der Abstand der reflektierenden Netzebenen, bestimmt 
zu werden. Sie eignen sich daher besonders dazu, verhaltnismaBig 


leicht und rasch die allgemeine Struktur eines Kristalls zu ermitteln. . 


Sowohl Kolkmeijer und seine Mitarbeiter als auch Dickinson und 
Goodhue kamen denn auch zu dem gleichen Ergebnis, was die all- 
gemeine Struktur anlangt, daB naimlich die Anordnung der Atome 
der bei Schénflies1) mit 74 bezeichneten Raumgruppe entspricht. 
Doch fihren beide Verfahren nicht zu einer scharfen Bestimmung 
der numerischen Werte der auftretenden Parameter. Daher zeigen 
auch die in diesen beiden Arbeiten angegebenen Zahlenwerte zum 
Teil ziemliche Unterschiede. Es wird dariiber noch spater (§ 8, 
3. Abschnitt) zu sprechen sein. re 

Im Gegensatz dazu wird das urspriingliche ,,Laue-Verfahren“ 
nicht so gern benutzt, weil es mit sogenanntem weifen Réntgenlicht, 
also mit einem ganzen Bereich von Wellenlingen arbeitet. Die 
Untersuchung wird eben dadurch kompliziert, daB in der Gleichung 
n.& = 2dsinaw fiir jeden einzelnen Interferenzpunkt nicht nur d, 
sondern auch A zunachst unbekannt ist. Trotzdem ist diese Methode 
besonders von F. Rinne?) und Schiebold4) sehr ausgebaut und 
brauchbar gemacht worden. Sie ist sogar gerade in dem einen schon 
erwahnten Punkt, was die zahlenmaBige Bestimmung der Parameter 
betrifft, den beiden anderen entschieden iiberlegen. Denn da die Laue- 
Diagramme in der Regel sehr punktreich sind, finden sich unter dieser 
groBen Anzahl Punkte immer solche, deren Intensitat schon bei kleinen 
Anderungen der Parameterwerte betrichtlich schwankt. Der Vergleich 
der berechneten Intensitét solcher Punkte mit der auf der photo- 
graphischen Platte erhaltenen Schwarzung bietet dann ein 4uBerst 
scharfes Kriterium. 1922 erschien zwar eine Arbeit von G. Wulff‘), 
in der der Verfasser die Struktur des NaClO; nach dem ,Laue- 
Verfahren“ zu bestimmen versucht, ohne jedoch von den friiheren 
Arbeiten (Kolkmeijer und Dickinson) Kenntnis zu haben. Er legt 


1) Schénflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig, Teubner, 1891. 

2) F. Rinne, a) Beitrage zur Kenntnis der Kristall- Rontgenogramme, 
Leipz. Ber. 67, 303, 1915 und 68, 11, 1916; b) Das feinbauliche Wesen der 
Materie nach dem Vorbilde der Kristalle. Berlin, Gebr. Borntraeger, 1922. 

3) E. Schiebold, Die Verwendung der Laue-Diagramme zur Bestimmung 
der Struktur des Kalkspates, Leipz. Abh. 36, 69, 1919. 

4) G. Wulff, ZS. f. Kristallographie 57, 190, 1922. 
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indes seiner Untersuchung eine ganz andere Raumgruppe zugrunde, 
die aller Wahrechelibishkeit nach (auch aus kristallographischen Griinden) 
nicht zulissig ist, so daS er ganz andere Parameterwerte erhilt. 
Seine Berechnungen stimmen zwar mit seinen Beobachtungen iiberein, 
doch urteilt er dabei nur darnach, ob bei jedem seiner nur 13 beob- 
achteten Punktpaare der eine Punkt heller oder dunkler ist als der 
andere. Leider enthalt die Arbeit nicht die Diagramme selbst und 
auch keine ausreichenden Angaben iiber die zu jedem Punkt gehirende 
Wellenlinge, so daB sie in der vorliegenden Abhandlung nicht mit 
zum Vergleich herangezogen werden konnte. Auf die Anregung von 
Herrn Professor vy. Laue hin unternahm ich es daher, die nach seinem 
Verfahren gewonnene Aufnahme eines Natriumchloratkristalls, die 
(wie schon oben erwahnt) Jaeger.1915 veréffentlicht hat, zu einer 
méglichst genauen zahlenmaBigen Bestimmung der Parameterwerte 
heranzuziehen. Der Verlauf und das Ergebnis dieser Untersuchung 
soll im folgenden dargelegt werden. 

§ 2. Die Auswertung des Laue-Diagramms. Man versteht 
darunter die Bestimmung der (Millerschen) Indizes der reflektierenden 
Netzebenenscharen nebst den zugehérigen Glanzwinkeln fiir die einzelnen 
Interferenzpunkte. Dazu wurde das von Rinne?) angegebene, auBerst 
einfache und praktische Verfahren der sogenannten ,gnomonischen 
Reflexprojektion“ verwendet. 

§ 3. Die Lange der Elementarwirfelkante und die zu den 
einzelnen Interferenzpunkten gehérenden Wellenlingen. Da 
nach Braggs?) Untersuchung bei Natriumchlorat die Anordnung der 
Na- und Cl-Atome annidhernd dieselbe ist wie bei Natriumchlorid, 
ist man gewiB berechtigt, anzunehmen, da auch hier der Klementar- 
wiirfel vier Molekiile enthalt. Folgende einfache Rephnpng ergibt 
dann die Lange der Elementarwiirfelkante. 

Das Atomgewicht von Na ist 23, von Cl 35,46 und von O 16, 
also das Molekulargewicht von NaClO,; M = 23 + 35,46 + 3.16 
—= 106,46. Das absolute Gewicht des Wasserstoffatoms ist 1,650. 10~* ¢ 
[nach Sommerfeld8)], also das absolute Gewicht des NaClO;-Mole- 
kiils: Gy = 106,46.1,650.10~-*4 g. 

Ferner ist das Volumen eines Elementarwiirfels: V = w®, wenn 
w die Wiirfelkantenlinge bedeutet, das spezifische Gewicht von NaClO; 


1) F. Rinne, a) Beitrage zur Kenntnis der Kristall-Roéntgenogramme, EES 
Ber. 67, 303, 1915 und 68, 11, 1916; b) das feinbauliche Wesen der Materie nach 
dem Vorbilde der Kristalle. Berlin, Gebr. Borntraeger, 1922. 

2) W.H. and W. L. Bragg, X-rays and Orystal-Structure, 8. 173. London 1918. 

3) A.Sommerfeld, Atombau und. Spektrallinien, 8.9, Braunschweig, 
Friedr. Vieweg & Sohn, 1919. 
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ist nach Le Blane und Rohland!) s = 2,496¢. Wulff?) hat fiir 
seine Arbeit durch H. A. Schubnikoff das spezifische Gewicht des 
NaClO,; besonders bestimmen lassen, wobei sich bei zwei Methoden 
dasselbe, nimlich s = 2,498 ergab. Also ist das Gewicht eines 
Elementarwiirfels: G = w3.s == 2,496 w3 g. 
Andererseits enthalt ein solcher Wiirfel 4 NaClO,;-Molekiile. Daraus 
folgt die Gleichung: G = 4 Gy oder 
2,496 w3 — 4.106,46.1,650.10—4 
‘ce / 106,46 . 1,650. 10-%4 
th 2,496 
Bei Kolkmeijer ist der entsprechende Wert 6,55.10—-%cm und bei 


== 6,554. 10-8cm. 


Dickinson 6,56.10-8cm. Die Verschiedenheit dieser Zahlen riihrt 


daher, dafS die verwendeten Zahlenwerte sowohl fiir das absolute 
Gewicht des H-Atoms als auch fiir das spezifische Gewicht des NaClO, 
kleine Abweichungen zeigen. 

Nunmehr sind alle GréS8en bekannt, um aus der Gleichung 
n.& = 2dsinaw die zu jedem Interferenzpunkt gehdrige Wellenlinge 


berechnen zu kénnen, da d = ____. ____. ist. In Tabelle 1 sind 


Vie + hg + 

fiir die in einem Quadranten 
des Diagramms (Fig. 1) (denn 
die drei anderen sind ja zu 
diesem symmetrisch)  auf- 
tretenden 51 Punkte die zu 
ihnen gehérenden Werte der 
Indizes ihrer reflektierenden 
Netzebenen, des Glanzwin- 
kels oa, des Netzebenen- 
abstandes dund der Wellen- 
lange A zusammengestellt. 
Die in der letzten Spalte 
aufgefiihrten Zahlen bedeu- 
ten nicht die numerischen 
Werte einer Intensitats- bzw. 
Schwarzungsmessung, _ son- 
dern geben nur schitzungs- 
weise die Reihenfolge der Intensitiiten der einzelnen Punkte auf der 
photographischen Platte an, die namentlich bei den zahlreichen nur 


Fig. 1. 


1) Le Blane u. Rohland, ZS, f. phys. Chem. 19, 277, 1896. 
*) G Wulff, ZS. £. Kristallographie 57, 190, 1922. 
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Tabelle 1. 
| 
Nummer | Tadizes o d | A Beob. geschatzte 
der Punkte rt = Glanzwinkel| in 10—8cm in 10-8 em Intensitit 
| 
= | 3 = hee ote ae iy 
1 130 | £703 4) 2,073 1,215 3 
2 270 | 14 39 0,900 | 0,455 4 
3 140 12 53 1,590 0,709 3 
4 150 | 9 58 1,285 0,445 1 
5 : 160 8 16 1,077 0,310 i) 
yee Ss 13 ey 15 43 | 0,477 0,258 1 
7 | 271 | 14 33 | 0,892 0,448 9 
8 281 | 12 47 | 0,789 0,349 1 
9 | 131 16 10 1,976 1,100 2 
cL Ola 272 14 04 0,868 0,422 1 
11 141 12 19 1,545 0,659 2 
120 151 9 54 1,261 0,434 2 
13 161 8 18 1,063 0,304 1 
14 263 | 15 18 0,936 0,494 2 
15 122 17 23 | 2,185 1,309 2 
16 254 | 15 40 0,977 0,528 1 
17 132 14 07 1,752 0,854 1 
18 | 274 12 37 0,789 0,345 2 
19 142 11 22 1,430 0,564 iA 
20 152 | 9 21 1,197 0,389 7 
21 162 7 55 | 1,024 0,282 q 
22 245 15 59 0,977 0,538 2 
23 255 14 33 0,892 0,448 1 
24 216 17 03 1,024 0,600 1 
25 113 16 24 1,976 1,116 3 
26 123 14 19 1,752 0,866 2 
27 256 13 08 0,813 0,369 2 
28 133 12 03 1,504 0,628 4 
29 276 11 10 0,695 0,269 1 
30 143 10 11 1,285 0,455 9 
31 153 8 3 1,108 0,832 6 
32 217 14 47 0,892 0,455 3 
33 227 14 19 0,868 0,429 1 
34 237 13 35 0,832 0,391 A 
35 247 12 50 0,789 0,351 1 
36 104 ee 1,590 0,725 2 
37 218 13 02 0,789 0,356 2 
38 114 12 41 1,545 - 0,678 2 
39 124 11 29 1,430 0,569 4 
40 134 10 11 1,285 0,455 6 
41 144 8 57 1,141 0,355 2 
42 154 7 48 1,011 0,275 4 
43 105 10 27 1,285 0,466 7 
44 115 10 14 1,261 0,448 2 
45 +125 9 38 1,197 0,400 8 
46 135 8 47 1,108 0,338 ae 
47 145 (RE 1,011 0,279 5 
48 106 8 47 1,077 0,329 5 
49 116 8 30 1,063 0,314 st 
50 126 8 13 1,024 0,293 2 
51 136 7 34 0,966 0,249 2 
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schwachen Punkten keinen Anspruch auf genaue.Wiedergabe der 
wirklichen Schwirzung machen kann. 1 entspricht der schwachsten, 
9 der stiirksten Schwarzung. Man vergleiche dazu Fig. 1, die in 
schematischer Darstellung die Aufnahme wiedergibt. 


§ 4. Der theoretische Weg zur Berechnung der Inten- 
sitit eines Interferenzpunktes. Die Hauptaufgabe besteht nun 
darin, festzustellen, mit welcher Atomanordnung und mit welchen 
numerischen Werten der darin vorkommenden Parameter die beste 
Ubereinstimmung der theoretisch berechneten Intensitaéten der einzelnen 
Interferenzpunkte mit ihrer beobachteten geschatzten Intensitat (letzte 
Spalte der Tabelle 1) erzielt wird. Dabei sind streng genommen 
eine ganze Reihe von Faktoren zu beriicksichtigen, die die Intensitat 
des Primiarstrahls beeinflussen und dadurch die verschiedenartigen 
Intensitéten der Sekundarstrahlen hervorrufen. Die wichtigsten davon 
sind folgende: Die Intensitaét eines Sekundarstrahls ist proportional: 

1. der zu seiner Wellenlange gehérenden Intensitat [(A) im 
Spektrum des Primérstrahls; 

1 . 
hy hs + WR” 

3. Dem Debyefaktor D = D, e—™7, worin T die absolut gemessene 
Temperatur bedeutet und UM auBer Konstanten, die fiir den Kristall 
charakteristisch sind, 4 und @ enthilt; 

4. einem Absorptionsfaktor A; 

5. dem reziproken Wert des Quadrats der Ordnungszahl n; 

6. dem Strukturfaktor | S|*. 

SchlieBlich ist noch zu beachten, daB die Intensitait der Punkte 
auf der Platte auch noch von deren Empfindlichkeit abhingt. Diese 
Zusammenhange sind jedoch noch nicht vollkommen geklirt. Man kann 
im wesentlichen Proportionalitaét zwischen der Intensitat des Sekundir- 
strahls und der Schwarzung auf der Platte annehmen. Man wei nur, 
daS die Bromsilberschicht fiir Wellenlingen von 4 < 0,49.10-8cm 
an sprunghaft empfindlicher ist [Absorptionsbandkante des Silbers ')]. 

Wiirden alle diese Korrektionen in Rechnung gesetzt, so lieBen 
sich s&mtliche auftretenden Interferenzpunkte untereinander beliebig 
vergleichen. Nun ist man aber vielfach tiber einen Teil der in den 
einzelnen Faktoren vorkommenden GréSen in Unkenntnis.. Dies gilt 
vor allem vom Debye- und Absorptionsfaktor, soweit sie von den 
besonderen Higenschaften des untersuchten Kristalls abhingen, wie 
»charakteristische Temperatur“ und , Absorptionskoeffizient“ fiir Rént- 


2. dem sogenannten Lorentzfaktor L = 


1) E. Wagner, Ann. d. Phys. 46, 868, 1915. 
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genstrahlen. Allerdings ist auch der EinfluB dieser beiden Faktoren 
nicht so ausschlaggebend. Die iibrigen lassen sich zwar verhiiltnis- 
miBig leicht beriicksichtigen; man kann sich aber auch von ihnen 
frei machen mit Ausnahme des wichtigsten unter allen, des Struktur- 
faktors, wenn man das von Schiebold!) vorgeschlagene ,,vereinfachte 
Verfahren“, das er ,Kombinationsmethode“ nennt, benutzt. Man 
kombiniere immer solche Punkte, die folgende Bedingungen erfiillen 
(wenigstens annihernd): 

a) A< 0,40. 10-8, 

b) gleiche Wellenlainge, 

ce) gleiche Glanzwinkel, 

d) nicht zu starke Schwarzung aufweisen. 

Durch die Bedingung a) wird erreicht, da8 man es nur mit Inter- 
ferenzen 1. Ordnung zu tun hat, und daB man sich in dem Gebiet 
solecher Wellenlangen befindet, fiir welche die Plattte ziemlich stark 
empfindlich ist; durch b) und c), da die unter 1 bis 5 aufgezihlten 
Korrektionen gleich werden und bei der Bildung des Intensitats- 
verhaltnisses sich wegheben; durch d), da die Proportionalitat 
zwischen Intensitat des Sekundarstrahls und Schwarzung einigermaBen 
konstant ist. Das Intensitatsverhaltnis zweier Punkte wird dann ein- 
fach: I,: J, = |S,|2:|S,|2.  Allerdings wird auf diese Weise die Zahl 
der brauchbaren Punkte erheblich vermindert. Im Falle der vor- 
liegenden Arbeit kamen z. B. nur die Punktpaare: (42, 47) (21, 50) 
(13, 49) (5, 48) (31, 46) (18, 35) (8, 37) (20, 45), also 16 von 51 
oder nahezu 1/, in Betracht (Tabelle 2). Diese wurden auch zuniichst 


Tabelle 2. Die 16 Punkte, die ftir die ,Kombinationsmethode*“ in 
Frage kommen. 


Punkt| Indizes|” a A eee Punkt||Indizes ce ened, big 
42 || 154 7°48’ | 0,275 4 AT || 145 | 7955!’ | 0,279 5 
21 || 162 7 55 |. 0,282 i 50 | 126 813 | 0,298 2 
13 |) 161 8138 | 0,304 1 49 || 116 8 30 | 0,314 1 
5 | 160 816 | 0,310 1 48 | 106 8 47 | 0,329 5 
81 || 153 8 387 | 0,332 6 46 || 135 8 47 | 0,388 5 
18 || 274 | 12 87 | 0,345 2 35 | 247 | 12 50 | 0,351 1 
8 | 281 | 12 47 | 0,349 1 87 || 218 | 18 02 | 0,356 2 
20 || 152 9 21 | 0,389 7 45 | 125 | 9 38-7 0,400 8 


herangezogen und erst nachtraglich (man vgl. § 8, 4. Abschnitt), 
gewissermafen um die so gefundenen Ergebnisse zu bestatigen und 
za erhirten, auch noch die tibrigen Punkte dazugenommen, und zwar 


1) E. Schiebold, Die Verwendung der Laue-Diagramme zur Bestimmung 
der Struktur des Kalkspates, Leipz. Abh. 36, 69, 1919. 
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unter Beriicksichtigung der Faktoren 1, 2 und 5 aufer dem Struktur- 
faktor. Da jedoch in der Veréffentlichung von Jaeger keine An- 
gaben tiber die verwendete Apparatur (Réhre, Harte usw.) gemacht 
sind (sie waren ja auch fiir die dortigen Zwecke nicht nétig), konnte 
natiirlich die spektrale Energieverteilung im Primarstrahl nicht ganz 
sicher festgestellt werden. Aus diesem Grunde hat es auch keinen 
Zweck, den Grad der Genauigkeit bei der Bestimmung der Wellen- 
linge oder des Glanzwinkels zu untersuchen. Der Fehler diirfte 
iibrigens weniger als 3 Proz. von 4 betragen. Immerhin weif man aus 
verschiedenen Untersuchungen [Moseley und Darwin?), P. Ewald), 
KE. Keller?), R. Glocker‘), E. Wagner®)], daB8 das Maximum der 
Intensitét je nach der Harte der Rohre zwischen 4 — 0,30 und 
0,47.10-Scm liegt. In dieser Arbeit wurde eine ungefahre wahr- 
scheinliche Verteilung mit einem Maximum bei 4 = 0,35.10~%em 
angenommen. 

Der weitaus wichtigste Priifstein ist indes nach dem Vorher- 
gehenden der Strukturfaktor®), da er am engsten, wie ja schon der 
Name sagt, mit der zugrunde gelegten Atomanordnung zusammen- 
hingt und deshalb oft schon bei ganz kleinen Anderungen der 
Parameterwerte stark reagiert und somit den ausgepragtesten EinfluB 
auf die sekundare Intensitat ausiibt. Er ist das Quadrat des absoluten 
Wertes eines komplexen Ausdruckes S: 


S — > Wy, e2 min (Oy, yhy + 69 hg + d3 xg). 


Dieser Ausdruck entsteht dadurch, daB bei der Interferenzerscheinung 
nicht nur ein regelmabiges Punktgitter beteiligt ist, sondern mehrere, 
die gegen den Koordinatenanfangspunkt beliebig verschoben, aber 
unter sich kongruent sind. Die 0, geben die Koordinaten der Ver- 
schiebung fiir das x.Punktgitter, in Einheiten des Elementarparallel- 
epipeds gemessen, an, sind also echte Briiche. h,, ho, hs; sind die 
Millerschen Indizes, n die Ordnungszahl der Interferenz. w ist eine 
Funktion von 4 und den Richtungskosinus des einfallenden und 
reflektierten (bzw. gebeugten) Strahles. Doch fiihrten Versuche von 
P. Ewald’) zu der Annahme, da8 w in dem fiir Laue-Aufnahmen in 


1) H. G. J. Moseley and O. G. Darwin, Phil. Mag. 26, 210, 1913. 

2) P. Ewald, Ann. d. Phys. 44, 257, 1914, 

3) E. Keller, ebenda 46, 157, 1915. 

4) R. Glocker, Inaug.-Diss. Miinchen 1914. 

5) E. Wagner, Jahrb. d. Radioakt. 16, 1920. 

6) M. v. Laue, Festschrift d. Doz. d. Universitat Ziirich, 1914 und Enzykl. d. 
math. Wiss. V, 3, Heft 3, S. 479. 

7) P. Ewald, Phys. ZS. 14, 465, 1913. 
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Betracht kommenden Wellenlingenbereich als unabhingig von A 
1 + cos? 2 a 
a 
Dieser Wert wiirde z. B. im vorliegenden Falle zwischen 0,84 und 
0,97 schwanken. Es wurde deshalb dieser Einflu8 seiner Kleinheit 
wegen vernachlissigt. Dagegen ergaben Messungen der Herren Brag g?), 
daS ~ proportional dem Atomgewicht der beugenden Atome zu setzen 
ist. An Stelle des Atomgewichts tritt nach neueren Untersuchungen’) 
die Atomnummer oder noch besser die Elektronenzahl der Atome, 
da die Atome ja meist als Ionen im Gitter auftreten. Es ist daher 
von groBer Wichtigkeit, die Verteilung der Elektronen oder die 
Ionisierung der Atome zu kennen. Kolkmeijer behauptet, bei vier 
verschiedenen Verteilungen gleich gute Ergebnisse erzielt zu haben. 
Dies scheint nui das zu Anfang Gesagte zu bestitigen, daB die 
Scharfe der von ihm benutzten Methode zur genauen Bestimmung 
der Parameter nicht ausreicht. AuSerdem macht er dabei ganz 
unwahrscheinliche Annahmen, z. B. von sogenannten , Bindungs- 
elektronen“, deren Einflu8 auf die Interferenzerscheinung er einfach 
vernachlassigt. Dickinson spricht sich tiber die Elektronenverteilung 
gar nicht aus, sondern nimmt fir w nur die Atomnummer, was 
jedenfalls der Wahrheit naher kommt. 

§ 5. Die Elektronenverteilung. In der vorliegenden Arbeit 
waren foleende Erwagungen fiir die Verteilung der Elektronen mab- 
gebend. Man erklart heutzutage die chemischen Valenzen bei Ver- 
bindungen damit, daB die einzelnen Atome bestrebt sind, eine voll- 
besetzte 4uBere Elektronenschale zu besitzen. Dies kénnen sie dadurch 
erreichen, daB sie entweder die dazu fehlenden Elektronen sich holen 
oder daB sie iiberschiissige abgeben. Ein einfaches Beispiel dafiir ist 
NaCl. Natrium hat 11 Elektronen, also auf der Aufersten Schale 
nur eins, dem Chlor dagegen mit seinen 17 Elektronen fehlt gerade 
noch eins zur Vervollstiindigung seiner iuSeren Schale. Also gibt 
das Na-Atom sein einziges 4uSerstes Elektron an das Chlor ab, 
wird damit selbst ein positives Ion mit 10 Elektronen und macht 
aus dem Cl-Atom ein negatives Ion mit 18 Elektronen. Beim 
Natriumchlorat wird demnach sicher das Na-Atom ebenfalls zunachst 
sein einzelnes Elektron an das Cl-Atom abtreten. Dieses ist nun 
aber, wie die Chemie lehrt, mit den O-Atomen zu einer besonders 
innigen Gruppe verbunden. Eine Erklarung dafir bietet die An- 


anzusehen ist, wihrend andererseits Debye?) yw setzt. 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 46, 815, 1915. 
2) W.H. and W.L.Bragg, X-rays and Orystal-Structure, 8.173. London 1918. 
3) L. Vegard, Phil. Mag. 82, 65, 1916. 
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nahme, dafi jedes der 3 O-Atome die Liicken in seiner iuBeren Schale 
aus dem Vorrat des Cl-Atoms an Elektronen erganzt, so daB das 
Cl-Atom mit nur noch 12 Elektronen fiinffach positiv und die O-Atome 
mit 10 Elektronen zweifach negativ geladen werden. Die Anziehungs- 
krafte zwischen den O-Atomen und dem Cl-Atom werden dadurch 
viel gréBer als die zwischen dieser nach auBen nur einfach negativen 


Fig. 2. 


Gruppe und dem einfach positiven Na-Atom. Das in Fig.’2 dar- 
gestellte Valenzschema wirkt gewiB sehr iiberzeugend fiir die groBe 
Wahrscheinlichkeit dieser Elektronenverteilung. Die 5 Valenzen eines: 
Cl-Atoms verteilen sich zu je fiinf Drittel auf die drei umgebenden 
O-Atome. Dann bleiben jedoch fiir jedes O-Atom noch ein Drittel 
iibrig, die sich zu je einem Sechstel auf die Bindung an 2 Na-Atome 
verteilen. Andererseits verteilt sich die eine Valenz des Na-Atoms 
zu je ein Sechstel an die sechs umgebenden O-Atome. Dieses Valenz- 
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schema erscheint vielleicht zunichst etwas willkirlich, wird aber 
schlieBlich durch das Straukturmodell fiir NaClO, bestitigt. . Ins- 
besondere kommt dabei auch der ,Atombereich® fiir Cl, entsprechend 
seiner kleinen Elektronenzahl (12), nur wenig gréSer heraus als der 
fiir O mit seinen 10 Elektronen. 

§ 6. Allgemeine Atomanordnung und Strukturfaktor. Da 
die beiden von Kolkmeijer und Dickinson verwendeten Methoden 
zur Festlegung der allgemeinen Atomanordnung gewiB zuverlassig 
sind und daher auch beide Forscher, insbesondere Dickinson, nach 
sehr sorgfaltigen Uberlegungen zum gleichen Ergebnis kamen, wurde 
bei der vorliegenden Arbeit gleich die Raumgruppe J zugrunde 
gelegt, die auch, wie nachher der aus ihr abgeleitete Strukturfaktor 


Cec t le hele 


1@ Fea 


Fig. 3. 
zu erkennen gibt, die allgemeinen Higenschaften des Diagramms erklart. 
Nach ihr haben die Atome im Elementarwiirfel, wenn eine seiner Ecken 
als Nullpunkt angenommen wird, folgende Koordinaten (vgl. Fig. 3): 

Das erste Na-Atom (N,) a a G, 
zweite as - 
dritte = 
»  Vierte 3 
Das erste Cl-Atom (C,) b ONS) yb, 
” 
” 
” 


” 
” 


zweite 
dritte 
vierte ~ 


” 
” 
” 
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Die entsprechenden Koordinaten fiir die O-Atome sind: 


Dir Bde q Se eee yates 
ty dg pg ep ee 
Be ta ee ee 
A Pid 3 ta a cl kt ra 


Wesentilich ist dabei die allerdings 4uSerst wahrscheinliche Annahme, 
daB die 3 O-Atome Aquivalent sind. 
Bei der obigen Atomanordnung leitet sich fiir S der folgende 
Ausdruck ab: 
sS= Na. [ ePonewates + hg + hg) + emin(hy + ho) , e2mina(—hy + hg — hg) 
as erin (hg + ha), e2 mina (—hy — hp + hg) a2 emin(hs +My) , eh min ay — hg — he) | 
OL. fe2 78m bt + halt ea) + erin (hy + hg), e2sind (—hy + he— ha) 
A. et in(he + ha) , g2aind(— hy — ha + hs) 4 erin(heg + hy) | e2 rind (hy —hy— ha) ] 
+ Ox [ee seater + qho + rhg) + erin hy +g) | @2 min (— phy + qhg—rhg3) 
+ erin hs “Eaha) e2 min (— phy — qh + rh3) + ex in (hg + hy) . e2 win (phy — ghz —rhg) 
oS e2tin(ghy + rhg + phs) + ein (Ty + he) | @2 tin (— gh, +4r ho — pha) 
+ erin (ha + hg) 2ain(—ghy—rhy + phg 1 emin(hg + hy) , e2tin(qhy — rho — pha) 
4 gimin(rhy + phat ahs) 1 erin(hy + hy) , 2 in(—rhy + phy — ahs) 
+ erin (hg + hg) , e win(—rhy — pho + ghz) + emin(hg +hy) , ¢2 min(rhy— pho — ahs) | 


= Na.A+Cl.B+0.C, worin zur Abkiirzung A, B und C die 
entsprechenden eckigen Klammern bedeuten und Na = 10, Cl = 12 
und O = 10 (entsprechend der Elektronenzahl, wie weiter oben in 
§ 4 und §5 dargelegt wurde) zu setzen ist. 

Die allgemeine Diskussion von § ergibt: 

I. » ungerade. 

1. Alle drei Indizes voneinander verschieden. Dann wird bei 
Vertauschung zweier Indizes, z. B. von h, mit hz aus 


a) A A’; A= A, + pri ray AS a emtt(ha + he) | A; ao emi Msthy) , A,, 
A' = A,+ ert +a) A, + eriths + he), Ag+ dei al UE. 
Hier sind nun vier Falle zu unterscheiden: 


a) hy = 2441 ay) hy = 2A, yy eI 
hy = 2u+1 hee a eee eee 
hg = 2v+1 hg = 2v+1, Qyv 
7 Me AeA: 

as) hy = 24, 2Aa+1: a)h = 2A4+R 2A 
hg = 2u+1, 20 ho = 2h, 2u+1 
fig ree Vy 2v+1 hy =" 27: 2v+1 
A = A’ Aree A! 


b) B — B’; fiir B gilt genau dasselbe wie fiir A. 


’ 
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c) — > C'; = ei win(phy trhat+ohs) 1... 
Schon dieses erste Glied kommt in C iiberhaupt nicht vor, also 
ist sicher C + C. 
2. Zwei Indizes sind einander gleich, z. B. kh; = ho. 
a) ‘A >. A’. A = e2xinardh + ertihy | p—Aninahs + emt (hy + hg) 
. er mina(—2hy+hs) + eti(hg+he) | e—2ainahs 
Bei Vertauschung von h, mit h, wird: 
A= e2minarth + emtthg + hg) | e2 wina(— 2 hy + hg) + etiths + hz) p—2ainahs 
+ e2 Tihs 4 e—2ainahs 
also ersichtlich A — A’. 
b) B — B’; fiir B gilt wieder dasselbe wie fiir A. 
ec) C> C’ 
C= {e2rtn[@+t hat rhs] + e2rinl@ + rhe + phg] + e2tinl(r+ p) hot ghal | 
_ e2tths {e2tn[(—p+a)ho—rhg)_t e2mtn (-@ +1r)ho—phg]_t_ ernini—rt p)ha— ghsl) 
+ e# Ca + hg) | 92 xén[—@+ a)het rhg]_t e2min[—@t+ r) he + phg\_t_ e2 win[—(r+ Pyke + qh]! 
+ e%# (hs + ha) | e2 ain [(p—g)ho—rhs] + e2mina—rha—phs] 1 g2ain{(r—p)ha—ghsl \ 


Bei Vertauschung von hy mit hg wird: 

CO! = {e2rinlipt rat ahs] 4 e2rin{Gt phot rhy] 4 g2xinlr+Dho+phal } 
fer ilhaths) | e2aini—(@+rhot ahslp e2rinl—G+p)hat rhs] p2aint—C+ @he+ Pha) 
peti listha){ erin —ptr)ho—aha] 4 e2ain[(—g+p)hg—r half e2sin[(—r+ 9) hs —Phgl! 

4. @2mihal e2xin[@—r)hz—ghs] 4 ¢2rin[(q—p)hg—rhs] 4 e2ainlr—a)ha—phsl | 


Man erkennt leicht, daB in diesem Fall auch C = C’. 


Il. n gerade: Dann werden, wie der urspriingliche Ausdruck fiir 
S zeigt, alle Faktoren von der Form e7#"% +") gleich 1, woraus folgt: 

1. Es ist stets A = A’ und B= BP’. 

2. a) Alle drei Indizes verschieden: C + C. 

b) Zwei Indizes einander gleich: C = OC’. 

4usammenfassend lift sich also iiber den Strukturfaktor aus- 
sagen: 1. Sind alle drei Indizes verschieden, so andert er seinen 
Wert. 2. Sind zwei Indizes einander gleich, so behalt er seinen 
Wert bei Vertauschung zweier Indizes. 

Diese Tatsache entspricht auch vollkommen der Beobachtung 
(vgl. Tabelle 3) und stiitzt somit die Richtigkeit der zugrunde ge- 
legten Raumgruppe 74. Im Zusammenhang damit 148t sich auch 
gleich eine ganz allgemeine Aussage iiber die drei Parameter pqr 
machen: sie miissen namlich sicher alle drei voneinander verschieden 
sein. Anderenfalls wiirde der Strukturfaktor fiir drei ungerade Indizes 
gu einer gleichen Intensitaét bei Vertauschung zweier Indizes fiihren, 
was der Beobachtung widerspriche. Denn die Punkte (153) und 
(135) haben deutlich verschiedene Intensititen. 
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Tabelle 3. Zur allgemeinen Prifung des Strukturfaktors. 


ST 
|| 


Punkt||Indizes a A Pena eee eda o A Bs et 
1. Punkte mit drei verschiedenen Indizes. 
1 130 17903! |. 1,215 3 _ — | — =s — 
2 270 14 39 0,455 4 — — | —=- = = 
3 || 140 | 12 53 | 0,709 3 36 || 104 | 18911! | 0,725 2 
na 150 9 58 0,445 1 43 105 10 27 0,466 7 
5 160 8 16 0,310 ill 48 106 8 47 0,329 5 
6 14182] 15 43 | 0,258 1 oh ee } oe — 
7 271 14 33 0,448 2 32 217 14 47 0,455 3 
8 281 12 47 0,349 1 37 218 13 02 | 105356 2 
14 263 15 18 0,494 2 — — —— a — 
16 254 15 40 0,528 1 22 245 15° 59 0,538 2 
24 216 17 03 0,600 1 — _— — _— —_ 
26 123 14 19 0,866 2 17 132 14 07 | 0,854 1 
18 274 12.37 0,345 2 35 247 12,50 0,351 1 
19 142 11 22 0,564 5 89 124 | 11 29 0,569 ao 
20 152 9 21 0,389 7 45 125 9 38 0,400 8 
21 162 ZOD 0,282 7 50 126 8 13 0,293 2 
27 256 13 08 0,369 2 — —_— _— —_ —_ 
29 276 Lee 0,269 1 — —_ — — — 
30 143 10 11 0,455 9 40 134 10 11 0,455 6 
31 153 te} calif 0,332 6 46 135 8 47 0,338 5 
34 237 13;°35 0,391 4 _ _— —_ = _— 
42 || 154 748 | 0,275 4 47 || 145 755 | 0,279 5 
51 || 136 7 34 | 0,249 2 Pa (oo _ as 
2. Punkte mit zwei gleichen Indizes. 

9 || 131 | 16910’ | 1,100 2 25 | 113 | 16°24’ | 1,116 2 
10 272 14 04 0,422 1: 33 227 14 19 0,429 1 
11 141 12 19 0,659 2 38 114 12 41 0,678 2 
12 151 9 54 0,434 2 44 115 10 14 0,448 2 
13 161 8 13 0,304 1 49 116 8 30 0,314 1 
15 122 17 23 1,309 2 _ — a — —— 
23 255 14 33 0,448 1 —_— —_ — — — 
28 133 12 03 0,628 4 —_ — —_— a = 
41 | 144 | 8 57 | 0,855 2 et here a — ss 


Es sei iibrigens bemerkt, daB sich im vorliegenden Falle der 
Ausdruck § noch in eine tibersichtlichere und vor allem fiir die prak- 
tische Rechnung handlichere und bequemere Form bringen la8t. Man 
kann namlich die Exponentialfunktionen in trigonometrische Funk- 
tionen zerlegen, in geeigneter Weise zusammenfassen und erhilt dann, 
wenn man vier verschiedene Paare von Indizestripeln unterscheidet, 
fiir A, B und C verhiltnismaBig einfache und ganz dhnlich gebaute 
Ausdriicke. Der Vollstindigkeit wegen ist dabei auch der Fall, daB 
alle drei Indizes gerade sind, mit aufgefiihrt. Dieser entspricht 
dann einem geraden n, die iibrigen einem ungeraden. Ferner ist zur 
Abkiirzung 27a = 0%, 200 = B, 2np = £, 2%q = y und 2ar — £ 
gesetzt, da man ja doch mit Winkeln zu rechnen hat. Die Ausdriicke 
nehmen danach, wenn man den Zahlenfaktor 4 unterdriickt, weil es 


a 
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ja nur auf die Proportionalitét mit dem Strukturfaktor ankommt, 
folgende Gestalt an: 


leh, = 244+1,24 ho=2u41,2u he = 2v+1, Qv 
A = cos neh, cos N&hy cos nah; — isin NUh, sin nNe&h, sin NN; 
B= cosnph, cosn Phy cosnphs — isin nBh, sin n Bho sin nBhg 
C = cos ngh, cos nyhy cos nh, — isin nEh, sin ny hy sin n& hg 
+ cos nnh, cos nfh, cosn Eh, — isin nyh, sin nf h, sin nEh, 
+ cos nfh, cosn§hs cos nnh; —isin n& hy sin néh, sin nyjhz 
20h — 24, 24-1 ho 2p Qetl A, oy +1, oy 
= —sin neh, cos n&h, sinnah; + i cos nah, sin na&h, cos nuh; 
= —sinn Bh, cos nBh, sinn Bh; + i cos nPh, sin nBh, cos nBhsz 
= — sinnéh, cos nnh, sin nEh, + icosnéEh, sin nuh, cos n£ hz 
—sinnyh, cosnfh, sin nEh; + icosnyh, sin n€h, cos nE hz 
—sinn fh, cos nEhgsin nynh; + icos nEh, sin nEh, cos nn hz 
oo Ry 2A, 2A 1 hy 2n4+-1, 20. hy = 29, 294+ 
— cos nah, sin nah, sinna&hs +7 sin nah, cos Nah, cos Nuh; 
— cos nBh, sinnBh, sin nPh; +7 sin nBh, cos nBhy cos n Bhs 
—cos nEh, sin nynh, sn nEhzs +i sin néh, cos ny hy cos n& hs 
— cos nnh, sinnfh, sin nEh; + isin nyh, cos nfh, cos ngh,z 
— cos nfh, sin néh, sin nyh;, + isin n€h, cos n& hy cos n7 hz 
4,hy=2A4+1,24 ho =2u,2u+1 hy 2v,27+1 
— sin nah, sin n&h, cos nuh, +1 cos nah, cos Nah, sin Nuh; 
—sin n Bh, sin nBh, cosnPh; +4 cos nPh, cos nPh, sin nph, 
= —sinnéh, sinnyh, cos nEh; +4 cos néEh, cos nnh, sin nf hs; 
— sin nyh, sinnfh, cos nEhz + i cos nnh, cos nf hy sin ng hz 
—sin nfh, sinné h, cosnynh, +i cos nfh, cos néh, sin ny hz 


Qwh 


by bh 
I Wl 


II il 


Qwhk 


§7. Ein einfacher Weg zur Bestimmung der numerischen 
Werte der Parameter mit Hilfe von einigen einschrankenden, 
aber plausiblen Voraussetzungen. Nunmehr handelt es sich eben 
darum, die im Strukturfaktor auftretenden fiinf Parameter: a, b, p,q, r 
zahlenmaBig so festzulegen, daB die damit berechneten Intensitaten 
der Interferenzpunkte méglichst gut mit den auf der Platte beobach- 
teten tibereinstimmen. Eine vollkommene Ubereinstimmung ist natiir- 
lich nicht zu erwarten, da einerseits absichtliche Vernachlissigungen 
(die in § 4 erwahnt sind) gemacht wurden, andererseits aber tiber- 
haupt noch nicht alle Vorginge, die bei der ganzen Erscheinung eine 
Rolle spielen, véllig erforscht sind. Bei der unbegrenzten Zahl von 
Moglichkeiten erscheint es allerdings zunachst ziemlich aussichtslos 
oder mindestens nur von einem gliicklichen Zufall abzuhangen, darunter 
fiinf geeignete Werte zu finden. Kolkmeijer erwahnt gar nichts 
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dariiber, auf welche Weise er zu seinen Werten kam, wahrend 
Dickinson ausdriicklich bemerkt, daB sie durch bloBes Probieren ein 
Wertesystem gefunden hitten, das eine ,rohe Ubereinstimmung“ der 
Rechnung mit der Beobachtung liefere, was aber nicht ausschlieBe, 
da es etwa noch andere solche, vielleicht sogar besser passende gebe. 

Um nun nicht zu sehr aufs Geratewohl im Dunkeln herumzu- 
tappen, wurde in dieser Arbeit der Versuch gemacht, ob sich nicht 
durch geeignete, infolge der bereits ungefahren Kenntnis der Struktur 
einleuchtende Annahmen und Voraussetzungen die allzu grofe Willkir 
bei der Parameterwahl einschrinken laBt. Besonders wertvolle Dienste 
leistete dabei das von Bragg?) aufgestellte und von Rinne?) bereits 
vielfach bestiitigte und weiter ausgedehnte ,,Prinzip der dichten Kugel- 
packung“ nebst den daraus folgenden Anhaltspunkten fiir die GréBe 
der ,,Atombereiche“. 


Man betrachte z.B. einmal die Abstiinde des Cl-Atoms C, in der ~ 


Fig. 3 von den sechs nachsten umgebenden Na-Atomen N,, N3, N,, 
Nz, Nz, Nz (Die drei Na-Atome N;, Nz, Nz gehéren nicht mehr zu 
dem Elementarwiirfel, sondern bereits zu den angrenzenden Wiirfeln.) 
Es gilt namlich fiir die Entfernung: 

C, No: &, = (b—F+4)?+ (b—;—a)?+ (b—1+ 4)? | 

C, Ns: ej, = (b—1+a)?4+ (b—F+a)?+4+ (b—F—a)? > (La) 

ON: 4, = (b—}—a +@—1 +a)2+6—L +a)? | 

C, Ng: eis = (b—2+4 a) + (6 —i—a)? + (b+ a)? 

C,Ngi eis = +a)? +(b—-}4a) +—t—a?) (1b) 

ONg p= (O—b—aP+O+ae +0144) 


Hs fallt sofort auf, daB e. = ej, = ey = e und ¢,5 = ¢,5 
= é,z — é ist. Da liegt es nun nahe, zu verlangen, daB auch noch 
C= 6 a (le) 


sei, damit je ein Na- und Cl-Atom durchweg dieselbe Entfernung 

von einander haben. Daraus folgt fiir a@ und b die einfache Be- 
ziehung : (b—4+a)? + (b—4i—a)2+ (b>—1+ a) 

= (b—}+a)+ b—t—aP + (d+a) 
l1—a—b—a+b 

G=+ b= 3 (1d) 

Diese Bedingung ist bei Kolkmeier genau, “a Dickinson 
annahernd (a + b = 0,51) erfiillt. 

Zu einer abnlichen Betrachtung laden die drei zum Cl-Atom C, 


gehérenden O-Atome Of, 02, Of ein. Jedes von ihnen weist gewisser- 


1) W. L. Bragg, Phil. Mag. 40, 169, 1920. 
*) F. Rinne, ZS. f. phys. Chem. 100, 408, 1922 und auch Anm. 2, 8, 214. 


Die Kristallstruktur von ,Natriumchlorat“ (NaCl0s). 929 


maBen auf zwei Na-Atome hin, die in seiner Nahe liegen, z.B. 02% 
auf N, und Nz, 0% auf N, und Nz und schlieBlich O° auf N; und ING 
Fiir die Step rockoraee Abstande ergibt die Rechutne: 


OF Na: Ca. = (p—3+ 4)?+ (q—F—ay?+(r—1 ee 
OMe: be = (Fat 1+ t+ 93+) (28) 
OfNe: es = (r—1-+a)+(p—3 4a + a—1—a) J 


OFM ely Sp at = h-+ 0) 4 2 — 0) 
OLNs: es =(G—}+a)*+(r—f—at(o+ay — bean) 
O:Nz: 2; = (r—3—a)? fie yo lete(G=Si5 a)? 
Abnlich wie vorhin ist hier eg. = e4 = cg = e' und egy = O35 
= z=. In diesem Falle leuchtet es jedoch ganz gewiB noch 
mehr ein, die Bedingung aufzustellen, daB 
== fe 9, (2c) 


sein soll. Es hat dann namlich jedes O-Atom von den beiden ihm 
am nachsten stehenden Na-Atomen die gleiche Entfernung. Diese 
Annahme ist aber auch vom Standpunkte des ,,Prinzips der dichten 
Kugelpackung* aus ganz natiirlich. Denn es wiirde danach z.B. das 
O¢-Atom beriihrend zwischen den beiden Na-Atomen N, und Nj 
einerseits und dem Cl-Atom C, andererseits eingebettet liegen. 
SchlieBlich stimmt auch noch diese Annahme sehr gut mit dem zu 
Anfang (§5 und Fig. 2) aufgestellten Valenzschema iiberein. Denn 
es wird jetzt tatsichlich, wie dort angenommen wurde, das zweifach 
negative O-Atom durch je ein positives Cl- und zwei positive Na- 
Atome neutralisiert, und zwar von ersterem zu ®/, und von den beiden 
letzteren zu je 1/,. Andererseits ist auch wirklich jedes Na-Atom 
von sechs O-Atomen umgeben, die es beriihren und seine einzige 
positive Ladung zu je 1/, ausgleichen. Ferner ist durch die viel 
stirkere Bindung der O-Atome an das Cl-Atom die ClO ;-Gruppe er- 
klart, wahrend von einem selbstindigen zusammengehorigen Molekiil 
eigentlich nicht mehr gesprochen werden kann, sondern nur von den 
einfachen Natriumionen (einfach positiv) und den wie ein einfach 
negatives Ion nach auSen wirkenden ClO,-Gruppen, wie ja auch sonst. 
in Kristallen die Molekiile sich in ein regelmaBiges Nebeneinander 
von Ionen auflésen. 

Die Gleichung (2c) legt einfach einen geometrischen Ort fir das 
Oz- Atom fest, und zwar ist dies die Ebene, die auf der Mitte der 
orbindiagsiaie N, Nz senkrecht steht. Ihre Gleichung lautet nach (2c): 


(p —} +4)? + (g— 3a? +71 + a) 
=(p +a)? +(g—}+42+ (7-3-4) (24) 
p+4aq+r(l1—4a) = 1—2a 


230 Wilhelm Kiby, 


Man kann nun sogar gleich noch einen Schritt weiter gehen und 
einen zweiten geometrischen Ort fiir das O¢-Atom vorschreiben, indem 
man verlangt, daS es mit dem Cl-Atom C, und den beiden Na-Atomen 
N, und Nz in derselben Ebene liege. Die Gleichung dieser Ebene 
ist unter Beriicksichtigung von Gleichung (14d): 

32a2p —2q+8ar = —1+6a-+ 8a*— 3243. (3) 

Die beiden Gleichungen (2d) und (8) vereinfachen sich wesent- 
lich, wenn der Koordinatenanfangspunkt in das Cl-Atom C, verlegt 
wird durch die Transformation: 

—i+ta=e@ q—ita=y r—jt+a=z. 
Denn es zeigt sich dann, da8 die beiden Ebenen (2d) und (3) durch 
C, hindurchgehen. Es wird namlich aus (2d): 


at4day+(l—4a)ze=—0 (4) 
l6@c—y+4ae=—0 (5) 


Diese zwei Ebenen bestimmen nun ihrerseits wieder einen neuen 
geometrischen Ort fiir das 0%-Atom, namlich die Verbindungslinie 
von der Mitte von N,N; nach C,. Man ver- 
gleiche dazu Fig.4, in der die Ebene (5) als 
Zeichenebene dargestellt ist. 

An dieser Stelle mége auch auf einige inter- 
essante regelmaBige Beziehungen zwischen den 
Abstanden der Na- und Cl-Atome untereinander 
hingewiesen werden, die eng mit der Bedingung 
(1d) zusammenhiingen und damit ihre Berech- 
tigung stiitzen. Das Cl-Atom (, bildet mit 
seinen sechs nichsten umgebenden Na-Atomen 

Fig. 4. (Nz, Ns, Ny, Nz, Nz, Nz) 12 gleichschenklige 
Dreiecke. Die Sehenkel sind alle einander gleich, 
und zwar nach Gleichung (1c): 9, = yi + 40% + 4a*, Dagegen sind ihre 
Grundlinien verschieden, doch so, daB sie in den drei Dreiecken, die 
ein O-Atom enthalten (V,N3;, Nz N,, N;Nz), und in den Dreiecken 
ohne O-Atom (N,N,, N;.Ni, Nz N,) einander gleich sind. Die Linge 
der Grundlinie in den Dreiecken dieser Art ist: 


g = Vi—2a+ 8a? und die Hthe f= 1yi+2a+ 8a, 
in denen zweiter Art (das sind die tibrigen sechs moglichen): 
J — yi+2a-+ 8a? und die Hthe hk = tye —2a-+ 8a? 


Es ist mithin g = 2h und g = 2h, d.h. der Flacheninhalt ist bei 
allen 12 Dreiecken gleich gro8. 


und aus (3) 
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Aus den Gleichungen (4) und (5) liBt sich aber auch noch eine 
sehr wichtige SchluBfolgerung ziehen. Wenn nimlich das O¢- Atom 
auf die Linie MC, beschrinkt ist, so gelten fiir seine Koordinaten 
par die Grenzen: 


t—a<p<j}—a 
2 >q>i-—a 
rt >r>i-—a 


oder fiir die neuen Koordinaten xyz: 


—i<2<0 | 
a>y>O0 > (5a) 
S| 
Dabei durchlaufen jedoch die xyz ihre Intervalle nicht unab- 
haingig voneinander, sondern so, daf der durch sie bestimmte Punkt 
stets auf MC, liegt. Sonst wire die weiter unten vollzogene Addition 
nicht zulassig. 
Nun liegen aber die drei O-Atome in einer Ebene, die senkrecht 
auf der Diagonale N,C,, und zwar vermutlich in der Nahe von (C, 
steht. Die Koordinaten dieses Schnittpunktes seien 0b’, b’, b’. Dann 
miissen die pgr stets die Gleichung dieser Ebene erfiillen: 


ptat+r=30' (6) 
oder in den neuen Koordinaten, wenn b’ = $—a-+ > gesetzt wird: 
atytez=3u. (6a) 

Durch Addition der Ungleichungen (5a) erhalt man 
2Qa>a+yte>O oder 2a>3v>0, (6b) 


und damit das wichtige Ergebnis, daB die Ebene der O-Atome die 
Diagonale nicht innerhalb N,C,, sondern nur auferhalb schneiden 
kann. Diese Bedingung ist zum Beispiel bei Kolkmeijer nicht er- 
fiillt, wohl aber bei Dickinson. Man ist auch gleich dariiber unter- 
richtet, wie weit die Sauerstoffatomebene héchstens tiber C, hinaus- 
geschoben sein kann. Denn »v liegt ja in den Grenzen: 


2a>v>0 und v. V3 ist die Verschiebung. 


Endlich 148t sich noch ein dritter geometrischer Ort fiir das 
02-Atom angeben, namlich eine Kugel mit dem Radius O> Cl = 93 
um das Cl-Atom (;: 


(p—ttart+—staPt+(r—tt+ar=e (7) 
wtyte= oe} (Ta) 


oder 
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Aus den drei geometrischen Ortern: 


atdayt+(l—4a)z= 0, (4) 
16a2x—y+4az = 0, (5) 
w+ y?+ 22 = Q5, (7a) 
ergibt sich: 
=: hee 
 «y2(1+4a+ 1642)” 
40 Q3 , 8 
5 y2(1+4a+4 16a?) (8) 
(1 + 4a) 0s 


y2(1+ 4a + 16a) 
Die Vorzeichen sind durch die Ungleichungen (5a) bestimmt. 

Auf diese Weise ist also erreicht, daB statt der urspriinglichen 
fiinf Parameter a, b, p, g, r nur noch zwei, namlich a und @g, zu be- 
stimmen sind. Man kénnte sogar noch weiter gehen und unter Hin- 
zuziehung der Gleichung (2c) (am einfachsten unmittelbar aus Fig. 4) 
a durch @, und @g; ausdriicken. Doch wird die Gleichung fiir a vom 
vierten Grad und ferner sind @, und besonders 9; aus dem ,Prinzip 
der dichten Kugelpackung“ nicht genau genug bekannt, um so einfach 
durch Berechnung samtliche fiinf Parameter zu finden. Immerhin 
bieten die Werte von 0, und Q3, wie sie sich nach Braggs!) Be- 
rechnungen ergeben, wertvolle Anhaltspunkte. Als Radius fiir den 
za jedem Atom gehérigen kugelférmig gedachten Bereich ist nach 
Bragg (die Anderungen, die nach den neuveren Berechnungen von 
Rinne#) anzubringen sind, spielen hier keine Rolle, wo es sich ja 
nur um ungefahre Anhaltspunkte handelt) zu setzen fir: 


e Shares am 
0, -00/65 Lig °™ | oder in Einheiten der | — oy 
Ol 105; 102. mt sain 0,16 
Na: 1,77-10-° , | ementarwiirfelkante | __ 0,27 


Daraus folgt: 


G2 = 0,37 fiir den Abstand der O- von den Na-Atomen, 
0; = 0,26 fiir den Abstand der O- von den Cl-Atomen. 


Davon gilt der Wert von 9, gewiS auch fiir den vorliegenden Fall, 
da die angegebenen Radien dem neutralen O- und dem einfach 
positiven Na-Atom entsprechen. Hier ist zwar allerdings O zweifach 
negativ, hat also zwei Elektronen mehr. Doch wird dadurch nur die 
duBere Schale vollzahlig, der Bereich indes wohl kaum verindert. 
1) W. L. Bragg, Phil. Mag. 40, 169, 1920. 
*) F. Rinne, ZS. f. phys. Chem. 100, 408, 1922 und auch Anm. 2, 8. 214. 
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auch bei Rinne der Radius nur fiir ein neutrales O-Atom aufeefiihrt 
ist, wahrend doch in einer Reihe von Verbindungen das O-Atom 
‘wohl sicher als zweifach negatives Ion auftritt. Dagegen gehért der 
fiir das Chlor berechnete Radius zu einem einfach negativen Ion, 
wie es etwa bei NaCl auftritt, wihrend hier nach der angenommenen 
Elektronenverteilung (§ 5) das Chlor fiinffach positiv geladen ist. 
Infolgedessen wird sein Bereich kleiner sein als der von Bragg und 
Rinne angegebene, und zwar wird er, da das Chlor seinen Aueren 
Elektronenring fast véllig, bis auf zwei Elektronen, verloren hat, dem 
des Sauerstoffs ziemlich nahe kommen. Man konnte nach Bragg?) 
auch noch die besonders innige Verbindung zwischen dem Cl- und 
den O-Atomen fiir eine Verkleinerung des Bereichs verantwortlich 
machen. Sein Radius wird also zwischen 0,10 und 0,16 liegen, und 
somit gilt fiir ge, 0,20<@;<0,26. Dabei liegt es héchstwahrscheinlich 
naher bei der unteren Grenze als bei der oberen. 

Aus der schon erwa&hnten Gleichung vierten Grades fiir a (die 
sich aus Fig. 4 leicht ableiten 1aBt): 


Ubrigens ist nicht recht verstandlich, weshalb sowohl bei Bragg als 


2 
16a + 8a2(}—e2) — 2003 = 97 — (03 93) 

146t sich tiber die méglichen Werte von a nicht viel mehr entnehmen 
als die einfacbe Anschauung schon vermuten laBt. Da der Koeffizient 
von a? fiir den in Frage kommenden Bereich (0, ~ 0,37) positiv ist, 
ist die Kurve der Gleichung annahernd eine Parabel, die nur durch 
das Glied 16a‘ noch steiler gemacht wird; infolgedessen kann die 
Gleichung héchstens zwei reelle Wurzeln haben. Ein roher Uber- 
schlag ergibt, daB diese fiir @, = 0,374 (9; = 0,14) und 0, = 0,23 
die Werte 0 und 0,1 annehmen, fiir oe; = 0,21, 0,03 und 0,07, sich 
dann sehr rasch nahern, um fiir 93 = 0,20 bereits imaginar zu werden. 
Es liegt also a sicher zwischen 0 und 0,1. Genauere Grenzen an- 
zageben, hat, wie schon gesagt, keinen Zweck, da die kleinsten 
Schwankungen von Q, schon einen betrachtlichen Einflu8 in der 
Gleichung auf a ausiiben. Nun miiBte man eben probieren, welche 
Kombination von a und g; (wobei nur die Intervalle 0<a<0,l und 
0,20 < @;<0,23 in Betracht kamen) die Interferenzerscheinung am 
besten erklart. = 

§ 8. Endgiiltige wirkliche Bestimmung der numerischen 
Werte der Parameter auf allgemeinerem Wege unter Bei- 
behaltung nur einer, und zwar der plausibelsten Annahme 


1) W. L. Bragg, Phil. Mag. 40, 169, 1920. 


234 Wilhelm Kiby, 


des §7. Da jedoch diesem Verfahren eine Reihe zwar sehr nahe 
liegender, aber spezieller und vielleicht doch anfechtbar diinkender 
Voraussetzungen zugrunde liegt, wurde zur wirklichen Berechnung 
ein allgemeinerer, aber deshalb auch umstindlicherer Weg eingeschlagen. 
Fiihrt auch dieser zu denselben Ergebnissen, so ist damit wohl nach- 
triglich die Berechtigung zu den an die Spitze gestellten Forderungen 
erwiesen. 

1. Abschnitt. Reduktion der Parameter a, b, p, q, r auf 
die Parameter a, b, 0/, 93. Es soll jetzt nur die Voraussetzung (2¢) 
beibehalten werden, daB das O%-Atom von den beiden Na-Atomen 
N, und N; gleich weit entfernt sein soll, weil sie die wahrscheinlichste 
ist. Dagegen braucht es nicht mehr in der Ebene durch C, N, Nz 
zu liegen. Auch soll die Méglichkeit zugelassen sein, daB die Be- 
dingung (1d) nicht streng erfiillt ist, immerhin aber noch annahernd. 
Dann ist die Lage des O%-Atoms durch drei geometrische Orter fest- 
gelegt, einmal durch die Mittellotebene auf der Verbindungslinie N, 
Nz, zweitens durch die Ebene, auf der es gemeinsam mit den beiden 
iibrigen zu C, gehérigen O-Atomen liegen mu8, und drittens durch 
eine Kugel um C, mit dem Abstand 9; als Radius. Die entsprechenden 
Gleichungen lauten: 


‘ 
: 


p+4aq+r(1—4a) = 1— 2a, (2d) 
ptatr= 3p, (6) 
(p — 6)? + (q—b)? + (ry —b)? = 03. (7b) 


(7b) entspricht der friiheren Gleichung (7), nur ist in ihr 1 —a@ durch 
b eisetzt, weil jetzt die Gleichung a+ b = } nicht als streng giiltig 
vorausgesetzt wird. Die Ausrechnung von (7b) liefert unter Benutzung 
von (6): 
p+ g@+t+r—2b(p+a+r) = 03 —3d8 
p+ q+ r— 6b’ = 02? —3b2 
Ferner folgt aus (6) durch quadrieren: 
p? = 9b'2+4+ g24 r2?— 6b'q — 60'r + Jar, 
durch Subtraktion: 
2g? + 2r? + 2qr—6b'g— 6d'r = 03 — 6b’? — 3 (b! —b)2, - 
 — q (38 —r) =} [03 — 60? — 3 (V0)? 27 4 B'r], 
q = }[3b'—r+9b2—6b'r + 79+ 2 02— 120 6(b/—b)3— 472+ 120'r], 
q =3[3b'—r+Y2 0} — 3 (r—b')?—6(b! — b)>]. 
Es ist aber nach (2d) auch (wenn man p+r durch 3b'—q ersetzt): 
_ 30'4+2a—1—4ar 
 Neeeallan ern > TU ee o= S (2e) 


ear. ty 
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Also ergibt sich folgende Gleichung fiir r: 
2(3b'+ 2a—1-—4ar) — (1—4a)(3b'—r + 720; —3(r—b’)— 6 (o/b) 
6b' + 4a—2—8ar = 3b’—-r—12ab! + 4ar+(1—4a) 
V295—3 (r—b')?—6 (bb), 
2(2a + 2b’—1)-12a(r—d’) + (r-d’) 
= +(1-4a) V2 03 —3(r—b’)2—6(b'—b)2. 


Zur Abkiirzung sei gesetzt: 


r—b’ — 2g, 
2a+2/—-1=— 7, 
20; —6(b' —b)s = P. 


Dann vereinfacht sich die Gleichung: 


zg (l—12a)+2M—+(1 —4a) /P—32, 
2? (1 — 12a)?+ 4M (1 — 12a)24+ 4M? = (1 — 4a)? P— 3(1 — 4a)? 22, 
22[(1 —12a)?+ 3(1—4a)*] + 4M(1—12a)z2 = (1—4a)?P—4 M2. 


Zur weiteren Abkiirzung sei: 
(1 — 12a)?+ 3(1 — 4a)? = 4(1—12a+ 48a?) = 4N. 
Dann folgt fiir ¢ der Wert: 


¢ = piy[-M (1-120) + VIR (1— 12a)? F WL 4a? PANE, 
= aH —M(1—12a)+ V2[4N—3(1—4a)"] +N(1—4a)? P—4N ?), 


‘2 py-Md-120)4(0-42) \NP-3 i}. 
Durch eine ganz analoge Rechnung findet man fiir g—b' = y: 
1 oe AD _.. 2172 
y = yl —6a){2aV~NP—3M?]. 


Das Vorzeichen der Wurzel ist bei y und zg entgegengesetzt zu wahlen, 
damit die Gleichung (2e) erfiillt wird. Setzt man jetzt noch p —b'=2, 


_ so folgt aus Gleichung (6): 


a+ty+e=0. eae 


Da also x = —(y+ 2) ist, sieht der Audruck fiir x so aus: 


e = p¢[—MF(—8a) YNP— 321} 
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Zur besseren Ubersicht seien nunmehr die pqr-Werte noch einmal 
zusammengestellt: 


pb +4345 ear M+ (1—8a) /NP— 3M], | 


ff 
| 


a=V+ys y = x [M(1— 6a) 42a ~NP— 3 MA, ©) 


r—V+tac= aq(—MU—12a) +0 — 4a) NP— 3). 


Dabei bedeutet: 

M = 2a+ 20'—1, 
N =1—12a-+ 48a, 
P = 2[3—3(0'—D}}). 

Auf diese Weise ist die Zahl der Parameter auf vier zuriick- 
gefiihrt: a, b, b', gs. Und diese haben auBerdem den Vorteil, daB 
nur noch a einen gréferen Spielraum hat, wahrend fiir die tibrigen 
die Grenzen verhiltnismaBig eng gesteckt sind. Diese sind fiir @;, 
wie schon gezeigt wurde, 0,20 und 0,26, wobei die Grenzen selbst 
kaum erreicht werden diirften. Fiir b’ folgen sie aus den obigen 
Ausdriicken fiir xyz. Denn, damit diese reell werden, muf der 
Radikand positiv sein. Setzt man ihn gleich 0, so liefern die Wurzeln 
dieser Gleichung fiir b’ die gewiinschten Grenzen: 

NP—3 M2= 0 
oder ausfiihrlich: 
2 N[o? — 3 (b' — b)?] = 3(2a+ 2b'—1)% 

Man setze (abnlich wie in §7 bei Gleichung (6a) b’—b = v und zur 
Abkiirzung: 2a + 2b —1 = M’. v ist dann wieder ein MaB dafiir, wie- 
viel die Ebene der Sauerstoffatome vom Cl-Atom wegverschoben ist. 

2 N[o} —3v?2] = 3(M' + 2x), 

2N 0; —6 Nv? = 38 M2412 M'.v4 1222, 

6 (V+ 2)02+12 M'v = 2N 02-3 MM", 


ers =e a 


=o Mx (ROIS (10) 


In dem Falle, wo die Bedingung (1d) genau oder wenigstens 
annahernd erfiillt ist, wird M’ = 0 oder doch sehr klein, so da8 dann 


der Ausdruck fiir die maximale Verschiebung der Sauerstoffatomebene 
sich sehr vereinfacht: 


o=+tofsacy: ) {10-0} 
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2. Abschnitt. Ungefihre Bestimmung von a und b. Was 
b anbelangt, so ist seine Abweichung von dem Wert 1/, — a, wie 
ihn die Bedingung (1d) forderte, jedenfalls ziemlich gering, so dab 
seine Grenzen im wesentlichen mit denen von a festgelegt sind. 

Dagegen lassen sich fiir a nicht so ohne weiteres feste Grenzen 
ermitteln. Da Na und Cl beide positive Ionen sein sollen, letzteres 
sogar fiinffach positiv, ist anzunehmen, daB sie sich auf der Diagonale 
nicht allzu nahe kommen. Fiir den ganz unwahrscheinlichen Fall, 
da8 ihr Abstand dem nahe komme, den sie beim NaCl auf der 
Wiirfelkante haben, ist a = 1/,, wenn a+ b = 1/, als naherungs- 
weise richtig angenommen wird. Also liegt a sicher zwischen 0 und 
0,125. Eine schirfere Bestimmung ist nun nur noch durch Probieren 
méglich. Fiir eine erste rohe Naherung geniigt es, nur den Einflu8 
der Na- und Cl-Atome auf den Strukturfaktor zu _beriicksichtigen, 
um fiir geeignete Punkte (nach Schiebolds Kombinationsmethode) 
das Intensitaétsverhaltnis 
nach friiherem (§ 6): 


'S,|?:|8,/2 priifen zu kénnen. Es ist dann 


S = Na.A+ C1.B. 
Setzt man hierin 274 = @ und 22b — 8, so lauft @ von 0 bis 459, 
wenn a die Werte von 0 bis 1/, durchlauft und entsprechend B von 
180° bis 135° fiir b von 1/, bis 3/,. AuBerdem soll m = 1 sein, d.h. 
es sollen nur Punkte mit Interferenz erster Ordnung betrachtet werden. 
Es zeigt sich dann, da8 in dem genannten Intervall: 
i (— Leet A 

ist, wenn A den zu A konjugierten Wert bedeutet, und zwar als 
Funktion von « betrachtet. Streng genommen, ist in dem Ausdruck 
S zu unterscheiden zwischen dem zu A gehdrenden Wert a; und dem 
zu B gebérenden a Da jedoch nach Voraussetzung annahernd 
b = 1/, —a sein soll, kann man fiir den vorliegenden Fall a; = o 
= o setzen, weil es zunachst nur darauf ankommt, die unyefahre 
Stelle von a im Intervall von 0 bis 0,125 zu finden. Es gilt daher: 


S = Na. A+ Cl.(—1)". A. 
Dabei ist fiir Na und Cl 10 bzw. 12 zu setzen. Man hat also 
zwischen Punkten mit gerader und ungerader Indizessumme zu unter- 


scheiden: ; 
1. Zh gerade:sS= 22H (A)—i23 (A), 


2. Dh ungerade:S = — 2#(A)+ 4.223 (4). 
Dabei bedeutet: 
¥ (A) = reeller Teil von A, 
3 (A) = imaginarer Teil von A. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. 17 
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Nun wurden fiir eine Reihe von Punkten die Funktionen 3}{(A) 
bzw. 9(A) graphisch dargestellt. Die nur mit 2 multiplizierten Teil 
funktionen von S wurden vernachlassigt, da ihr Kinflu8 zn gering isv. 

Die beiden Punktepaare (154, 145) und (162, 126) (siehe Fig. 5, 
6 und 7), die in der Intensitiitsskala an der Stelle 4 und 5, bzw. 7 
und 2 stehen, zeigen deutlich, daB « mit gro%er Wahrscheinlichkeit 
in dem Intervall von 25 bis 30°, und zwar wohl naher bei der unteren 
Grenze liegt. Auch die Kurve fiir das Punktepaar (153, 135) (sie 


Fig. 7. _ ‘Fig. 6. 


ist fiir beide Punkte dieselbe nach dem, was die Diskussion des 
Strukturfaktors in § 6 ergab), dem in der Intensitiitsskala die Zahlen 
6 und 5 zukommen, spricht fiir diese Stelle. Dem Bereich 25° < « 
< 30° entspricht 0,069 < a < 0,083 und 0,431 > b > 0,417. 

3. Abschnitt. Priifung der Werte von Kolkmeijer und 
Dickinson. Es ist interessant, damit die Werte von Kolkmeijer: 
a = 0,083 “(2/;5) und b = 0,417 (5/,.) sowie die von Dickinson: 
a = 0,08 und b = 0,43 zu vergleichen. Sie liegen samtlich in diesem 
Intervall. Es lag darum nahe, zunachst einmal unmittelbar die von 
Kolkmeijer einerseits und Dickinson andererseits gefundenen Werte 
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fiir alle fiinf Parameter zu iibernehmen und zu priifen, und zwar an 
den zu Anfang (§ 4) bereits als besonders giinstig (fiir Schiebolds 
Kombinationsmethode) bezeichneten 16 Punkten. Die Ergebnisse sind 
in den beiden Tabellen 4 und 5 zusammengestellt. Die erstere ent- 
halt auBer den Parametern selbst (wobei zu beachten ist, daB die 
Reihenfolge der pqr-Werte bei Kolkmeijer und Dickinson um- 
gekehrt ist, weil sie linksdrehende Koordinatensysteme benutzen, 
wahrend hier das iibliche rechtsdrehende verwendet ist) noch die 
Werte der Koordinaten b’ fiir den Schnittpunkt der Sauerstoffatom- 
ebene mit der Diagonalen, sowie der GréBen Q,, Oo, 03, die an anderer 
Stelle (§ 7) bereits definiert wurden, und die zugrunde gelegte Elek- 


Tabelle 4. 
(Der Raumersparnis wegen sind bei den Parameterwerten nur die drei Stellen 
hinter 0,... angegeben.) 


7 7 = 7 
| | | 
| | 


| 1 | 0» Elektronen- 
Para- | ’ | verteilung 
meter | - b P q a oF gs ° 
e | Cape! | é Na | Cl | 0 


j j | 
K, || 083 | 417 | 306 | 417 | 500 | 407 || 527 |/462|398/ 189 | 11) 17] 8 
K, | 083 | 417 | 306 | 417 | 500 | 407 | -527 | 462| 398] 139 | 10 | 12 | 10 
D, || 080 | 430 | 800 | 470 | 590 | 453 oles 368 | 383 210 | 11 | 17 | 8 


Dz 080 | 430 | 300 | 470 | 590 | 458 || 513 | 532] 368 | 383|| 210 || 10 | 12 | 10 
Kiby || 071 | 429 | 301 | 473 | 590 | 455 520 375 210 || 10 | 12) 10 
Tabelle 5. 

Berechnete Intensitaét (I ~ |S |®) 

° Beob. fiir 
Punkt || Indizes Intensitit & A , 

K, Ky D, Ds | Kiby 
42 154, 4 7948! 0,275 209 178 175 167 161 
47 145 5 7 55 0,279 45 Vt 200 135_ 160 
21 162 vf 7 55 0,282 eal 44 535 420 404 
50 126 2 8 13 0,293 51 109 39 28 55 
13 161 1 8 13 0,304 92 31 98 38. 
49 116 1 8 30 0,314 ae 
5 160 1 8 16 0,310 0 0 36 34 15 
48 | 106 5 8 47 0,329 36 56 ool 580 682 
31 153 6 8 37 0,332 119 140 105 |-178 212° 
46 135 5 8 47 0,338 213 287 154 140 143 
18 || 274 2 12 37 0,345 69 56 95 88 51 
35 || 247 1 1250 | 0,851 || 124 90 82 17 | 83 
8 281 ul 12 47 0,349 84 80 166 160 125 
37 218 2 13 02 0,356 219 191 393 304 355. : 

| 184 
20; 152 7 9 21 0,389 67 27 238 228 
45 125 8 9 38 0,400 |) 212 216 | 319 242 282 
alee 
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tronenverteilung. Die Werte von Kolkmeijer befriedigen die in 
der vorliegenden Arbeit an die Spitze gestellten Voraussetzungen und 
Bedingungen sehr schlecht. b' ist kleiner als 6, der Schnittpunkt 
der O-Ebene liegt also innerhalb von N, C,, wahrend er aufSerhalb 
liegen soll, wie sich auch noch im folgenden (§ 8, 4. Abschnitt) 
bestatigen wird. 0, ist einheitlich, da die Bedingung (1d) streng 
erfiillt ist, dagegen ist g, ungleich entgegen der Bedingung (2c) bzw. 
(2d), und zwar betrachtlich. 3 schlieBlich ist entschieden ganz bedeutend 
zu klein mit 0,14 statt etwa 0,20 bis 0,26, was iibrigens die Verfasser 
am Schlusse ihrer Arbeit selbst zugeben. Wohl aber stimmen die 
entsprechenden Werte bei Dickinson recht gut mit den Voraus- 
setzungen iiberein. Wenn auch 9, zwischen 0,513 und 0,532 abwechselt, 
so ist diese Schwankung immerhin klein, weil eben bei ihm die Be- 
dingung (1d) nicht genau erfillt ist. Doch laBt sich dagegen kein 
zwingender Grund anfiihren. Auch g, erfiillt annahernd die Be- 
dingung (2c). Sein Mittelwert 0,375 stimmt auch mit dem Wert 
gut iiberein, der aus dem Prinzip der dichten Kugelpackung dafiir 
folgt, wahrend der Wert von Kolkmeijer davon ebenfalls erheblich 
abweicht. Die zweite Tabelle (5) enthalt fiir die betrachteten 16 
Punkte die Indizes, die beobachtete geschitzte Intensitat, die Glanz- 
winkel, die Wellenlange und schlieBlich die berechnete Intensitit, ein- 
fach gleich |S? gesetzt. Die Spalten K, und K, geben die mit den 
Kolkmeijerschen Werten berechneten Intensititen, und zwar K,, in- 
dem im Strukturfaktor fiir den Faktor ~ nur die Atomnummern (11, 
17, 8) gesetzt wurden, und K, auf Grund der hier vorgeschlagenen 
Elektronenverteilung, die auch unter den in § 4 erwihnten vier | 
Méglichkeiten bei Kolkmeijer enthalten ist. Das Entsprechende 
gilt in den beiden Spalten D, und D, fiir die Werte von Dickinson. 
Die letzte Spalte enthalt die Werte der vorliegenden Arbeit. Man 
sieht auch in dieser Tabelle wieder, daB die Werte von Kolkmeijer 
auch die Intensitaét nicht richtig wiedergeben, daB sie sogar bei einigen 
Punkten eine der Beobachtung gerade entgegengesetzte Intensitits- 
verteilang herbeifiihren, waihrend diejenigen von Dickinson schon 
eine viel bessere Ubereinstimmung ergeben. Nur beim Punktepaar 
(153, 135) in Spalte D, und (154, 145) in Spalte D, ist das Inten- 
sitatsverhaltnis im Widerspruch mit der Beobachtung. Jedenfalls 
sprechen beide Tabellen deutlich zugunsten der verschiedenen An- 
nahmen und Voraussetzungen, die fiir diese Arbeit einen bestinimten 
Weg weisen sollten. 

4. Abschnitt. Endgiiltige Bestimmung der Zahlenwerte 
fiir die Parameter. Da also allem Anschein nach die Werte von 
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Dickinson der Wahrheit ziemlich nahe kommen, wurden seine Werte 
fur a und b zuniichst beibehalten und durch Abinderung von pqr 
versucht, ob sich eine bessere Ubereinstimmung erzielen lat. Dazu 
wurden gerade die beiden Punktepaare (154, 145) und (153, 135), 
die noch nicht stimmten, herangezogen. 

Die Gleichungen (9) fiir pgr enthalten jetzt, wo a und b festgelegt 
sind, nur noch zwei Parameter b’ und g;._ Dabei gelten fiir Q3 Wieder 
die Grenzen 0,20°< e,; < 0,26 und fiir b’ ergeben sie sich aus 
Gleichung (10) (da » = b’—b) zu 

0,377 < b' < 0,466 fiir og, = 0,20, 
0,364 < b' < 0479 fir 0, = 0,26. 

Ferner mu nach dem Prinzip der dichten Kugelpackung, wie 
friiher in § 7 gezeigt wurde, 9, ~ 0,37 sein. Es ist aber auch nach 
Gleichung (2c) bzw. (2b) 

= (p +a) + (g—/s+4)?+ (r—Ya—a) 

Also darf p+ a sicher nicht griéBer sein als etwa 0,37, oder es 
mu8 p < 0,29 sein (da a = 0,08 angenommen wird). Nach Gleichung (9) 
ist jedoch: 


ol 25 eee 
aN tats 


wobei R eine positive Zahl ist. 

Dabei wird der erste Bruch im giinstigsten Falle (d. h. wo er 
fiir ein gréBtes b’ am kleinsten wird), naimlich fiir b’ — 0,479 noch 
0,31. Also ist fiir die Wurzel stets das negative Vorzeichen zu 
wihlen, damit p kleiner werden kann. Dadurch sind dann fiir g und 
ry ebenfalls die Vorzeichen der Wurzel in den Gleichungen (9) ein- 
deutig bestimmt. 

Die Tabelle 6 gibt eine Aufstellung der pqgr-Werte als Funktion 
von 0’ und g, in den oben erérterten Grenzen. Es wird auffallen, 
daB die Tabelle schon bei b’ — 0,42 abbricht und das Gebiet' von 
b! = 0,42 bis b’ = 0,36 ginzlich fehlt. Doch kann man leicht er- 
kennen, daB von b’<0,43 an die p-Werte> 0,29 werden und infolge- 
dessen aus dem oben besprochenen Grunde unbrauchbar sind. Die 
Berechnung dieses Teiles der Tabelle ist daher tatsachlich tiberflissig. 
Gleichzeitig springt dabei das wichtige Ergebnis heraus, daB b'>6 
(b = 0,43) sein mu, daB also die Ebene der Sauerstoffatome die 
Diagonale auBerhalb des Na- und Cl-Atoms schneidet. Erfreulicher- 
weise wird dadurch wieder ein Schluf bestatigt, der aus den seiner- 
zeit [§7, Gleichung (6b)] aufgestellten Voraussetzungen schon damals 
gezogen wurde. Die Zahlen unmittelbar hinter den Wertetripeln fir 
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Tabelle 6. 
SE  ———————— 7 
b! > 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 
Q3 in BS ns Lewy Sa. 
V [SP ish 8? [SP 

p || 0,334 0,317 | 0,304 0,298 0,302 

q_ || 0,343, 0,385 0,431 0,481 |) 0,542 

r || 0,588 0,588 0,585 | 0,571 | 0,536 
0,20 | 154 94 63 | 14 || 244 

145 | 717 403 | 35 108 

153 256 196 66 161 

135 181 103 33 73 

p | 0,380 0,312 || 0,299 || 0,292 0,294 

q || 0,840 0,381 | 0,426 | 0,476 0,534 

r || 0,590 0,597 0,594 0,582 | 0,551 
0,21 | 154 74 || 46 12 205 

145 630 394 47 | 132 

153 251 192 60 155 

135 168 86 56 98 

p | 0,825 0,308 0,295 0,287 0,287 

q || 0,336 0,377 | 0,422 0,471 0,528 

r || 0,599 0,605 0,603 0,592 0,565 
0,22 | 154 58 34 | 16 164 

145 512 382 68 149 

153 224 173 49 130 

135 140 72 92 128 

p | 0,321 0,304 0,290 0,281 0,280 

q_ || 0,832 0,373 0,418 0,467 0,522 

r || 0,607 0,613 0,612 0,602 0,578 
0,23 | 154 51 294 29 137 

145 415 365 98 158 

153 187 141 | 33 96 

135 115 60 136 168 

p || 0,317 0,299 0,285 0,276 0,274 

q || 0,328 0,369 0,414 0,462 0,516 

r || 0,615 0,622 0,621 0,612 0,590 
0,24 | 154 50 18 58 128 

145 345 346 142 1521 

153 148 97 20 71 

135 93 49 182 225 

p ||-0,312 0,295 0,281 0,271 | 0,267 

q_ || 0,324 0,365 0,410 0,458 0,511 

r || 0,624 0,630 0,629 0,621 0,602 
0,25 | 154 53 20 100 140 

145 304 340 191 158 

153 116 66 13 56 | 

135 | 89 44 210 289° 

p || 0,308 0,290 0,276 0,266 0,261 

q || 0,320 0,361 | 0,406 0,453 | 0,506 

r |) 0,632 0,638 0,638 0,631 0,613 
0,26 | 154 163 || 

145 | 188 

153 . 50 

135 373 
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par geben die zu diesen Parameterwerten gehérigen berechneten 
Intensitaten (|S) fiir die Punktepaare (154, 145) und (153, 135) an, 
die ja eben besonders untersucht werden sollten. Nach der Beob- 
achtung miiBten die beiden ersten im Verhiltnis von etwa 4:5, die 
zweiten von etwa 6:5 zueinander stehen. Es fallt sogleich auf, dab 
passende Werte nur wahrscheinlich sind, wenn b’ zwischen den auBer- 
ordentlich engen Grenzen 0,45 und 0,46 liegt. Tabelle 7 zeigt deshalb 
dieses Intervall noch einmal besonders eingehend berechnet. Die 
Spalte fiir b’ = 0,4533... wurde in die regelm&Bige Unterteilung nur 
deswegen eingeschaltet, weil dies der entsprechende Wert bei 
Dickinson ist, und die Spalte fiir b’ = 0,4566... zur Symmetrie 
dazu. Hier scheinen in der Gegend von o;~ 0,23 und b’~ 0,455 
passende Werte zu liegen. Da jedoch auch mit Werten in dieser 
giinstigsten Gegend fiir einige Punkte, namentlich, wenn auch noch 
die tibrigen Punkte des Diagramms mit den notwendigen Korrektionen 
herangezogen wurden, keine Ubereinstimmung erzielt werden konnte, 
blieben nur noch kleine Anderungen der Werte fiir a und b iibrig. 
Diese muSten allerdings sicher klein sein. Davon hat offenbar b gar 
keinen Einflu8B auf die pqr-Werte, wenn es sich etwas Andert, da 
seine Anderung durch eine entsprechende Anderung von 9, wieder 
ausgeglichen werden kann. Wohl aber macht sich eine solche von 
a bemerkbar, da a iiberall in den Ausdriicken M und WN drinsteckt. 
Ist auch dieser Einflu8 nur von derselben GréBe etwa wie die Anderung 
von a selbst (ersetzt man z. B. a = 0,08 durch den Wert a — 0,07, 
so wird der entsprechende Wert fiir das erste p in Tabelle 6 p = 0,349 
statt 0,334), so ist er doch zu beriicksichtigen. Nach mehreren Ver- 
suchen erwiesen sich die folgenden fiinf Werte als die giinstigsten: 


a = 0,071; b = 0,429; p = 0,301; ¢ = 0,473; r = 0,590. 


Mit diesen Werten ergeben sich nicht nur die Intensititen der 
16 Punkte richtig, die fiir die , Kombinationsmethode* von Schiebold 
allein in Frage kamen, sondern auch des weitaus gréSten Teils der 
iibrigen 35 Punkte. In Tabelle 8 sind alle auftretenden 51 Punkte, 
nach wachsenden Wellenlangen geordnet, aufgefiihrt unter Beriick- 
sichtigung der eingangs erwahnten Korrektionen (1., 2. und 5. in § 4)- 
Es soll jedoch nicht verschwiegen werden, daB einige wenige Punkte 
(276, 272, 227, 255, 216) darnach eine gegeniiber der beobachteten 
viel zu groBe berechnete Intensitit zeigen. Dies ist zum Teil den 
vernachlissigten Korrektionen zuzuschieben. Auffallenderweise sind 
die schlechter stimmenden Punkte nur solche mit verhiltnismaBig 
groBen Glanzwinkeln und groBer Quadratsumme der Indizes (der 
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Tabelle 7. 
ee  —————————_—_—— 
| 
b'> || 0,4500 | 0,4525 | 0,4533 || 0,4550 | 0,4566 || 0,4575 || 0,4600 
03 I~ I~ Uo I~ In I~ Irs 
tol oy NSS [SP [se] SP \sP ise 
p ||0,298 0,297 0,298 0,298 0,299 0,299 0,302 
q ||0,481 0,495 0,500 0,510 0,520 0,525 0,542 
r |/0,571 0,565 0,562 0,557 0,551 0,548 0,536 
0,20 | 154 244 269 261 223 162 130 44 
145 108 162 196 278 395 451 646 
153 161 186 194 206 202 193 133 
135 78 78 78 79 88 98 163 
p ||0,292 0,292 0,291 0,292 0,292 0,292 0,294 
q ||0,476 0,490 0,495 0,504 0,514 0,519 0,534 
r |/0,582 0,576 0,574 0,569 0,564 0,561 0,551 
0,21 | 154 205 252 256 245 205 177 86 
145 132 171 185 217 271 803 449 
153 155 189 188 214 236 239 214 
135 98 100 98 92 88 90 123 
p ||0,287 0,286 0,286 0,285 0,286 0,286 0,287 
q ||0,471 0,485 0,489 0,499 0,508 0,513 0,528 
r |/0,592 0,587 0,585 0,581 0,576 0,574 0,565 
0,22 | 154 164 214 225 234 220 201 123 
145 149 205 213 232 242 252 303 
153 130 145 155 182 222 242 272 
135 128 124 120 109 99 95 98 
p |\0,281 0,280 0,280 0,280 0,279 0,279 0,280 
q ||0,467 0,480 0,484 0,493 0,503 0,507 0,522 
y |/0,602 0,597 0,596 0,592 0,588 0,586 0,578 
0,23 | 154 137 179 189 208 209], - |204 150 
145 158 228 248 271 277 272 249 
153 96 99 104 129 167 189 278 
135 168 145 148 197 108 101 86 
p |\0,276 0,275 0,274 0,274 0,273 0,273 0,274 
q ||0,462 0,475 0,480 0,488 0,498 0,502 0,516 
r |/0,612 0,607 0,606 0,603 0,599 0,597 0,590 
0,24 | 154 128 159 172 188 199 198 167 
145 152 233 266 309 325) _  |321 278 
153 71 62 58 70 101 “}123 224 
135 225 180 165 142 112 103} 81 
p 0,271) 0,270 0,269 0,268 0,268 0,268 0,267 
q ||0,458 0,470 0,475 0,484 0,492 0,497 0,511 
y ||0,621 0,617 0,616 0,613 0,610 0,608 0,602 
0,25 | 154 140] ~~ ‘| 160 1738 190 199] ~~ |201 187 
145 158 226 | 261 817 362  |359 333 
7 56] 39 31 28 45| 65) 155 
289 229 208 156} 103] 107] 68 
p |0,266 0,264 0,264 0,263 |0,262 0,262| 0,261 
qd Case 10,466| 0,470 0,479 0,488 0,492 10,506 
r |0, 0,627 0,626 0,623 0,620 0,618| | 
0,26 | 154| 163] aie “ae |. ilisasaaert 
145 | 188 
153| 50 | oe 
135 373 } } 56 


y 
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erste Index ist bei allen schon 2). Dadurch wiirden aber z. B. der 
Debye-, der Zerstreuungsfaktor w und der Absorptionsfaktor stirker 
beeinfluBt werden und die Intensitit weiter herunterdriicken. Bei 
dem Punkt (216) ist der Glanzwinkel ganz besonders gro8B, und ferner 
liegt die Wellenlinge, die zu seinem besonders grofen Intensitiits- 
wert erster Ordnung gehért, schon auSerhalb des Bereichs der selek- 
tiven Plattenempfindlichkeit, so da& seine Intensitit tatsiichlich eben- 
falls wesentlich kleiner ist. Das letztere gilt iiberhaupt fiir alle 
Punkte von 24> 0,500.10-8em an, weshalb ihre berechneten Intensi- 


Beob. Intens. 


Berechr. inters. 


taten simtlich etwas groB erscheinen. So erklart sich z. B. auch die 
groBe berechnete Intensitit des Punktepaares (254, 245). Sie riihrt 
in der Hauptsache von der ersten Ordnung her, deren Wellenlange 
mit 0,528 gerade hinter die groBe Empfindlichkeit der Platte fallt, 
so daB die beobachtete Intensitét stark geschwacht erscheint. Doch 
ist auch bei ihnen das Intensitatsverhaltnis von Punkten mit 4hnlichen 


Bedingungen richtig wiedergegeben. Nicht zu verstehen ist allerdings, 


warum bei dem Punktepaar (281, 218) trotz fast genau denselben 
Bedingungen die Intensititen so viel stirker sind als bei dem VALS 
paar (274, 247), obwohl fiir jedes Paar selbst das Verhiltnis richtig 
ist. Vielleicht liegt es daran, daB alle Punkte, die zu den Klassen 1 
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und 2 hinsichtlich der beobachteten Intensitét gezihlt wurden, sehr 
schwach und teilweise auf der Originalaufnahme kaum erkennbar sind, 
so daB die Schatzung ihrer Intensitit quantitativ viel schlechter aus- 
fallen mu8 als bei kraftigeren Punkten. SchlieBlich sind auch Fehler 
an der Platte oder im Kristall nicht ganz ausgeschlossen. Um den 
Vergleich der berechneten mit den beobachteten Intensitaten an- 
schaulicher zu gestalten, wurde in Fig. 8 eine graphische Darstellung 
benutzt, und zwar oben von den beobachteten und unten von den 
berechneten Intensitéten fiir die 45 am besten tbereinstimmenden 
Punkte. 

§9. Die Genauigkeit des Ergebnisses. Eng mit all diesen 
letzten Betrachtungen hingt auch die Frage zusammen, wie gro} 
itiberhaupt der Grad der Genauigkeit des ganzen Ergebnisses ist. 
ZahlenmiBig, wie bei anderen physikalischen Untersuchungen, kann 
man ihr hier jedenfalls nicht beikommen. Ein gutes qualitatives Mab 
dafiir bieten jedoch schon die beiden Tabellen 6 und besonders 7, 
die sehr deutlich zeigen, wie stark die Intensitaét eines Punktes bereits 
bei den kleinsten Anderungen der Parameter pgr, oft schon von 
wenigen EKinheiten der letzten Stelle, schwankt. Diese Schwankung 
ist natiirlich bei den einzelnen Punkten verschieden stark ausgeprigt, 
doch 1a8t sich, je gréBer die Zahl der iiberhaupt vorhandenen Punkte 
ist, um so sicherer immer ein Punkt finden, der an der betreffenden 
Stelle der Parameterwerte besonders empfindlich ist, oder noch besser 
ein Paar solcher Punkte, bei denen das Intensitatsverhaltnis sehr ver- 
anderlich ist. Kin Beispiel dafiir sind die beiden Punkte (217) und 
(270). Erst wurde namlich g = 0,474 gesetzt, wobei jedoch die 
Intensitaét dieser beiden Punkte sich zu 106 und 95 in der ersten 
Ordnung berechnete, wahrend das Verhiltnis etwa 3:4 sein soll. 
Durch Anderung der letzten Stelle um eine Einheit (¢ = 0,473) 
wurden die Intensitaten 98 und 102, was besser stimmt.. Noch gréBere 
Anderungen wiirden jedoch schon wieder eine entsprechende Anderung 
von a (gema8 Gleichung 2d) und damit bei anderen Punkten stirkere 
Abweichungen nach der falschen Seite hin bedingen. Man kann sich 
vorstellen, daS es nicht sehr leicht ist, auf diese Weise eine so groBe 
Zahl von Punkten gewissermafen unter einen Hut zu bringen. Es 
ist daher die mit den oben angefiihrten Parameterwerten erzielte 
Ubereinstimmung mit der Beobachtung wohl als befriedigend anzu- 
sehen. Dabei diirfte die dritte Dezimalstelle bis auf eine oder zwei 
Kinheiten sicher sein. Eine gewisse Bestatigung dafiir kann vielleicht 
auch die erfreuliche Tatsache bieten, daB die von Dickinson immer- 
hin mit einer gewissen Vorsicht angegebenen Werte schon recht 
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nahe bei denen der vorliegenden Arbeit liegen. Und zwar beruht 
das Wertvolle dieser Bestatigung nicht nur in der rein zahlenmaBigen 
Ubereinstimmung, sondern auch darin, da8 gewisse, von vornherein 
plausible Annahmen iiber die raumliche Anordnung und gegenseitigen 
Abstinde der Atome geradeswegs zu diesen Werten hinfiihren. Zu 
diesem Zwecke mégen zum Schlusse noch einmal kurz die endgiiltig 
gefundenen Werte der Parameter an den zuerst aufgestellten Forde- 
rungen und Bedingungen gepriift werden. 

§ 10. Nachpriifung und Rechtfertigung der speziellen 
Voraussetzungen des § 7. Diese waren: 

1. Die Elektronenverteilung mit dem daraus gefolgerten kleinen 
Atombereich fiir das Chlor. 

2. Das O-Atom soll beriihrend zwischen seinem Cl-Atom und 
seinen beiden nachsten Na-Atomen (z. B. 0% zwischen C, N, N53) liegen, 
woraus fiir die Entfernung des O- von den Na-Atomen 9, = 0,37 
folgt unter Beriicksichtigung des Prinzips der dichten Kugelpackung. 
(Im wesentlichen Gleichung 2c.) 

3. Das O-Atom soll in der Ebene der drei von ihm beriihrten 
Atome liegen (5). 

4. Das Cl-Atom soll von den beiden Na-Atomen, mit denen es 
das O-Atom einschlieBt, gleich weit entfernt sein (le bzw. 14d). 

5. Die Ebene der drei zu einem Chloratom gehérenden Aqui- 
valenten O-Atome soll die Diagonale aufSerhalb von Na und Cl 
schneiden. [b’>b bzw. (6b)]. 

6. Die unter 2.,3.und 4. angefiihrten Bedingungen hatten seiner- 
zeit (§ 7) zu den Gleichungen (8) gefiihrt. 

Die Tabelle 4 gibt zu erkennen: zu 1., daB der Atombereich des 
Chlors tatsichlich nur wenig groBer als der des Sauerstoffs heraus- 
kommt: 9; = 0,21 = 0,10+ 0,11, wie schon bei der Besprechung 
der Elektronenverteilung (§ 5) vermutet wurde. 

Zu 2., daB oe. = 0,375 mit 0,37 gut tibereinstimmt. 

Zu 5., daB b’>b. 

Zu 6. Sctzt man den Wert fiir a (0,071) und g 3 (0,210) in die 
Gleichungen (8) ein, so ergibt sich fiir die Parameter pqr: 

p =10,302, ¢ = 0,465, ¢ ==0,592, 
_ also eine nahe Ubereinstimmung. Die Abweichung von g kommt — 
daher, daB eben das O-Atom nicht ganz genau in der Ebene liegt, 
wie angenommen wurde. Der Abstand von dieser Ebene ist jedoch 
sehr gering, er betragt nur 0,008, und zwar nach oben hin, d. h. nach 
der Seite der Ebene, auf der der Koordinatenanfangspunkt nicht liegt. 
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Im iibrigen sollten ja die Voraussetzungen von vornherein nicht 
unmittelbar auf die genauen Zahlenwerte fiihren, sondern nur die 
urspriinglich vorhandene unbegrenzte Auswahl an Parametersystemen 
in méglichst enge Grenzen einschlieBen, und diesen Zweck haben sie 
gewif besser erreicht als man erwarten konnte. 


Anmerkung: Als diese Arbeit bereits abgeschlossen war, er- 
schien in der ZS. f. Phys. 12, 289, 1922 auch eine Arbeit von Vegard 
iiber dasselbe Thema, die hier leider nicht mehr mit beriicksichtigt 
werden konnte. Vegard kommt zu derselben Raumgruppe (7) wie 
die friiheren Arbeiten, doch weichen seine Parameterwerte sonder- 
barerweise stark von allen friiheren ab. Vielleicht ist dies wieder 
ein Beweis dafiir, da} das Braggsche und Debye-Scherrer-Ver- 
fahren (die auch er anwendete) doch keine allzu genaue zahlenmabige 
Bestimmung von Parametern gewihrleisten. 

Zum Schlusse méchte ich noch Herrn Professor v. Laue sowohl 
fiir seine Anregung zu der Arbeit als auch fiir seine rege Anteil- 
nahme und freundliche Unterstiitzung wahrend der Ausfiihrung meinen 
besonderen Dank aussprechen. 


Die atmospharische Temperaturabnahme 
. nach oben und ahnliche Erscheinungen als Wirkung 
der Schwerkraft, der Sama-Zustand der Materie. 


Erwiderung auf den Artikel von Richard von Dallwitz-Wegner?). 
Von L. Weickmann in Miinchen. 


(Hingegangen am 11. Juli 1923.) 


Die Temperaturschichtung ,als Frage der Schwerkraft“ ist nicht 
zum ersten Male von Herrn von Dallwitz-Wegner _, entdeckt“ 
worden, sie ist vielmehr ein Irrtum, der in der Meteorologie schon 
langst widerlegt wurde, leider noch immer nicht mit durchgreifendem 
Erfolge. Naheres dariiber ist einem Aufsatz ,,Theoretisch-Meteoro- 
logische Mitteilungen“ von V. Bjerknes, Meteorol. ZS. 1917, Heft 4/5, 
8.173, Absatz 7 ,Zur Streitfrage iiber die Ursache der Abkihlung 
aufsteigender Luftmassen“ zu entnehmen. 

Um Platz zu sparen, beschranken wir uns darauf, festzustellen, 
daS der Irrtum in den Ableitungen des Herrn von Dallwitz auf 
S$. 281, 11. Zeile von unten beginnt, wo es heibt: ,dagegen aber natiirlich 
die potentielle Energie e7 = hkgm je kg gewonnen, denn die Luft 
befindet sich ja nun in der Héhe hm iiber der Erdoberfliche“. Dies 
ware nur der Fall, wenn die Luft sich etwa in einem Zylinder unter 
einem Kolben im luftleeren Raum befinden wiirde. In Wirklichkeit 
schwebt die Luftmasse in der umgebenden Luft und die Ausdehnung 
erfolgt gegen deren Druck. Numerisch ergibt sich daraus eine 
Verwechslung von ¢p und ¢y. Damit fallen auch alle ,Zweifelhaftig- 
keiten“ beziiglich des zweiten Hauptsatzes als Naturgesetz fort und 
die sonstigen schwerwiegenden Folgerungen des Herrn Verfassers. 


Miinchen, Landeswetterwarte. 


1) ZS. f. Phys. 15, 280 ff, 1923. 
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Uber den ,,Sama-Zustand“ der Atmosphare. 
Von Wilhelm Anderson in Dorpat. 


(Eingegangen am 12. Juli 1923.) 


Nach der gewdhnlichen Ansicht kann in einer Atmosphare nur 
dann ein adiabatischer Temperaturgradient entstehen, wenn diese 
‘Atmosphare durch Konvektionsstréme geniigend stark durchmischt 
wird. Nun hat Herr R. von Dallwitz-Wegner in dieser Zeitschrift 
15, 280—286, 1923 eine Theorie aufgestellt, nach welcher der 
Temperaturgradient eine unmittelbare Folge der Gravitation sei (also 
eine ununterbrochene Durchmischung der Atmosphare durch Kon- 
vektionsstrome gar nicht nétig sei). 

Eine solche Ansicht ist nicht neu, sie wurde von Aug. Schmidt, 
von A. Ritter und eine Zeitlang auch von Loschmidt vertreten. 
Thre Unhaltbarkeit ist in sehr iiberzeugender Weise durch R. Emden 
erwiesen worden!). Darum meine ich, da8 der ,Sama-Zustand“ viel- 
leicht nur bei 4uBerster Gasverdiinnung méglich ist, wo die gegen- 
seitigen Zusammenstife der Molekiile keine Rolle mehr spielen. 

Weiter sagt Herr von Dallwitz-Wegner: ,Beférdert man ein 
Gas in einem allseitig geschlossenen GefaB nach oben, ... so kihlt 
sich auch dies Gas aus denselben Griinden ab... Auch das GefaB 
selbst mu8 sich abkiihlen.“ Eine solche Ansicht halte ich fiir unrichtig. 
Wenn in einem sehr verdiinnten Gase ein Molekiil steigt, so mu 
seine Geschwindigkeit abnehmen, weil seine kinetische Energie sich 
in potentielle Energie der Lage verwandelt. Wenn wir aber ein Gas 
im allseitig geschlossenen GefaS nach oben beférdern, so geschieht 
dies nur durch Arbeitsleistung unsererseits und nicht auf Kosten der 
kinetischen Energie der Gasmolekiile; also ist fiir eine Abkiihlung 
gar kein Grund vorhanden. Auch Emden ist der Meinung, daB 
durch bloBe ,Hebearbeit* nie eine Abkiihlung zustande kommen 
kann 2), 


1) R. Emden, Gaskugeln, 8. 461 f. Leipzig und Berlin 1907. 
2) 1c, 8.459 f. 
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Methode zur Messung der GréSe von Schwebeteilchen. 
Von Hermann Rohmann in Minster in W. 


Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 16. Juli 1923.) 


1. Es gibt bislang keine Methode, die eine schnelle und bequeme 
Messung der GréSe von Teilchen erméglichte, die als Rauch oder 
Nebel in Gasen schweben. Eine méglichst automatisch arbeitende 
MeSmethode wiirde aber fiir das Studium der Eigenschaften dieser 
Kolloide niitzlich sein kénnen. Sie hat auch ein gewisses technisches 
Interesse, und zwar fiir die seit einigen Jahren in Aufnabme gekommene 
Art der MRauchniederschlagung durch elektrische Abscheidung der 
schwebenden Partikel: die sogenannte elektrische Gasreinigung. Bei 
dieser noch in der Entwicklung begriffenen Technik hat man einen 
nicht sehr scharf definierten, aber praktisch sehr wichtigen Unterschied 
zwischen ,leicht“ und ,schwer“ niederschlagbarem Rauch konstatiert. 
Es unterliegt kaum einem Zweifel, daB dieser Unterschied in der 
Hauptsache verursacht wird durch die verschiedene GréSe und Zahl 
der Schwebeteilchen, mit anderen Worten durch den verschiedenen 
Dispersitatsgrad der Schwebesubstanz. Die numerischen Verhiltnisse 
sind aber nach den bisher bekannten Methoden nicht leicht zu er- 
mitteln oder abzuschatzen. 

Das Ausmessen schwebender oder auf irgend eine Weise nieder- 
geschlagener Teilchen im Mikroskop ist umstindlich und zeitraubend; 
namentlich dann, wenn es sich, wie meist in den praktisch vor- 
kommenden Fallen, um nicht gleich groBe Teilchen handelt. Die 
Messung ist beschrankt auf die im Mikroskop noch auflésbaren GréBen 
und liefert eventuell eine durch das Niederschlagsverfahren veranderte 
TeilchengréBe, z. B. bei vereinigten Fliissigkeitstrépfchen. — Be- 
stimmungen der Radien kugelférmiger oder als kugelférmig anzusehen- 
der Teilchen aus ihrer Fallgeschwindigkeit erfordern noch mehr Zeit 
und Miihe. Sie setzen die Kenntnis des spezifischen Gewichts der 
Teilchen voraus. Aus den von Ehrenhaft als Unterschreitungen 
des Elementarquantums gedeuteten Beobachtungen ‘an kleinen Teilchen 
ist bekanntlich der Schlu8 gezogen worden, da8 fiir die Fall. 
geschwindigkeit von Platinteilchen wesentlich geringere Dichten in 
- Rechnung zu setzen sind, als sie fiir das kompakte Metall gelten. 
Fiir beliebige Materialien -wird die Unsicherheit ebenfalls vorhanden 
und groB sein. — Aus der Beobachtung von Beugungserscheinungen 
oder aus der Messung der Lichtzerstreuung wiirde sich unter Um- 
stinden die TeilchengréBe ebenfalls ableiten lassen. Beide Methoden 
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erfordern aber homogene Schwebeteilchen, wenn sie sicher und 
einigermafen bequem sein sollen. 

Ich habe versucht, die angegebene Aufgabe durch ein Verfahren 
zu lésen, das dbnlich ist den bei der elektrischen Gasreinigung ver- 
wendeten. Die Methode liefert gleichzeitig ein Mittel zam getrennten 
Auffangen verschiedener TeilchengréBen aus inhomogenem Rauch. 


2. Prinzip der Methode. Das Gas, das die zu bestimmenden 
Schwebeteilchen enthilt, wird als diinner Rauchstrom durchgeleitet 
durch einen Gasionenstrom, der sich in einem senkrecht zum Rauch- 
strom stehenden elektrischen Feld bewegt. Jedes Schwebeteilchen 
erhalt beim Durchgang durch den Jonenstrom eine elektrische Ladung, 
deren Gréfe fiir kugelihnliche Teilchen dem Querschnitt proportional 
ist. Die aufgeladenen Teilchen wandern mit entsprechenden Ge- 
schwindigkeiten in Richtung des elektrischen Feldes. Sie werden nun 
wahrend dieser Bewegung der gleichzeitigen Wirkung eines parallel 
zum Rauchstrom flieBenden Reingasstroms ausgesetzt. Die resultierende 
Bewegung der Schwebeteilchen wird beobachtet und gemessen durch 
den Ort, an dem sie sich auf der einen Elektrode des elektrischen 
Feldes niederschlagen. 

Aus experimentellen Griinden ist es vorteilhaft, den Jonenstrom 
in Richtung der Gasstrémung schmal zu machen. 


3. Anordnungen. Kine einfache Anordnung zur Ausfiihrung 
der Methode ist die in Fig.1 wiedergegebene. 

Ein Ionenstrom der verlangten Art wird hergestellt, indem man 
eine Spitze S spriihen laBt gegen eine ebene Metallplatte P, die mit 
einer Offnung oder mit einem auf der Zeichenebene senkrechten 
Spalt O versehen ist. Zwischen P und der zu ihr parallelen Abscheide- 
elektrode P’ wird eine Potentialdifferenz hergestellt, derart, da8 Ionen 
aus dem Raum mit der Spitze in den Raum zwischen den Platten 
gezogen werden und dort zu P’ wandern }). 

In dem homogenen elektrischen Felde zwischen den Platten behilt 
der Ionenstrom merklich die Breite des Spaltes. 

Statt der beschriebenen Anordnung habe ich als Ionenquelle auch 
den in vielen Beziehungen zweckmiaBigeren gliihenden Draht benutzt. 
Bei Schwankungen der Luftgeschwindigkeit brennen aber solche stark 
zu erhitzenden Drahte leicht durch. Wahrscheinlich sind Nernststifte 
besser zu gebrauchen, sie standen mir aber bisher nicht zur Verfiigung. 


1) Diese Methode des Herausziehens der Ionen der Spriihentladung aus dem 
eigentlichen Entladungsraum ist. zu anderem Zweck von J. Franck, Ann. d. 
Phys. (4) 21, 972, 1906, zuerst benutzt worden. 
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Der Rauchstrom R und der Luftstrom L wurden durch Diisen D 
als méglichst glatte Strahlen in den Raum zwischen P und P’ ein- 
geblasen. Der Luftstrom Z wurde durch ein Wasserstrahlgeblase 
geliefert. Fiir den Gasstrom F benutzte ich eine Leyboldsche Kapsel- 
pumpe, die auf der Saugseite durch Kapillaren und Hahne entsprechend 
abgedrosselt war. Das von der Pumpe in einzelnen StéBen gelieferte 
Luftquantum ging durch eine sehr enge Glasspitze, die unter einem 
aufzustéubenden Pulver in einem griferen Reagenzglas miindete. Aus 
diesem ging die mit Staub beladene Luft in eine gréfere Flasche F, 
in der sie mit geringer Geschwindigkeit aufwirts zu strémen hatte, 
so daB gréBere Teilchen sich absetzen konnten; aus dem oberen Teil 
der Flasche strémte sie in die Diise. Diese Art der Raucherzeugung 
ist fiir die vorliegende Untersuchung bequem, da sie ohne Wartung 
komplizierter Apparate - recht 
konstante Teilchengréfen lie- 
fert. Gelegentlich habe ich 
auch andere Arten der Erzeu- 
gung von Schwebeteilchen durch 
Kondensation von Fliissigkeits- 
und Metalldimpfen benutzt, 
auch die Zerstaubung im Licht- 
bogen, die sehr kleine Teilchen 
liefert. 

Die fiir die Sprithentladung 
erforderliche Spannung an der 
Spitze wurde von einer durch 
Spitzennebenschlu8 regulierten 
Wehrsen - Elektrisiermaschine 
geliefert. Die felderzengende 
Spannung zwischen P und P’ . Fig. 1. Fig. 2. 
wurde durch die Spriihentladung 
selbst erhalten, indem P’ direkt geerdet war, wahrend P durch 
einen regulierbaren grofen Xylol-Amylalkoholwiderstand an die Erde 
angeschlossen war. 

Da die Versuche mit dieser ersten Anordnung es als méglich 
erscheinen lieBen, nicht nur, wie zuerst erwartet, ganz rohe GréBen- 2 
schitzungen und GréBenvergleichungen zu erhalten, sondern die Teilchen- 
gréBe auch absolut mit einiger Genauigkeit zu messen, so habe ich 
versucht, durch die in Fig.2 im Grundrif$ dargestellte Anordnung die 
fiir die MeSgenauigkeit maSgebende Konstanz und Definition der 


Luftstrémung zu verbessern. : 
18* 
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In einer viereckigen Holzréhre von 40cm Lange und 8 x 8cm 
Querschnitt mit abnehmbarer Glasdeckplatte wurde eine Luftstrémung 
erzeugt durch einen saugend wirkenden Ventilator in einem konischen 
Blechansatz. Die offenen kleinen Seiten der Réhre waren durch eng- 
maschige Drahtnetze verschlossen, um dufere Stérungen vom Rohr- 
innern abzuhalten. 

In der Rohre waren die Spaltplatte P und die Abscheideplatte P’ 
in einstellbarer gegenseitiger Entfernung angebracht. Die Platten 
waren beide etwa 18cm lang und 6cm hoch. Der Spalt wurde 
gebildet durch diinne Blechstiicke, die auf eine gréfere Offnung der 
Platte P geklebt wurden. Er wurde meist 0,5mm breit gemacht und 
befand sich etwa 6cm vom vorderen Plattenende entfernt. 


Die Einfihrung des wie oben hergestellten Staubgases in die Luft- 
strémung wurde vermittelt durch eine Glasspitze G von 1,5 bis 1mm 
Durchmesser, die an einem oben offenen Glasrohr ausgezogen und 
rechtwinklig umgebogen war. In das offenbleibende Glasrohr wurde 
das zu untersuchende Staubgas im Uberschu8 eingeleitet und durch 
die Wirkung des MeSluftstromes selbst aus der Spitze in diinnem 
Strom abgesogen. 


Die elektrische Anordnung blieb die gleiche wie friiher. 


4, Quantitative Uberlegungen. Es sei vorerst angenommen, 
da8 die Geschwindigkeit der Luftstrémung — gleich der des an- 
gesaugten Rauchfadens — an allen Stellen zwischen den Platten 
einen konstanten Wert w hat. 


Die Breite des Spalts in der Platte P sei s (parallel zu x), seine 
Lange sei b. Durch diesen Querschnitt s.b sollen pro sec m Ionen 
mit der Elementarladung e gleichmaBig tiber die Flache verteilt fliegen. 
Die Ionengeschwindigkeit soll groB sein gegen uw. Die Staubteilchen 
seien Kugeln mit dem Radius a. Es sei zunichst angenommen, daB sie 
aus isolierendem Material von der Dielektrizitatskonstante 1 bestehen. 


Dann wird die Ladung ©, die ein Teilchen beim Durchfliegen 
der Strecke s erhilt, zu setzen sein gleich der Elektrizititsmenge, die 
in der Zeit s/w durch die Flache wa? geht: 

2 
& — vt ite “n-e Re 3 
s.b u 
Dabei ist vorausgesetzt, daB die erreichte Aufladung aus einer gréBeren 
Anzahl von Elementarquanten besteht, daB sie aber doch eine gewisse 
von a und der elektrischen Feldstirke abhingige Grebe nicht iiber- 
steigt. ? 
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Es sei bezeichnet mit J = n.e/b die Stromstirke des Ionenstromes 
pro Spaltlange lem. Dann ist: 
= wart 
¢ = —— 
“ (1) 


nur abhangig von J, nicht von s. 

Die Teilchen mit der Ladung € werden sich in Richtung des 

elektrischen Feldes bewegen mit einer Geschwindigkeit v’ 

roles By 

i ~ 627.0’ (2) 
wo E, = V/d ist; V ist die Potentialdifferenz, d der Abstand der 
Platten P und P’. y ist der Reibungskoeffizient der Luft. Die 
Beweglichkeit der Staubteilchen ist nach der Stokesschen Formel 
berechnet. Das ist erlaubt fiir Teilchenradien, die groB gegen die 
mittlere Weglinge im Gase sind und fiir solche Werte von v’.a, die 
klein bleiben gegen den Quotienten aus 7 und der Dichte der Luft. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB die Bedingungen fiir Teilchen von 
a = 10~‘*em bei allen praktisch méglichen Ladungen und Feldstirken 
erfiillt sind. 

Die Zusammensetzung der elektrischen Geschwindigkeit v’ mit der 
Strémungsgeschwindigkeit uw ergibt als Abscheidestelle der Teilchen 
auf der Platte P’ einen Punkt, der von der Auftreffstelle des Ionen- 
stromes entfernt ist um die Strecke z: 


e=—-l, (3) 


wo J der Abstand der Spitze G oder des unbeeinfluBten Staubstromes 
von der Abscheideplatte ist. 
Wir haben daher: 


6.7.u?.1 . 
aa 4 
wi a.I.£5 (4) 


Es ergibt sich also das in der Gasreinigungstechnik qualitativ 
schon éfter beobachtete, ohne Eingehen auf den Mechanismus etwas 
iiberraschende Resultat, daB die groBen Staubteilchen sich ,,leichter“ 
niederschlagen lassen, als die kleinen. ; 

Oben wurde angenommen, da& die Ladung eines Staubteilchens 
einfach bestimmt sei durch die Zahl der Ionen, die in der ungestérten _ 
Ionenstrémung in der zur Verfiigung stehenden Zeit durch eine dem 
Querschnitt des Teilchens gleiche Flache hindurchgehen. 

Das ist nur dann richtig, wenn die Anwesenheit des Teilchens 
nicht merklich den Verlauf der elektrischen Kraftlinien oder der mit 
ihnen zusammenfallenden Stromlinien der Jonenstrémung stort. 
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Wenn das Teilchen leitend ist oder eine Dielektrizitatskonstante «€ 
gréBer als 1 hat, laufen aber auf ihm mehr Kraftlinien zusammen, als 
im ungestérten Feld durch die Flache za? gehen. Umgekehrt, wenn 
das Teilchen schon eine gewisse Ladung erhalten hat, mu8 sich die 
Zahl der in Frage kommenden Kraftlinien vermindern. Wenn sie 
Null wird, hat das Teilchen seine fiir das betreffende Feld maximale 
Ladung. 

Diese Einfliisse werden in Rechnung gesetzt, wenn als ionen- 
absorbierender Querschnitt des Teilchens statt 2a* genommen wird 
das durch EH, dividierte Oberflichenintegral der Normalkomponente 
der wirklichen Feldstirke, erstreckt iiber denjenigen Bereich der Kugel- 
oberflache, auf dem die Kraftlinien in dem geforderten Sinne eintreten. 

Das ,,Zusatzfeld“, das ein Teilchen von der Dielektrizitatskonstante 
é in einem homogenen Feld E, hervorruft, hat an der Kugeloberflache 
folgende Normalkomponente: 

aie 

ei a ee) 
g ist der Winkel zwischen dem Kugelradius nach der betrachteten 
Stelle der Oberflache und dem der Richtung von E, entgegengesetzten. 

Die Normalkomponente von EH, an der Kugeloberflache ist: 
E,.cosg. Hat das Teilchen eine gleichmaBig tiber die Oberflache 
verteilte Ladung ©, so ist deren Feld normal zur Oberflaiche und hat 
an ihr den Wert: — G/a% (Wir verwenden das elektrostatische MaB- 
system.) 

Zur Abkiirzung sei gesetzt: 

e—1 
1+ 2 Aer 
Fir leitende Teilchen ist k = 3 zu setzen. Die gesamte Normal- 
komponente an der Stelle g wird damit: 


lL COs —, 


k. By.cosp ——- 


Sie wird Null fiir einen Winkel , der gegeben ist durch: 
e Fd 
cos Do = ka? Ey “) (5) 
Der in die Kugeloberflache eintretende Kraftflu8 ist also: 
Lyk. a? (1 — cos qo)?. 
Fiir den ionenabsorbierenden Querschnitt des Staubteilchens ist 


daher zu setzen: 
ta?.k.{ 1 a ? 
a ( eee 


Methode zur Messung der GréBe von Schwebeteilchen. 959 


Damit wird die auf dem Wege do zwischen 0 und s auf. ein 
Teilchen kommende Elektrizitiitsmenge zu setzen sein: 


a6 = xa2.k.(1— © — be 
: ka2?ky)/ uw s 
Auf dem Wege s erhilt also das Teilchen die Ladung: 
; k.va?.I. kK, 
e= 
(xT + “UE ) Aa) 


Fiir die exakte Giiltigkeit dieser Beziehung ist es des endlichen 
Elementarquantums wegen wieder erforderlich, da8 die erreichte Ladung 
aus einer gréBeren Zahl von Elementarquanten besteht. 

Benutzt man den Wert (la) fiir die Teilchenladung, so geben 
(2) und (3) 

i EL EUES LORE (6) 
.a.IE,? 

Man sieht daraus, da8 der den Voraussetzungen der Formel (4) 
entsprechende Ladungszustand der Teilchen eintritt, wenn aJ klein 
gegen u., ist. An Stelle von a ist allgemeiner k.a zu setzen. 

Wenn zJ groB gegen uw. E, wird, tritt der andere Grenzfall ein, daB 
das Teilchen eine von uw und J unabhangige maximale Ladung erhilt: 


ag Se hoe (7) 


Die Beziehung zwischen x und a wird dann: 


sheet u.6m9.U 
kh. ak? (8) 
Bei den obigen Uberlegungen ist die Gasgeschwindigkeit als 
iiberall konstant = uw angenommen. Fiir die zweite Anordnung wird 
den wirklichen Verhiltnissen besser entsprechen der Ansatz, daB u 
mit dem Abstand J von der Abscheideplatte veranderlich und durch 


w=o(i—3)4 (9) 


gegeben ist, wo d wieder den Plattenabstand und v die maximale 
Geschwindigkeit in der Mitte zwischen den Platten bedeutet. 

Dieser Wert von wu ist in den Ausdriicken (1) oder (la) ein- 
zusetzen. AuBerdem muS « statt aus (3) bestimmt werden durch 
Integration von da = u/v’.dl, was ergibt: 


Load 2 1 
Rene 0-99) Ce 


5. Experimentelle Einzelheiten. Eine Hauptschwierigkeit, 
die kiinftig mit besseren Hilfsmitteln leicht vermeidbar sein wird, lag 
bei meinen Versuchen in der mangelnden Konstanz des Luftstromes 
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Ich benutzte einen kleinen Ventilatormotor fiir 4 Volt, wie er zu den 
Universalstativen geliefert wird. Seine Tourenzahl muBte fast dauernd 
nachreguliert werden und seiner geringen Wirkung wegen konnten 
die zum Absperren des MeSkastens benutzten Drahtsiebe nicht so 
dicht und zahlreich genommen werden, wie es fiir die Fernhaltung 
von Stérungen wiinschenswert gewesen ware. Infolgedessen war nur 
ein beschrinktes Geschwindigkeitsintervall bei v = 40 cm/sec einiger- 
maken brauchbar. Aber auch fiir dieses Intervall schwankten die 
durch Einfiihrung von Tabaksrauch durch G sichtbar gemachten Strom- 
linien merklich unregelmaBig hin und her. Ubrigens ist es, um auch 
nur dieses Resultat zu erhalten, notwendig, den Abschlu8 des Holz- 
kastens durch die aufgepreBte Glasplatte und die Drahtsiebe an den 
Enden ziemlich dicht herzustellen. Eine offene Spalte verursacht eine 
starke Wirbelung und es sind dann keine glatten Rauchfaden erzielbar. 

Die Messung der Luftgeschwindigkeit « bzw. v versuchte ich 
zunachst zu bewerkstelligen durch Messung der Widerstandsanderungen 
diinner, elektrisch erhitzter Drahte. Die Methode hat alle wiinschens- 
werte Empfindlichkeit, bei schwankenden Geschwindigkeiten ist sie 
aber tiberfliissig. Hiner Bemerkung von Herrn Geheimrat G. Schmidt 
folgend, verwandte ich daher ein kleines Anemometer, das aus einem 
diinnen Aluminiumblattchen von 7+ 10mm Flache hergestellt war. 
An eine schmale Seite war ein diinnes Drahtchen geklebt, das auf 
zwei Stiitzen aufgelegt wurde, und das so das Blattchen iiber einer Skale 
schwingen lieB. Der Ausschlag wurde durch Anvisieren der Skale iiber 
die Ebene des Blattchens abgelesen. Das Anemometer eichte ich, 
indem ich es méglichst gleichmaBig der Kante eines langeren Experi- 
mentiertischés entlang bewegte mit durch die Stoppuhr bestimmten 
Geschwindigkeiten. Der Fehler dieser Bestimmung iibersteigt in dem 
angegebenen Geschwindigkeitsintervall nicht 5 Proz. Bei den Staub- 
messungen stand das Instrumentchen in etwa 7cm Entfernung hinter 
den Feldplatten in deren Mittellinie. Seine Angabe konnte dann fiir 
die oben eingefiihrte Geschwindigkeit » gesetzt werden. 

Hine zweite Schwierigkeit fiir die Ausfiihrung der Methode 
bildet der elektrische Wind, der den Ionenstrom begleitet. Es entsteht 
eine ziemlich scharf begrenzte Strémung, etwa von der Breite des 
Spalts im Sinn der Ionenbewegung, die zu beiden Seiten begleitet ist 
von einer Riickstrémung auf gekriimmten Bahnen. Wenn die Spitze 
von G so weit vom Ionenstrom abliegt, daS an ihr die Riickstromung 
unmerklich ist, wird man erwarten kénnen, daB der Gesamteinflu8 des 
elektrischen Windes sich fiir nicht stark abgelenkte Teilchen aufhebt. 
Praktisch bleibt aber nichts anderes tibrig, als die relative Starke des 


Methode zur Messung der GréSe von Schwebeteilchen. 961 


elektrischen Windes durch Wahl von zu v passenden Werten von J 
und HE, klein zu machen, das bedeutet eine starke Einschrankung 
der verwendbaren Kombinationen. Ob die Verhiiltnisse richtig ein- 
gestellt sind, la$t sich kontrollieren, wenn man durch G einen Rauch 
mit sehr feinen Schwebeteilchen einfiihrt, die auf dem in Betracht 
kommenden Wegstiick nur eine vernachlassigbare elektrische Ablenkung 
erfahren. Tabaksrauch eignete sich dazu nicht, seine Teilchen sind 
gréber als die unten angefiihrten gemessenen Teilchen. Die von der 
Kapselpumpe gelieferte Druckluft dagegen enthilt eine groBe Anzahl 
sehr kleiner Teilchen, deren Gré&e, nach der Fallgeschwindigkeit ge- 
schiatzt, 1 bis 3.10~° em betragt. Sie lassen den Luftstrom bei intensiver 
Beleuchtung durch Bogenlicht gut sichtbar werden. Man beobachtet 
bei sonst geeignet gewahlten Verhiltnissen, daB der so sichtbar ge- 
machte Luftstrom einen ziemlich ungestérten Weg durch das Ionen- 
gebiet nimmt, wahrend hinter der Aufladungsstelle gréBere bei- 
gemischte Staubteilchen aus ihm herausgefiihrt werden. 

Der Staubgasstrom darf fiir die Messung die Staubteilchen nur 
in geringer Konzentration enthalten. Bei dichtem Rauch, z. B. Tabaks- 
rauch von gewdéhnlicher Konzentration, wird die Anwendbarkeit der 
Stokesschen Formel fraglich, weil der abgelenkte Rauchstrom selber 
von einer Art elektrischen Windes begleitet ist. Bei der beschriebenen 
Erzeugungsart der Schwebeteilchen durch Aufblasen von Pulvern liegt 
die Gefahr kaum vor, wenn mit kleinen durchgeblasenen Luftmengen 
gearbeitet wird; sie betrugen bei den Messungen etwa 1,7 ecm/sec. 

Die Fahigkeit ,zu stiuben“ ist bei verschiedenen Pulverproben, 
auch bei nominell gleichen Substanzen, auffallig verschieden; sie ist 
offenbar durchaus nicht nur durch TeilchengréSe und spezifisches 
Gewicht, sondern durch adhirierende Schichten bestimmt. (Hs ist 
merkwiirdig, da die Substanzen, die als Farbpulver Verwendung 
finden, besonders gut stéuben, ZnS, PbCO;, Fe,O; zum Beispiel. 
Man kénnte vermuten, da8 ein Zusammenhang zwischen dieser Staub- 
eigenschaft und der sogenannten Deckkraft besteht.) 

Die unten als gemessen aufgefiihrten Substanzen sind ausgesucht, 
weil sie gut stiuben und weil sie ziemlich kugelihnliche Teilchen 
haben. Man erhilt merkwiirdigerweise nach dem Durchgang des 
Staubgases durch die Flasche F, wo die Steiggeschwindigkeit etwa 
0,3 mm/sec ist und wo alle Teilchen mit gréBeren Fallgeschwindigkeiten 
sich absetzen werden, bei fast allen von mir untersuchten Pulvern 
ziemlich gleiche TeilchengréSen, obgleich anzunehmen ist, daB die 
(meist nicht zu ermittelnde) Herstellungsart der Substanzen verschieden 
ist. Jede Pulversorte ergibt einen gewissen Mittelwert des Teilchen- _ 
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radius, der nicht sehr stark unterschritten wird. Bei einer Sorte 
Fe,O;, die unten gemessen ist, schwankt der Teilchenradius nur 
um etwa + 20 Proz. Eine solche Pulversorte kann also gewisser- 
mafSen als Normal der TeilchengréBe benutzt werden und erméglicht 
bequeme Relativmessungen. Bei Raucharten, die durch Verdampfen 
z. B. von Ca im Lichtbogen hergestellt werden, sind dagegen Teil- 
chen ganz verschiedener GréSenordnung zusammen vorhanden. 

Die Platte P’, auf der die Staubteilechen durch ihre Abscheidung 
selbsttatig ihre «-Werte fixieren sollen, war fiir diesen Zweck an den 
in Betracht kommenden Stellen mit feuchtem, dunklem Glanzpapier 
beklebt. Auf ihm sind schon Spuren niedergeschlagener Substanz 
sichtbar; bei den verwandten Geschwindigkeiten wurde in etwa 1 min 
auch von schlecht staéubenden Substanzen ein gut meBbares Bild er- 
halten. — Noch besser als Niederschlagsfliche ist gut poliertes ver- 
silbertes Kupferblech; in diinnen Schichten haftet der Niederschlag 
ziemlich fest, wohl infolge des Kohiarereffekts, der bei der Entladung 
der Teilchen auftreten mu. Ein Teil der Aufnahmen wurde auf 
Glasplatten ausgefiihrt, die mit einer leitenden, durch Glycerin etwas 
klebrig gemachten Gelatineschicht iiberzogen waren. (Man mu8 durch 
entsprechend aufgegossene Gelatinemasse fiir gut leitende Verbindung 
mit der Metallunterlage sorgen.) Die so erhaltenen Niederschlags- 
bilder halten sich, mit einem Deckglas versehen, gut und lassen sich 
unter dem Mikroskop auch mit starken Objektiven untersuchen. 

Die Niederschlagsbilder sind den geometrischen Verhiltnissen 
entsprechend ziemlich stark ausgezogene Flecke, bei den besten Auf- 
nahmen ist die Breite das Zwei- bis Dreifache des Durchmessers der 
Spitze von G; die Linge der Flecke ist in den Tabellen unten auf- 
gefihrt. Die ,Jntensitat* des Flecks nimmt nach den Enden ganz 
allmahlich ab, trotzdem und trotz des zunichst verwaschenen Eindrucks 
bestimmt man die Lage der Fleckmitte ziemlich tibereinstimmend auf 
1 bis 2mm, wenn man die Platten in geeigneter Richtung betrachtet. 

Fir die unten angefiihrten Substanzen wurden die Niederschlags- 
bilder unter dem Mikroskop untersucht und die mittlere Teilchen- 
groBe fiir die Stelle starkster ,,Intensitat* gemessen. Bei Fe.0, (Polier- 
rot) erscheinen die Teilchen ziemlich gut kugelférmig. Die iibrigen 
Substanzen sind mehr Kristallfragmente, aber doch noch von der Art, 
da man von einem mittleren Radius sprechen kann. Fiir Fe, O, ist 
die Teilchengré8e an einer bestimmten Stelle recht gleichmiasig, 
schwankt etwa nur um 3 bis 5 Proz. Dagegen nimmt sie an den 
Stellen von verschiedenem x verschiedene Werte an, ungefihr in 
Ubereinstimmung mit dem Abscheidungsgesetz. Ein Teil der Ver- 
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waschenheit der Flecke ist also auf Rechnung des inhomogenen 
Teilchenmaterials zu setzen und es erscheint durchaus méglich, mit 
der elektrischen Methode ein sehr vollkommenes Aussieben bestimmter 
TeilchengréSen zu erreichen, wie es fiir besondere priiparative Zwecke, 
Farben zum Beispiel, niitzlich sein kénnte. Mit der von mir ver- 
wandten Anordnung war es méglich, ein rosa erscheinendes Gemisch 
von Fe,Os und BeO aufgestiubt als ziemlich auseinanderliegende 
rein weibe und rote Flecke mit schwacher Ubergangszone zu trennen. 

Es ist interessant, daB sich auf diese Weise eine Méglichkeit er- 
gibt, die Frage nach der Realitiit der Unterschreitungen der Elementar- 
ladung zu priifen. Man wiirde etwa Platinteilchen von méglichst 
kleiner Gr6Be auszusondern haben. Dieselben brauchen nicht nieder- 
geschlagen zu werden, sondern kénnen durch einen Spalt der Ab- 
scheideplatte durch ein elektrisches Feld abgesogen werden und etwa 
durch Wegblasen in einen Raum gebracht werden, wo sie in bekannter 
Weise entladen und wo ihr Radius aus der Fallgeschwindigkeit be- 
stimmt werden kénnte. Der nach unserem Verfahren berechnete Radius 
a der Teilchen wiirde sowohl bei schwammiger Struktur, wie auch 
bei einer Wasserhiille der Radius des Komplexes sein, er miiBte so 
stark abweichen von dem aus der Fallgeschwindigkeit unter Annahme 
des normalen spezifischen Gewichts berechneten. 

Uber die elektrische Seite unserer Anordnung ist noch anzufiihren, 
daB die Spriihspitze bei den Versuchen immer negativ benutzt wurde, 
der gréBeren Beweglichkeit der negativen Jonen und des geringeren 
elektrischen Windes wegen. Die Spannung an der Spitze und die 
der Platte P wurde durch Braunsche Elektrometer gemessen. Der 
Wert J der Ionenstromstirke pro Zentimeter Spaltlange wurde ge- 
messen durch ein Drehspulgalvanometer, das mit der Erde und mit 
einem auf der Platte P’ (isoliert gegen sie) verschiebbaren diinnen 
Metallblech von 1 cm Breite verbunden war. Die stromliefernde 
Stelle erschien scharf begrenzt. Es ergaben sich gleiche Werte fiir 
I, wenn das Auffangblech breiter gemacht und dafiir der Spalt auf 
lem Lange abgeblendet wurde. J konnte bei vorgeschriebenem Wert 
von V reguliert werden sowohl durch Andern der Spaltbreite, wie 
auch durch Verinderung der Entfernung der Spriihspitze vom Spalt. 
Bei den unten angefiihrten Messungen betrug die Spaltbreite 0 aT 
der Abstand der Spriihspitze vom Spalt 1 bzw. 2,5 cm. 

6. Versuchsergebnisse. Aus den oben behandelten Griinden 
wiirde mit meiner Anordnung eine rationelle Priifung der abgeleiteten 
Beziehungen durch Bestimmung der Werte von # in Abhingigkeit 7, 


E, und J nur fir einen verbaltnismaBig kleinen Bereich der Variablen — ; 
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méglich sein. Ich beschranke mich daher darauf, einige absolute 
Messungen an Teilchen mit anderweitig gut bestimmbarem a anzufihren, 
méchte aber bemerken, daf z. B. die verschiedene Art der Abhangigkeit 
des Wertes x von der Luftgeschwindigkeit bei verschiedenen Ladungs- 
zustinden, entsprechend (4) und (8), deutlich nachweisbar war. 

In der folgenden Tabelle sind unter x die Werte fiir die Stelle 
stirkster Intensitét des Niederschlagsbildes eingesetzt, die auf etwa 
1 bis 2mm zu bestimmen ist. Unter 2 und x sind die Werte fiir 
den eben erkennbaren Beginn und das Ende des Flecks angegeben. 
In der ersten Spalte stehen die unter dem Mikroskop fiir die Stelle x 
gemessenen Werte von a. Bei der Reihe I war die Einstellung des 
Apparats charakterisiert durch folgende Gré8en: v = 40 cm/sec, 1—=1,lem 
d = 1,7 cm, T= 10-7 Amp. = 300 elst. E., V = 3900 Volt = 13 elst. EH 
Bei der Reihe II durch: » = 40 cm/sec, 1 = 0,5 cm, d = 1,6 cm, 
I == 2.10-Amp. = 60 elst. E, V = 4200 Volt = 14 elst. E. 


MeBreihe I MeB6reihe II 
@ direkt | l 

Ho a! al! |\a.10*| a Cease. a.104 

cm em cm em | ber. cm cm . cm | ber, 

iCntniws 1.0400 te Sesh a 18m | 997 | 7.3 5,2 | 9,5 | 14 
Hds Osho. 4c 10s 1 NFO -4,5 9,8 | 1,06 || 7,0 5 Gel Oi Sas, 
TiS Ac. 14.50 “hook Sk 8,0 | 1,40 | 5,0 | 3,8 | 7,6 | 1,61 
Be O' e3 2,6.10*|| 3,5 | 2,0 6,0 | 212 | 2,8 | 1,5 | 5,2 | 2,68 


Fiir die Berechnung ist Formel (6) mit den Korrektionen (9) und 
(3a) benutzt worden. Fiir & ist der Wert 3 eingesetzt worden. Da- 
mit wird eine iiberraschend gute numerische Ubereinstimmung erzielt, 
die mehr zufallig sein diirfte, da sie gréBer ist, als nach der Genauig- 
keit der Bestimmungsgréf8en zu erwarten wire. 

Die beiden MeBreihen entsprechen verschiedenen Ladungszustiinden 
der Teilchen. Bei Reihe I ist 7 J = 943, wE, = 278. -Es wird also 
merklich die Grenzladung erreicht werden miissen. In der Tat berechnet 
sich die Ladung, die ein Fe, 0,-Teilchen von a = 1.10—4em wiahrend 
seiner Abscheidung wirklich hatte, aus x, wu und EH, zu 480e Die 
maximale Ladung, berechnet nach (7), wiirde 513 e sein. 

Bei Reihe II ist «I — 188, u EH, = 300. Fiir das Teilchen von 


a= 1.10~-‘em ergibt sich jetzt eine Ladung von 120 e, wahrend die’ 


Grenzladung 550 e sein wiirde. 

Aus den hier erwihnten Zahlenwerten der auf ein Teilchen 
kommenden Elektronenzahlen sieht man, daB bei Verkleinerung des 
_Teilchenradius schon verhaltnismaBig bald der Fall erreicht wird, daB 
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ein Teilchen auch als Grenzladung nur noch eine geringe Anzahl von 
Elementarquanten erhalt. Durch Erhéhung von E, ist der so gegebene 
Giiltigkeitsbereich der Formeln nicht in erheblichem MaSe_heraus- 
zurticken, denn wegen des Auftretens der StoSionisation kénnen nur 
etwa Feldstirken vom zehnfachen Betrage der oben benutzten in An- 
wendung gebracht werden. Teilchen von a = 10-em mii£ten dem- 
entsprechend alle mit einer Elementarladung versehen werden, falls 
die Werte von w und J das erlauben. Die Verhiltnisse der Ab- 
scheidung werden dann also ganz einfach. 

7. Zasammenfassung. Der Radius a kugelférmiger Schwebe- 
teilchen wird bestimmt, indem die Teilchen mittels einer Gasstrémung 
durch ein zu ihr senkrecht stehendes elektrisches Feld durchgefiihrt 
und dabei an einer Stelle durck im Felde fliezende Ionen aufgeladen 
werden. Sie schlagen sich auf einer Abscheideelektrode nieder an 
Stellen, deren Entfernung vom Nullpunkt proportional 1/a ist. 

Es werden die fiir die Methode maSgebenden Beziehungen ab- 
geleitet, die zugleich einen Teil der physikalischen Grundlagen der 
elektrischen Gasreinigung erliutern. 

Die Methode erlaubte, Teilchen verschiedener Gréfe getrennt von- 
einander zu sammeln. 

Die Gelsenkirchener Bergwerks-A.-G., Abt. Schalke, in deren 
physikalischem Laboratorium zu Gelsenkirchen ich die vorstehende 
Untersuchung begonnen habe, hat mir zur Durchfiihrung derselben 
in freundlicher Weise eine Anzahl von Apparaten iiberlassen. Herrn 
Geheimrat G. Schmidt habe ich zu danken fiir sein Interesse und 
fiir die Liebenswiirdigkeit, mit der er mir die Institutsmittel zur Ver- 
fiigung stellte. 


Minster i. W., Physik. Institut, 14. Juli 1923. 
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Die bei Interferenz von Roéntgenstrahlen 
infolge der Warmebewegung entstehende Streustrahlung. 


Von Hilding Faxén in Uppsala. 


Mit drei Abbildungen. (Hingegangen am 11. Juni 1923.) 


§ 1. Friihere Untersuchungen der Streustrahlung. Wenn 
annahernd parallele Réntgenstrahlen auf einen Kristall fallen, werden 
sie in alle Richtungen zerstreut. Die zerstreute Strahlung weist in 
gewissen Richtungen ausgeprigte Maxima, die Laueflecke, auf, und 
zwischen diesen beobachtet man eine verhaltnismaBig sehr schwache 
Strahlung, welche ich die Streustrahlung nennen werde. Diese einer 
theoretischen Untersuchung zu. unterziehen, ist der Zweck der fol- 
genden Seiten. 

Um die folgende Darstellung etwas abzukiirzen, werde ich die 
Kenntnis der beriihmten Abhandlung von P. Debye, Interferenz 
von Réntgenstrahlen und Warmebewegung !), voraussetzen und 
werde an seine Rechnungen direkt oder indirekt ankniipfen. In der 
erwahnten Arbeit berechnete Debye die Einwirkung der Warmebewe- 
gung der Kristallatome auf die Intensitaét der Laueflecke. Ferner fand 
er fiir die Streustrahlung den Ausdruck 2) 

2 
NU —e 3), (1) 
Hier ist 

A die Streufaihigkeit eines einzelnen Atoms; 

y der Abstand von dem Kristall zum Beobachtungspunkt; 

N die Anzahl der Atome im Kristall; 

M eine von Debye naher berechnete Funktion. 


In seinen friiheren Arbeiten’) hatte Debye der Einfachheit 
wegen angenommen, daS8 man sich mit der folgenden Vorstellung 
von der Warmebewegung im Kristall begniigen kénnte: die Atome 
bewegen sich wie Massenpunkte, welche an feste Ruhelagen, die raum- 
gitterartig verteilt sind, quasielastisch gebunden sind. In seiner Kritik 
dieser Arbeit wies Schrédinger‘) nach, da8 die Beweiskraft der 
Debyeschen Rechnungen durch die vereinfachten Annahmen wesentlich 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 48, 49, 1914. 

2) P. Debye, a. a. O., 8. 69. 

3) P. Debye, Verh. d. D. Phys. Ges. 15, 678, 738 u. 857, 1913. 
4) BE. Schrédinger, Phys. ZS. 15, 79 u. 497, 1914. 
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herabgesetzt wurde. Um einer ahnlichen Einwendung zu entgehen, 
schrieb Debye seine auf der ersten Seite zitierte Arbeit, in der 
er die von Born und y. Karman _ entwickelte Theorie der Be- 
wegungen der Kristallgitter den Rechnungen zugrunde legte. Die 
oben zitierte allzu einfache Annahme wurde also durch die andere 
ersetzt, daB die Krafte, welche die Bewegung eines Atoms bestimmen, 
von den benachbarten Atomen stammen. 

Indessen hat Debye die Rechnung von dieser Voraussetzung 
aus nicht streng durchgefiihrt, sondern ist in einem wichtigen Punkte 
wieder in die alte Annahme, welche eben vermieden werden sollte, 
verfallen?). An dieser Stelle habe ich die Rechnung folgerichtiger 
durchzufiihren versucht*). Es stellte sich dann heraus, daB die S. 266 
wiedergegebenen Debyeschen Aussagen iiber die Intensitaét der auBer- 
halb der Laueflecken fallenden zerstreuten Strahlung theoretisch nicht 
begriindet sind. Einige neuere experimentelle Ergebnisse %), die ich 
allerdings auch nicht erklaren kann, scheinen auch der Debyeschen 
Theorie zu widersprechen. 

Am Ende einer Berechnung der Diffusion des Lichtes in einem 
homogenen durchsichtigen Kérper und der Einwirkung der Warme- 
bewegung auf sie bemerkt Brillouin‘), daB seine Ergebnisse auf die 
Streuung der Réntgenstrahlen durch einen Kristall qualitativ anwendbar 
sind. Er kann hieraus gewisse Schliisse tiber die Streustrahlung 
ziehen, die mit den oben besprochenen Aussagen von Debye nicht 
iibereinstimmen. Wéahrend die Warmebewegung nach Debye die 
Schiarfe der Laueflecken nicht abschwiacht, sollte nach Brillouin, 
wenn ich ihn recht verstehe, die Warmebewegung grofe diffuse 
Flecke verursachen, in deren Mitte sich die Laueflecke befinden. Dies 
stimmt gut mit meinen 1918 veréffentlichten Ergebnissen tiberein. 

Diese Abhandlung ist ein bescheidener Versuch, meine oben er- 
wahnte kurze Arbeit weiter auszubauen. Sie ist im vorigen Sommer 
ausgedacht und in den folgenden Vortragen veréffentlicht worden: 

25. Juli 1922 in Sommerfelds Seminar fiir theoretische Physik, 


Miinchen; 
28. Oktober 1922 in Svenska Fysikersamfundet, Stockholm; 


2. Mai 1923 in Fysiska Sillskapet, Uppsala. 
Wahrend der Berechnung des Temperatureinflusses auf die Laue- 
flecke macht Debye im Laufe der Rechnung einige Annahmen, die 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 43, 65 (FuSnote), 1914. 

2) H. Faxén, ebenda 54, 615, 1918. 

3) G@. E. M. Jauncey, Phys. Rev. 20, 405 u. 421, 1922. 
4) L. Brillouin, Ann. de phys. (9) 17, 120, 1922. 
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I. Waller kiirzlich einer griindlichen Kritik unterzogen hat1). Ich 
werde mich im folgenden seiner Resultate bedienen (§ 5). 

§ 2. Ableitung eines mathematischen Ausdruckes fiir die 
Intensitat des leicht zu berechnenden Teiles der Streustrah- 
lung. Die Intensitéit der vom Kristall in einer beliebigen Richtung 
zerstreuten Strahlung wird von Debye. mit J,, bezeichnet. Es handelt 
sich hier darum, J, aus der Gleichung (5), S. 617 meiner Bemerkung 
von 1918 zu berechnen. Diesmal begniige ich mich mit einer groben 
Uberschlagsrechnung und beziehe demgemaS nur diejenigen Glieder 
in die Rechnung ein, in welchen ein v gleich Eins und die tibrigen v 
gleich Null sind. Auf diese Weise hoffe ich, die gréfSten Glieder 
von (5), auBer den Lauegliedern, beriicksichtigt zu haben, wenigstens 
wenn die Temperatur nicht allzu hoch ist. Die Vernachlaissigung 
diirfte von derselben GréBenordnung sein wie der Fehler, den man 
begeht, wenn man die Reihe 


it bodies 
in der M die von Debye angegebene Bedeutung?) hat, nach dem 
linearen Gliede abbricht. 

Es soll also die Reihe 


2 5 
Jim a Sees ee Ns pad ei%y + itps (2) 
8 ‘a 


untersucht und gedeutet werden. Nach meiner Bemerkung S. 618 ist 


ain? (2. Bp reer 
ES = ae (3) 


ar (a — ee + 


= 


cin (2m + 1) P—PIP* TY inacaw 4 1) CMe ty 
(B — Bo)bu + 
2 


(¥—7o)cx+ 4 
2 
Nan wollen wir die Summation in bezug auf s, d. h. die Sum- 
mation iiber die erlaubten Punkte im Phasenraum 


sin? sin2 


eae Es p < ™, | 
==Tb < y Ss er ' (4) 
eS Se Yous OE 
durch ein Integral ersetzen. Da der Kristall 
N= (22L+1)(2M+1)QN+4+)1) . 


1) I. Waller, ZS. £. Phys. 1923; erscheint demnichst. 
*) P. Debye, Ann. d. Phys. 48, 65, 1914. 
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Atome enthalt, gibt es N erlaubte Punkte im Phasenraum. Da dieser 
das Volumen 873 hat, so fallen auf die Volumeneinheit N/8 2° er- 
laubte Punkte. Das Integrationselement ist daher dp dwdy.N/8 2°. 

In (3) stellt jeder Faktor eine Zackenfunktion dar. Das Produkt 
der drei Zackenfunktionen hat einen merklichen Wert nur fiir solche 
Phasenpunkte (py, ¥, x), welche die Gleichungen 


(%@— oo) ax+ mo = 2h,2, | 

(B — Bo) bx +p = 2hox, | 

(¥— Yo) CH + 4% = 2hgx 
wenigstens annihernd erfiillen. Da N, als Funktion von g, y, x ver- 
haltnismaBig langsam veranderlich ist, kann N, in dem Variations- 
bereich, welcher die aus (5) bestimmten Werte von g, 7, x umgibt, 
als konstant betrachtet werden. Der Variationsbereich ist namlich 
sehr klein. Daher kann N; vor das Integralzeichen gestellt werden. 
Man hat also drei Integrale vom Typus 


+x 
sin? (2 L + 1) Saat) ate is 


(%a—%)ax+ 9 
2 


(5) 


dg 
sin? 


—a 


zu erledigen. Da bekanntlich fiir sehr groBe L 


+ 2/2 
{= QL+1)2 ,. 


sin? x 


= 2(2L+1) 
— m/2 
ist, so ist jedes der drei Integrale gleich 27(2 LZ + 1) baw. 227(2M-+ 1), 
2”(2N-+ 1). 
Wenn in der Gleichung (2) die Summation in bezug auf s durch 
eine Integration ersetzt wird, findet man also 


a if = go \J[s amr tierodpdy dy; 
r 
2 
re ro = N2e-5Ns Ny. (6) 


§ 3. Untersuchung der Streustrahlung bei monochroma- 
tischer einfallender Welle mittels der Methode des rezi- 
proken Gitters. Wenn man die Vektoren 


f mit den Komponenten ax, Bx, y%, eS 
fo ” ” Og %, Bo %, Yo%, 

Wy 99 ” y/a, w/b, x/¢, - 
> eas - Qh, w/a, 2h, a/b, 2Zhgx/c 
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einfiihrt, so kann man das System (5) in die einzige Vektorgleichung 
f—f,+w =) 
zusammenfassen. Der Vektor w bestimmt die Richtung und Wellen- 
linge der Warmewelle. Wenn man w von einem festen Punkte aus 
abtrigt, erfiillen die méglichen Lagen seines Endpunktes ein Parallel- 
epiped mit den Kantenlingen 2m/a, 22/b, 2a/c. Das ist gerade 
das Elementarparallelepiped des reziproken Gitters, welches ja im 
vorliegenden Falle ein rechtwinkliges Gitter mit den genannten Ab- 
standen nach den drei Achsen ist. Der Bornsche Phasenkubus wird 
also auf einen Elementarbereich 
- + + # rp gait + des reziproken Gitters abge- 
Y, 
bildet 1). 

Von jetzt ab wollen wir 
uns darauf beschranken, zu 
untersuchen, wie eine ein- 
fallende Welle, die eben und 
monochromatisch ist, vom 
« Kristall gestreut wird. 

Der Vektor f, ist dann 
festgelegt, denn die Richtung 
von f, fallt mit der Richtung 
der einfallenden Welle zu- 
sammen, und der Betrag dieses 


Bigs. Vektors ist x= 22/4. ‘Hat 

Reziprokes Gitter mit dem Nullparallelepiped 
durch ein Quadrat angedeutet. 

stimmten Wert von f, ent- 


schieden, so sind noch einige Werte von ) méglich, denn in den 
Komponenten von kommen die beliebigen ganzen Zahlen h,, ho, hs; 
vor. Die einzige beschrankende Bedingung, welcher diese Zahlen unter- 
worfen sind, ist die, daB die foleende Konstruktion méglich sein muB8. 

Die Richtungen, in welche die einfallende Welle f, bei einem 
bestimmten Vektor § gestreut werden kann, werden folgendermafen 
geometrisch konstruiert. P wird der Punkt genannt, den man erhilt, 
wenn man die Vektorsumme f,-++ vom Ursprunge O abtrigt. Die 


man sich nun fiir einen be- 


Vektorsumme f+ w mu8 erstens gleich dem Vektor OP sein; zweitens 
mu8 der Endpunkt von w innerhalb des Nallparallelepipeds fallen, 


1) Diese Bemerkung, welche meine Rechnungen verdeutlicht, verdanke 
ich Herrn Prof. Ewald. Die obige Konstruktion ist durch eine leichte Ab- 
anderung der Ewaldschen Konstruktion, wie sie in Enz. d. math. Wiss. V, 
24, 8.463 dargestellt wird, gewonnen. Vgl. auch ZS. f. Kristallographie 56, 
129, 1921. 
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wenn man das Elementarparallelepiped, welches den Ursprung enthalt, 
so nennt; drittens ist der Betrag von f gleich x. Die mdglichen 
Vektoren f findet man, wenn man sich eine Kugel mit dem Halb- 
messer * um P als Mittelpunkt denkt, denn diejenigen Punkte der 
Kugeloberflaiche, die innerhalb des Nullparallelepipeds fallen, sind als 
Endpunkte von w und Anfangspunkte von f méglich. Die einfallende 
Welle £ kann in denjenigen Richtungen, die mit den méglichen 
Richtungen von f zusammenfallen, gestreut werden. Die Intensitit 
der gestreuten Strahlung ist aber in verschiedenen Richtungen sehr 
verschieden und im folgenden werden namentlich die Richtung des 
Maximums der Intensitat und seine Schirfe gesucht. Diese Berech- 
nung wird im nachsten Paragraphen ausgefiihrt werden. 

§ 4. Angendherte Berechnung der Funktion N,. Die 
Funktion N, wurde durch die Gleichung 1) 


sg 
x? 22 
Ne = > Spat Roe ee) e+ (B— Bs) B+ — 10) GP 
e2akT __ 


definiert. Nun soll dieser Ausdruck unter der Voraussetzung, daB 
h@jonze7 eine kleine GréBe ist, berechnet werden. TZ darf deshalb 
nicht allzu klein und o, nicht allzu groB sein. Wir beschranken uns 
also auf langsame Schwingungen, d.h. auf das elastische Spektrum 
des Kristalls. Unter dieser Voraussetzung gilt 


ho, ho, 
22 PEs h @0;, il h @;, 
= — a 
hoy h (i— z SekT :) 20 


et 8 nkT 


Eine etwaige Nullpunktsenergie wiirde das zweite Glied gerade auf- 
heben 2). Wegen des approximativen Charakters dieses Paragraphen 
kann das Glied ohne weiteres unberiicksichtigt bleiben. In hin- 
reichender Anniaherung gilt also ; 


“kT 

= Ysa Ht — ea) he + (B — Be) Be + (7 70) Ei 
ye : — 

Um zu einfachen Resultaten zu gelangen, machen wir noch einige 

beschrinkende Annahmen. Wir setzen namlich erstens voraus, dal 

der Kristall dem reguliren System a = b =e angehért, daf also 


1) H. Pika, a. a. O., 8.616. 
2) Vel. P. Debye, cen d. Phys. 43, 68, 1914. 
19s 
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Debyes Gleichungen (7') giiltig sind1). Da diese Gleichungen im 
isotropen Fall rationale und verhiltnismaBig einfache Lésungen haben, 
ziehen wir nur diesen Fall in Betracht und nehmen also an, daf auch 
Debyes Gleichung (8) gilt. 

Wegen der Normierung®) findet man, dab die Bestimmungsstiicke 
der beiden transversalen Wellen die folgenden Werte haben kénnen: 


F v6 ; ni Ap) 
(uo? = ac 4 Y= ——s* = Ope ————— 
- VN (gy? + 22) VN (p24 72) 
gw — g?— 7? 
uo? — ay,7?, A= ——_———.,, § = 
T YN (92+ 4°) t YN (gp? + 72) 
P Wy 
Ca 
pe t YN (g? 4+ 72) 
Hier ist 
PV par 
gesetzt. 


Diese Werte der im Ausdrucke fiir VN, vorkommenden Funktionen 
YA, B, © sind bis zu einem gewissen Grade beliebig. Man kénnte auch 
von den obigen Werten der 2%, B, © zwei beliebige lineare Kom- 
binationen, welche der Normierung und der Orthogonalitétsbedingung 
UW, A, + BB, + ©, ©, = 0 geniigen, bilden. 

Fiir die longitudinale Welle gilt 


tyN’ dee VN YN 
Setzt man diese Werte in den Ausdruck fiir N, ein, so ergibt sich 
mit Hilfe von (5) 


ba? = act, A= Z ad 6 x 


(9) 


Kel 
Ns ip 2a%c,,t2 N (2+ 72) [(2h, x — ») ¥ — (2hsax — x) P|? 
Rubs 
Qa3e¢ ttN 2 P [(2h, x — 9) pp — (2h. a — v) (gp? + 72) 
eo Panta + (2hsx— 2) vx? 
een eee ©)? + (2hga — h) Y + (2hg x — x) x]? 


4m°kT 
or 2.08 c,,t4N [(hix — hsp)? + (tiv — hg)? + (hy —hyy)?] ++ 


kT {{6 < wl)? — ; 
ee aes (10) 


Cas C4 


) P. Debye, Ann. d. Phys. 48, 56, 1914. 
2) Derselbe, ebenda 8. 57, 1914. 
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Das vektorielle Produkt wurde hier durch x bezeichnet und das 
skalare Produkt durch Schreiben der beiden Vektoren nebeneinander 
angegeben. 

§ 5. Der physikalische Inhalt der Endgleichung. Wenn 
der eben berechnete Wert von N,; nun in (6) eingetragen wird, wird 
2N; statt N; geschrieben, weil Waller gezeigt hat, da8 der wahre 
Wert von N, und folglich auch von M doppelt so groB wie der von 
Debye gefundene ist (vgl. S. 267, 268). Auf diese Weise findet man 
fiir die Intensitat des ersten Gliedes der Streustrahlung den folgenden 
Ausdruck, der nur fiir einen isotropen Kristall, fiir kleine Werte von 
t und fir nicht allzu niedrige Temperaturen giiltig ist: 


A2NakT va act < 1]? 4 (hw —w mA. 


(11) 


Hier ist A eine Funktion, welche angibt, wie viel von der ein- 
fallenden Wellenamplitude jedes Atom fiir sich in einer beliebigen 
Richtung, z. B. in der Beobachtungsrichtung, zu streuen vermag. 

N ist die Anzahl der Atome im Kristall; 

a ist die Gitterkonstante, d.h. der Atomabstand; 

k ist die Boltzmannsche Konstante; 

T ist die absolute Temperatur; 

ry ist der Abstand zwischen dem Kristall und dem Beobach- 
tungspunkt; , - 

tT ist die Anzahl ganzer Wellenlangen der wirksamen Welle 
der Warmebewegung auf 22cm; 

M = SN, ist eine von Debye berechnete Funktion von der 
Temperatur, dem Atomgewicht usw.; 

h ist der Vektor mit den Komponenten 2h,2/a, 2h, %/a, 
2h,2/a, wobei h,, hg, hg aus der Laueschen Theorie 
bekannte ganze Zahlen sind, welche die spiegelnde Ebene 
festlegen (Millersche Indizes); 

wy ist der Vektor mit den Komponenten “p/a, #/a, 4/a; 0 steht 
also senkrecht zur wirksamen Warmewelle und hat die 
Lange t/a; 

C4, und ¢, sind die elastischen Konstanten des Kristalls. 


Jan —— 
-2 
i Cua C11 


Hier wurde nur eins von den Gliedern untersucht, welche nach 
(5) in meiner Note in den Annalen die Streustrablung darstellen. Ich 
glaube, daB dieses Glied in vielen Fallen das wichtigste ist. Wenn 
die Debyesche Funktion M von der GréSenordnung 1/, oder kleiner 
ist, diirften unsere Ergebnisse in groben Ziigen richtig sein (vgl. 
S. 268). 
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Die iibrigen Glieder der Reihenentwicklung (5) in meiner Note 
in den Annalen geben eine Streustrahlung wieder, die durch eine 
Konstruktion im reziproken Gitter ebenfalls veranschanlicht werden 
kann. Nur wird hier die Warmebewegung, statt wie friiher durch 
einen einzigen Vektor iv, durch zwei oder mehrere Vektoren 10,, Ws, .-.., 
welche die Komponenten 9,/a, ¥,/b, %1/¢3 Po/a, W2/b, %o/¢ usw. haben, 
vertreten. 

Die obigen Rechnungen setzen ebenso wie die Lauesche Theorie 1) 
fiir die Lage der Interferenzpunkte stillschweigend voraus, daB der 
Kristall sehr klein gedacht wird. Erstens wurde namlich die Schwachung 
der einfallenden Strahlung und die gegenseitige Beeinflussung der 
Atome vernachlissigt, und zweitens wurde fiir den Abstand zwischen 
Kristall und Beobachtungspunkt ein angendherter Ausdruck an- 
gewandt. Die Rechnungen diirften jedoch einen Sinn haben, wenn 
man nach Darwins2) Muster zuerst die Zerstreuung eines sehr kleinen 
Kristalls berechnet und sich dann vorstellt, daB viele wirkliche Kristalle 
(wie Steinsalz und Sylvin) aus einer groBen Menge sehr kleiner Kristalle 
bestehen. 

Fiir die Erérterung der experimentellen Priifungsméglichkeiten der 
Ergebnisse dieser Abhandlung leistet die Konstruktion im reziproken 

Gitter gute Dienste (vel. Fig. 1). 

+ + + + + + Weil c,, im allgemeinen ) gréBer 

R ist als c,,, kann das erste Glied 

+ a : A des Klammerausdruckes in (11) 

7 aie als Hauptglied angesehen wer- 

den. Da t4 = (ty w)? im Nenner 

be * : S ia vorkommt, fallt die maximale 

Fig. 2. Intensitat J,, annahernd in die 

Die einfallende cergael fest die Bedingungen Richtun g O P, vorausgesetzt, 

. daB f viel gréBer als w_ ist. 

Uber die Schirfe dieses Maximums kann man sich nach dem Vor- 
stehenden auch eine gute Vorstellung bilden. 

Fiir den Fall, da8 monochromatische Réntgenstrahlung auf den 
Kristall unter dem Reflexionswinkel einfallt, ist die zugehérige Kon- 
struktion im reziproken Gitter in Fig.2 wiedergegeben. Zuerst tragt 
man den Vektor f), dessen Linge x = 22/4 ist und dessen Richtung 
mit dem einfallenden Strahle zusammenfillt, vom Ursprunge O ab. 
Von dem Endpunkte von f) aus soll der Vektor ) abgetragen werden 


1) M. v. Laue, Enz. d. math. Wiss. V, 24, 459 usw., 1915. 
2) 0. G. Darwin, Phil. Mag. 27, 675, 1914 und 48, 800, 1922. 
3) Landolt-Bérnstein-Roth, Tabellen, Tafel 23, 23a. Berlin 1912, 
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und dieser ist gleich dem Abstande zweier Punkte im reziproken 
Gitter. Den Endpunkt von § nennen wir wie friiher P. 


Die Intensitét der Streustrahlung in einer beliebigen Richtung 
finden wir nun, indem wir den Vektor f£ aufzeichnen, der diese Rich- 
tung hat, in P endigt und die Linge x = 27/A hat. Fallt nun der 
so konstruierte Punkt Q (= f{,+—f) auBerhalb des Nullparallel- 
epipeds, so kann man fiir ) einen zweckmi&Bigeren Wert wiahlen. 
Diesmal wollen wir aber die Intensitét in der Nahe des Lauefleckes 
studieren und sind daher berechtigt anzunehmen, da8 Q nicht nur in 
das Nullparallelepiped, sondern sogar in die Nahe der Mitte desselben 
fallt. Die Warmewelle, welche die Streustrahlung in der fraglichen 
Richtung verursacht, wird in bezug auf die Richtung und Wellen- 


—> 
lange durch w = OQ bestimmt. 


Q@ liegt auf einer Kugeloberflache, deren Mittelpunkt P ist. Da 
f) der Bedingung der Reflexion geniigt, geht die Kugeloberfliche durch 
den Ursprung. Das Intensitaitsmaximum, welches in der Richtung OP 
liegt, wiirde nach dem oben Gesagten unendlich werden, weil der 
zugehérige Vektor t verschwindet. Fiir diesen extremen Fall mu8 
aber die Rechnung des § 2 anders angesetzt werden; es ist namlich 
nicht mehr erlaubt, NV; als innerhalb des S. 269 angewandten Integra-— 
tionsbereiches konstant zu erachten und man darf NV, deshalb nicht 
vor das Integralzeichen stellen. In diesem Falle bekommt man, wie 
aus den mathematischen Ausdriicken leicht ersichtlich ist, eine groBe, 
aber endliche Intensitaét. Als eine grobe Annaherung diirfte in (11) 
der Faktor 1/r? durch N*s ersetzt werden kénnen. Dieses Intensitats- 
maximum ist mit dem Lauefieck nicht identisch. Die Hauptintensitat 
des letzteren riihrt von Zo, einem Gliede des Intensitatsausdruckes (6) 
in meiner oben erwahnten Annalen-Note her und dieses Glied gehért 
nicht zu den hier untersuchten. Das oben gefundene Intensitats- 
maximum fallt allerdings in den Lauefieck hinein, diirfte aber im 
allgemeinen bedeutend schwacher sein '). 


Wenn der Kristall mit monochromatischer Strahlung beleuchtet 
wird, kann man also erwarten, da8 eine schwache Streustrahlung den 
Lauefleck umgibt und ihr Intensititsmaximum in ihm hat. Die Streu- 
strahlung ist aber so schwach, da8 ich mir nicht im klaren dariiber 
bin, ob sie beobachtet werden kann. Bedeutend starker ist die Streu- 
‘strahlung, wie aus dem Folgenden hervorgeht, wenn die einfallende 
Strahlung nicht. monochromatisch ist. 


1) Vgl. I. Waller, ZS. f. Phys. 1923; erscheint demnachst. 
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Die Wellenlinge der einfallenden Strahlung mag nun etwas 
kiirzer als friither sein, aber die Richtung mag unverandert bleiben 
(Fig. 3). f) wird dann durch einen etwas langeren Vektor f + df, 
ersetzt und die Laueschen Bedingungen fiir die Reflexion sind also 
nicht mehr erfiillt. Nach derselben Methode wie friiher, kann man die 
zu einer gewissen Richtung {+ df gehérige wirksame WArmewelle Iw 
konstruieren. Das Intensitatsmaximum erhalt man wieder annahernd in 

der Richtung OP, welche nun 


+ + + + + + aber nicht dieselbe wie friiher 
pees P ist. Um die Intensitaitsverhalt- 
| es ddl ediees,-} nisse in den Richtungen der 
‘ aie 2 a | Zeichenebene naher zu unter- 
suchen, benennen wir den 

+ + + + + + 


Winkel zwischen der Richtung 
der maximalen Intensitat und 
der reflektierenden Ebene des 
Kristalls mit #+d0. Wenn 
die Betrage von {,, f, ) usw. mit den entsprechenden Kursivbuchstaben 
ko, k, h usw.!) bezeichnet werden, so sind folgende Gleichungen giiltig: 
ky =k, dk = dk, 2ksind —h, 
(ky + dko) sin 3 + (k + dk—w)sin(® +d) = fh, 
(ky + dky) cos = (k + dk — w)cos(0 + d4). 
Daraus ergibt sich 


da = — 


Fig. 3. 


Monochromatische Strahlung fallt beinahe 
unter dem Reflexionswinkel ein. 


sin2ds 


dk, w = 2dksin?@. 


Da die Intensitét in ihrer Abhangigkeit von w umgekehrt pro- 
portional zu w? ist, kann man schon hieraus ersehen, da8 sie fiir sehr 
kleine ® besonders gro8 wird, und dies stimmt mit den unten zu be- 
sprechenden experimenteilen Ergebnissen iiberein. Zu der genauen 
Intensitatsberechnung gehért noch eine Integration, namlich in bezug 
auf verschiedene Wellenlingen und Hinfallsrichtungen, Abnlich wie 
die von H. A. Lorentz) fiir gewéhnliche Laueflecke ausgefiihrte. 
Da man ferner noch beriicksichtigen miiBte, daB die bei Réntgen- 
versuchen angewandten Kristalle entweder nicht so klein sind, wie 
sie diese Abhandlung voraussetzt, oder aus einer grofen Menge ge- 
niigend kleiner Kristalle bestehen, so habe ich die genaue Intensitiits- 
berechnung als fiir diese Abhandlung allzu weitliufig betrachtet. 


1) DaS k friiher in zwei anderen Bedeutungen vorkam, diirfte nicht ver- 
wirren. 

*) Siehe z.B. P. Debye, Ann.d. Phys, 48, 98, 1914; J. Kern, Phys. ZS. 15, 
136, 1914; M. v. Laue, Enz. d. math. Wiss. V, 24, 471, "1915. 
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Aus Fig. 3 entnehmen wir ferner den Satz: 

Wenn eine Réntgenwelle unter dem Glanewinkel % auf eine Netzebene 
eines kubischen Gitters einfiillt, so tritt die maximale Intensitdt der Streu- 
strahlung in einer Richtung auf, welche in der Ebene des emfallenden Strahles 
und der Normale zur spiegelnden Ebene liegt und deren Glanegwinkel a, 
folgende Bedingung anndhernd erfiillt : 

a(sin? + cosdtg9,) = A. (12) 

Diese maximale Intensitdt ist desto griber, je kleiner 4%, vo, und be- 
sonders 0 —, sind. 

Ist eine kontinuierliche Folge von Wellenldngen 4 vorhanden, so erhiilt 
man eine kontinwierliche Folge von Intensitdtsmaxima, welche zusammen 
einen Streifen bilden, der senkrecht zur spiegelnden Ebene steht. 

Auf einer Laueaufnahme sind diese Stretfen radial vom Priméirfleck 
aus nach den Laueflecken hin gerichtet. Die Streifen kénnen durch den 
Laueflecken hindurchgehen und ihren Weg auf der anderen Seite desselben 
fortsetzen. Hine sogenannte Asterismuserscheinung ist also auf den Laue- 
aufnahmen zu erwarten. 

Fir * = 4, geht (12) in die Braggsche Bedingung 

2asind — i 
aber. 

§ 6. Die experimentellen Ergebnisse. Schon 1913 beob- 
achtete Friedrich !), da8 nach langer Exposition bei Anwendung von 
Platinantikathoden, kontinuierlicher Strahlung und Sylvinkristallen auf 
den Aufnahmen dunkle Streifen radial von dem Primiarflecke aus- 
gehen. Gerade eine solche Asterismuserscheinung hatte man, wie wir 
oben sahen, auf Grund der Temperaturbewegung zu erwarten, sie 
kann aber auch verschiedéne andere Griinde haben. Wenn der 
Kristall z. B. ein Konglomerat von kleinen Kristallen ist, die nur an- 
nahernd gleichgerichtet sind, wird bei kontinuierlicher Strahlung ge- 
rade der erwaibnte Asterismus auftreten. Wie G. Aminoff nach 
meinem Stockholmer Vortrag bemerkte, kann ein ausgesprochener 
Asterismus durch leichten mechanischen Druck auf den Kristall hervor- 
gerufen werden. 

Obwohl die Warmebewegung des Kristalls eine Asterismus- 
erscheinung hervorrufen wiirde, ist es jedoch nicht sicher, da irgend 
ein beobachteter Asterismus allein auf die Warmebewegung zuriick- 
zufiihren ist. Dasselbe mu8 ich auch beziiglich der von Friedrich 
1922 angestellten Versuche, die ich allerdings nur unvollstandig kenne, 
sagen. Sein Resultat, da8 nach fiinfzigstiindiger Bestrahlung eines 


1) W. Friedrich, Phys. ZS. 14, 1082, 1913, siehe besonders Tafel IL. 
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Steinsalzkristalls mit Mo Ka unter 13° Einfallswinkel eine schwache 
Linie auf einem Glanzwinkel von 1,49 auf der photographischen Platte 
sichtbar wurde, stimmt allerdings gut mit der Gleichung (12) iiberein, 
aber die Linie miBte nach (12) etwa 2° breit sein. ZusammenflieBen 
miissen also z. B. die beiden Linien der Kau-Dubletts, wenn #— ?, 
von dieser Gréfe ist. 

Eine Untersuchung der Temperaturabhangigkeit der erwahnten 
Streifen wiirde die Frage ihres Ursprungs entscheiden. Vermutlich 
wiirde auch eine auf ganz anderen Vorstellungen iiber die Warme- 
bewegung aufgebaute Theorie eine Abnliche Asterismuserscheinung 
erkliren kénnen. 
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Uber die Absorption im Weltenraum. 
Von A. Kopff, Heidelberg-Kénigstuhl. 


(Hingegangen am 30. Juli 1923.) 


1. Die fiir das typische Sternsystem erhaltenen Ergebnisse be- 
ruhen auf zwei Annahmen: auf der Voraussetzung der Konstanz der 
Haufigkeitsfunktion der Sterne verschiedener absoluter Leucht- 
kraft und auf der Voraussetzung des Fehlens einer Absorption 
im Weltenraum. Daf die erste der beiden Annahmen nicht zutrifft, 
sobald man auf beschrankte Teile des Sternsystems iibergeht, konnte 
unter anderem fiir die MilchstraBenwolken mit erheblicher Wahr- 
scheinlichkeit aus Abzaéhlungen in Verbindung mit photometrischen 
Messungen gezeigt werden'); da& teilweise eine bedeutende Absorption 
im interstellaren Raum stattfindet, wurde schon haufig auf Grund 
verschiedenartiger Wahrnehmungen betont. Die Diskussion von Stern- 
zahlungen vor allem durch A. Pannekoek und M. Wolf hat fiir 
beschrankte Teile des Systems das Vorhandensein verhiltnismaBig 
naher absorbierender Massen bestatigt2). Wie nachfolgend gezeigt 
werden soll, lassen nun die Abzahlungen der Selected Areas auch die 
viel weitergehende Annahme zu, da die absorbierende Materie sich 
wahrscheinlich, in Ubereinstimmung mit der wiederholt geduBerten 
Auffassung von M. Wolf’) und mit den Beobachtungen dunkler 
Nebel durch J. G. Hagen’), iiber groBe Teile des Himmels erstreckt. 

2. Die Abzihlungsergebnisse der Selected Areas seien zunachst 
nur diskutiert, soweit sie sich auf den MilchstraBengiirtel (galakt. 
Br. + 20°) beziehen, und soweit sie in Groningen fertig vorliegen. 
Herr Prof. P. J. van Rhijn hat mir die Angaben tiber die einzelnen 
Felder der Selected Areas*), die Anzahl der Sterne meist von halber 
zu halber GréSenklasse, in dankenswertester Weise zur Verfiigung 
gestellt. Von 52 Feldern stimmen 24 so nahe iiberein, daB eine 
Mittelbildung iiber die letzteren eine normale scheinbare Stern- 
verteilung im MilchstraSengiirtel ergibt. 8 Felder weichen erheblich 


1) A. Kopff, Uber Haufigkeitsfunktion und Entfernung bei den hellen 
MilchstraBenwolken. Astron. Nachr. 216, 325, 1922. 

2) Besonders A. Pannekoek, The distance of the dark nebulae in Taurus. 
Proc. Amsterdam 23, 707 und 720, 1920; M. Wolf, Uber den dunklen Nebel 
NGC 6960. Astron. Nachr. 219, 109, 1923. 

3) Vor allem M. Wolf, Die MilchstraBe. Leipzig 1908. 

4) J.G. Hagen, A Preparatory Catalogue for a Durchmusterung of Nebulae. 
Specola Vaticana 10, 1922. 

5) Siehe vor allem Publicat. Groningen Nr. 27, 8.4ff., 1917. 
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ab; 5 Felder zeigen gegeniiber den normalen eine starkere Zunahme 
besonders der schwachen Sterne; bei 3 Feldern bleibt die Sternzahl 
bedeutend hinter der normalen zuriick. 

Bei einer einfachen Mittelbildung iiber alle 32 Felder, wie sie 
dem typischen Sternsystem zugrunde gelegt wurde, heben sich die 
5 iibernormalen und die 3 unternormalen Felder nahezu auf. Milch- 
straBenwolken, die sich in der Zahl der schwichsten Sterne bei den 
iibernormalen Feldern bereits bemerkbar machen, werden in den 
Mittelwerten des typischen Systems nicht mehr erkennbar sein. Es 
wire fiir die Darstellung des typischen Systems vielleicht zutreffender, 
anormale Felder von vornherein auszuschliefen; nicht die mittlere 
scheinbare Sternverteilung iiberhaupt, sondern die am haufigsten vor- 
kommende zu diskutieren. 

3. An dieser Stelle empfiehlt es sich nun, bei der eben an- 
gegebenen Dreiteilung nicht stehen zu bleiben, vielmehr auch die als 
normal bezeichneten Felder noch in drei Gruppen zu trennen. Diese 
Trennung ist eine raumlich bedingte und geschieht nach folgenden 
Gesichtspunkten. Von den 5 stark tibernormalen Feldern liegen 3 im 
Cygnus; die 3 unternormalen Felder befinden sich zusammenhingend 
an der nérdlichen Grenze von Cassiopeia und in Camelopardalis. Von 
den 24 normalen Feldern lassen sich 3 weitere im Cygnus absondern, 
und 7 andere, die teils mit den 3 unternormalen zusammenliegen, teils 
von da quer tiber die MilchstraBe (wo ihre Gesamthelligkeit besonders 
gering ist) zum Taurus heriiberziehen. 

Man erhalt dadurch eine Einteilung der 32 Felder in 5 Gruppen. 

Gruppe I. Felder 8, 39, 41, 50, 64. 39, 41 und 64 liegen 
unmittelbar am Rand heller Teile des Cygnus; 8 in Cassiopeia, 50 in 
Auriga. 

Gruppe II. Felder 40, 63, 65. Alle in Cygnus. 40 deckt zum 
groBen Teil die Sternleere zwischen « Cygni und Amerikanebel. 63 
befindet sich am duferen, westlichen Rand der groBen Wolke. 

Gruppe II. Felder 17 bis 22, 38, 42, 43, 49, 66, 73 bis 75 
(zasammen 14 Felder). Liegen iiber die ganze nérdliche MilchstraBe 
verteilt. Zentral sind gelegen: 18 in Cepheus; 19 in Cassiopeia; 49 
an der Grenze von Auriga und Taurus; 74 an der Grenze von Gemini 
und Orion. 

Gruppe IV. Felder 3, 7, 23 bis 26, 48. Die Felder 3 und 7 
gehéren Ortlich zur Gruppe V. 23 bis 26 ziehen iiber die MilchstraBe 
durch Perseus und Auriga zu 48 im Taurus. 23 und 24 liegen zentral, 
die Zahl der schwachsten Sterne ist gréSer als bei den tibrigen Feldern 
dieser Gruppe. 
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Gruppe V. Felder 2, 9, 10. Am nérdlichen Rand der Milch- 
strabe in Cepheus, Cassiopeia und Camelopardalis. 

Die Mittelwerte der Anzahl der Sterne pro Quadratgrad 
fiir die fiinf Gruppen sind in folgender Tabelle 1 zusammengestellt; 
zum Vergleich sind noch die ausgeglichenen Werte aus Publicat. 
Groningen Nr. 27, Tabelle IV (S. 62) fiir die galaktische Breite 10° 
beigefiigt. 

Tabelle 1. 
Sternzahlen der Selected Areas innerhalb der MilchstraBe. 


Photogr. 2 Gron. 27 
Magnit. | I | q i av Ms habs LVs 
1 t | 
< 10,00 | 14 13S) 10 a; 4 15 8 
10,00—10,49 12 8 Go] 5 47m 1 6 
10,50—10,99 16 13 8 5 4 10 
11,00—11,49 32 O35 iy 16 10 11 15 
11,50—11,99 36 3H. call 26 14 15 24 
12,00—12,49 69 46 33 lion 24 37 
12,50—12,99 106 —4 80 61 36 36 55 
13,00—13,49 eS 95: ss || 70 43 ae 41 74 
13,50—13,99 228 125 103 63 52 116 
14,00—14,49 394 199 | 162 119 Aa 154 
14,50—14,99 (630) 309 | 246 184 133 224 
Anzahl der 
Felder 5 | 3 14 7 3 > 


Der eingeklammerte Wert bei Gruppe I ist nur ein Mittel aus 
den 3 Feldern 39, 50, 64. 

4. Von den vorhergehend zu Gruppen vereinigten Feldern be- 
findet sich eine Anzahl in solechen Himmelsgegenden, fiir welche man 
schon friiher das Vorhandensein von starkerer Absorption angenommen 
hatte. Feld 40 in Gruppe II z. B. liegt dstlich von « Cygni in der 
Sternleere am Rand des Amerikanebels. In Gruppe III ist Feld 49 
am Rand des Taurus hervorzuheben; und Feld 74 liegt in einer Milch- 
straBengegend, die von dunklen Kanalen und Wolken durchzogen ist. 
Die ganze Gruppe IV schlieBt sich, beginnend mit Feld 48, der 
Taurus-Gegend an. 

Es liegt nahe, nicht nur fiir diese, sondern fiir alle Felder an- 
zunehmen, da8 vorgelagerte Materie einen Teil des Fixsternlichtes 
absorbiert. Die Gruppen, deren einzelne Glieder allerdings zum Teil 
(besonders von II nach IV) Ubergangsstadien angehéren, wiirden dann 
Stufen zunehmender Absorption darstellen. Ob bei Gruppe I 
bereits eine Absorption vorliegt, 14Bt sich nicht sagen. Keines ihrer 
Felder gehért dem dichtesten Teil einer MilchstraBenwolke an, und 
man konnte das Fehlen der groBen Masse schwacher Sterne bereits 
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einer Absorption zuschreiben. Doch zwingt nichts zu einer solchen 
Annahme. Vielmehr kann es sich hier nur darum handeln, die Ab- 
’ nahme der Sternzahlen der Gruppen II bis V im Vergleich zu I durch 
eine anwachsende Absorption zu erklaren. 

Man koénnte zunachst noch versuchen, die Sternzahlen der Gruppe I 
durch die Annahme fehlender Absorption und einer konstanten 
Hiufigkeitsfunktion, dem typischen System entsprechend, dar- 
zustellen. Doch diirfte die letztere Annahme nicht zutreffen. In 
Tabelle 1 ist unter Gron. 27, Tabelle IV der normale Verlauf der Stern- 
zahlen fiir photographische Helligkeiten im typischen System an- 
gegeben; diesem gegeniiber zeigt die Gruppe I einen starken Anstieg 
besonders bei den schwachsten Sternen. Man hat es hier wohl schon 
mit dem Einsetzen von MilchstraBenwolken zu tun, und fiir diese 
gilt allem Anschein nach nicht die gewohnliche Haufigkeitsfunktion 2). 
Sobald man aber die Voraussetzung der Konstanz der Haufigkeits- 
funktion fallen lat, wird die Aufgabe der Darstellung der raumlichen 
Verteilung der Sterne auf Grund allein der Abzihlungen unbestimmt. 
Nur die Zuhilfenahme der Sternfarben kann gegenwirtig wenigstens 
Anhaltspunkte iiber die raumliche Lagerung der Sterne geben. Wollte 
man fiir den Cygnus eine thnliche Verteilung der Sternfarben bei den 
schwachen Sternen annehmen, wie sie H. Shapley?) fiir die Scutum- 
Gegend beobachtet hat, so ware fiir die a- und f-Sterne nach auBen 
hin erst eine Abnahme und dann eine Zunahme der Dichte zu erwarten. 
Die Daten der Gruppe I fiihren, wie ein einfacher Ansatz ergeben 
hat, in einer Entfernung von 4000 parseec zu einer Verdichtung der 
a- und f-Sterne, die etwa 1/,, der Dichte derselben Sterne in der Nahe 
der Sonne betragt. In kiirzeren Entfernungen sinkt dagegen die 
Dichte unter diesen Betrag herab. Die Gruppe I enthalt allerdings 
keine eigentliche Sternwolke. In einer solchen kann, wie auch schon 
friiher hervorgehoben wurde’), die Dichte von der GréBe derjenigen 
der hellen Sterne in Sonnenn&he oder einem mehrfachen Betrag davon 
werden. Doch solange fiir die Felder der Selected Areas nicht selbst 
Farbenangaben vorliegen, hat es keinen Wert, genauere Rechnungen 
durchzufiihren. 


Wesentlich ist hier nur der Vergleich der Gruppe I mit den 
iibrigen Gruppen. Hierbei zeigt sich, daS die Abnahme der Stern- 
zahlen von Gruppe I bis IV in einer ganz bestimmten Gesetzmifigkeit 


1) A. Kopff, a. a. O., Sp. 329. 

2) H. Shapley, Color-indices of stars in the galactic clouds. Mt. Wilson, 
Contr. Nr. 138 u. Ap. J. 46, 64, 1917. 

3) A. Kopff, a. a. 0., Sp. 332. 
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erfolgt. In Tabelle 1 steht bei jeder folgenden Gruppe dieselbe 
Sternzahl, wenn man von derjenigen fiir < 10,00 Mg. absieht, um eine 
Zeile tiefer. Ist diese GesetzmiSigkeit durch Absorption bedingt, so 
wiirde die raumliche Verteilung der Sterne innerhalb aller galaktischen 
Lingen der MilchstraBenzone eine im ganzen gleichmiige sein 
miissen. Als die im wesentlichen bestimmende Ursache der wechseln- 
den scheinbaren Sterndichte (im Vergleich zu den Feldern der Gruppe I) 
ware eine absorbierende Schicht von 6rtlich verschiedenem 
Wirkungsgrad anzusehen. Ihre Tiefenausdehnung kann nur 
gering sein, da sonst die jeweils eine Zeile tiefer riickenden Stern- 
zahlen mit abnehmender Helligkeit ein Abnehmen zeigen miiBten. 
Die Schicht miSte in solcher Entfernung liegen, da8 sie die 
Sterne bis zur 10. GréBe noch zum gro8en Teil unbeeinfluBt 
148+. Man kommt dadurch bei plausibein Annahmen iiber Dichte und 
Haufigkeitsfunktion auf eine Entfernung von 300 bis 500 parsec. 

Die Sternzahlen der Gruppen IV und V stimmen bis 13. GréBe 
Zeile fiir Zeile iiberein; erst von da ab bleiben die Sternzahlen von V 
zum ‘Teil erheblich hinter IV zuriick. Ob man es hier mit ab- 
sorbierender Materie in gréS8erer Entfernung zu tun hat oder ob die 
Sterndichte an sich geringer ist, kann nicht entschieden werden. 

Auf jeden Fall sprechen die Sternzahlen der Selected Areas fiir 
das Vorhandensein verhaltnismaBig naher absorbierender 
Wolken, welche sich iiber sehr ausgedehnte Teile der Milchstrafe 
erstrecken, und welche fiir die nérdliche MilchstraBe die starkste 
Wirkung nérdlich des Taurus, die schwaichste Wirkung im Cygnus 
besitzen. Ein solches Verhalten 148t sich nach den Untersuchungen 
von A. Pannekoek?) auch bereits bei den Sternen bis zur 11. Gréfe 
erkennen. 

Hervorzuheben ist noch, daB die Sternzablen Gron. 27, Tab. IV mit 
Gruppe III in Tabelle 1 nahe iibereinstimmen. Das wiirde aber heifen, 
daB bereits die Zahlen des typischen Systems durch eine starkere 
Absorption beeinfluft sind. Hierdurch findet sich allem Anschein 
nach auch eine mégliche Erklarung fiir die durch H. v. Seeliger?) 
nachgewiesene Unstetigkeit in den Sternzahlen des typischen 
Systems (zunichst fiir die Milchstrafe). Diese Unstetigkeit tritt fir 
den MilchstraBengiirtel bei den Sternen 10. GréBe ein. Es ist nicht 
notwendig, sie durch eine scharfe Begrenzung des typischen Systems 


1) A. Pannekoek, On the distribution of the stars of the 11th magnitude. 
Monthl. Not. Roy. Astron. Soc. 79, 333, 1919. 

2) H. Seeliger, Bemerkungen zum Aufsatz des ‘Herrn van Rhijn in 
Astron. Nachr. Nr. 5091. Astron. Nachr. 214, 145, 1921. 
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zu begriinden, sie kann vielmehr durch die Kinwirkung ausgedebnter 
absorbierender Schichten im Weltall zustande kommen. 

5. Jedoch sind bei schwacheren GréBenklassen Anzeichen fiir eine 
iuBere Begrenzung des Milchstrafengiirtels vorhanden, wenigstens 
in dem durch die Sternabzihlungen zurzeit erfaBten Bereich (d. h. 
nicht ganz bis zur GréBe 16,0). Aus dem Vergleich der Abzadblungs- 
ergebnisse mit den photometrischen Messungen bei Milchstrafenwolken 
wurde bereits friiher geschlossen1), daB die Zahl der Sterne innerhalb 
gleicher scheinbarer Helligkeitsintervalle von einer gewissen GréBen- 
klasse an abnehmen mu8. Die Sternwolke ware in diesem Fall als 
die AuBere Begrenzung des Sternsystems anzusehen. Fiir die Cygnus- 
wolke war zufolge der photometrischen Messungen eine Umkehr der 
Sternzahlen etwa bei der Helligkeit 15,0 zu erwarten. 

Diese Schlu8folgerung wird durch die Abzathlungen der Selected 
Areas anscheinend bestatigt. . Beschrinkt man sich bei diesen auf die- 
jenigen GréBenklassen, fiir welche Vollstandigkeit der Sternzahlen und 
Sicherheit der GréSenangaben anzunehmen ist, so zeigen von den 32 
behandelten Feldern nur 9 an der unteren Helligkeitsgrenze noch eine 
bestimmte Zunahme der Sternzahlen. Bei den iibrigen Feldern nehmen 
die Sternzahlen in den letzten Intervallen wieder ab oder sind doch 
stationir. Bei Gruppe I (5 Felder) erfolgt eine Abnahme in 4 Fallen; 
ein Feld ist an der Grenze stationar. Die Umkehr liegt fiir die 3 
Cygnusfelder bei 14,9Mg. in Ubereinstimmung mit dem friiher ver- 
muteten Wert. Fiir Gruppe II und III findet bei je zwei Feldern 
noch eine Zunahme statt; fiir Gruppe IV bei 5 Feldern. Die letzteren 
Felder liegen alle in Gebieten mit Absorption, bei denen die Umkehr- 
stelle der Sternzahlen durch die Grenzhelligkeit nicht erreicht zu sein 
braucht. Die Abzihlungen der Selected Areas weisen also auf eine 
Umkehr in der Anzahl der Sterne fiir gleiche Helligkeitsintervalle hin 
(im Durchschnitt bei 15,0 Mg.), die als Anzeichen einer Abgrenzung 
des durch Abzahlungen gegenwirtig erreichbaren Sternsystems durch 
MilchstraBenwolken aufzufassen wire. 

Allerdings li8t sich aus den Angaben der Selected Areas nicht 
entscheiden, inwieweit fiir die allerschwachsten Sterne, die nach 
Helligkeit und Anzahl nicht sicher erfa8t sind, die Abnahme bestehen 
bleibt. Eine erneute Zunahme ist sehr wohl denkbar und anscheinend, 
bei einzelnen Feldern wenigstens, vorhanden. Aber diese Zunahme 
erfolgt durchaus nicht im Sinne der Giiltigkeit der Kapteynschen 
Leuchtkraftkurve fiir die Sternwolken. 


1) A. Kopff, a. a. 0., Sp. 330. 
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6. Es ist natiirlich von Interesse, das Verhalten der Sternzahlen 
auBerhalb der MilchstraSe mit dem in der MilchstraBe zu ver- 
gleichen. Bei der gréSeren GleichmiBigkeit der scheinbaren aufer- 
galaktischen Sterndichte geniigt es, Durchschnittswerte zu benutzen, 
wie sie aus Publicat. Groningen Nr. 27, Tab. 4 (S.10) fiir die Selected 
Areas unmittelbar hergeleitet werden kénnen. In Tabelle 2 sind die 
A ‘ : oa 
Sternzahlen pro Quadratgrad in analoger Weise wie in Tabelle 1 fiir 
halbe GréBenintervalle und verschiedene galaktische Breiten angegeben. 


Tabelle 2. 
Sternzahlen der Selected Areas auGerhalb der MilchstraBe. 


> oor. 

fee 250 350 450 550 650 | 809 
—— us = — 

< 10,00 | 6 4 4 3 3 3 
10,00—-10,49 | 4 3 2 3 1 1 
10,50—10,99 | 5 8 4 2 3 2 
11,00—11,49 | 12 7 6 4 5 4 
11,50—11,99 | 15 10 8 7 6 5 
12,00—12,49 | 21 13 10 6 8 7 
12,50—12,99 28 16 13 13 9 11 
13,00—13,49 | 35 25 18 13 14 12 
13,50—13,99 | 53 41 | 88 21 18 15 
14,00—14,49 95 53 | 42 32 24 22 
14,50—14,99 | 186 | 70 56 43 34 28 


Tabelle 2 zeigt zwischen den galaktischen Breiten 25° und 65° 
dieselbe GesetzmaBigkeit wie Tabelle 1; es erscheinen hier mit wachsen- 
der galaktischer Breite dieselben Sternzahlen jeweils eine Zeile tiefer. 
Zwischen den Breiten 65° und 80° besteht ein geringerer Unterschied. 
Der Verlauf der Zahlen bei 25° Breite stimmt etwa mit Gruppe IV 
iiberein. Man kénnte also auch auBerhalb der MilchstraBe eine mit 
wachsender galaktischer Breite fortschreitende Absorption 
bei einer fiir alle galaktischen Breiten gleichbleibenden raumlichen 
Sternverteilung annehmen. Ob freilich auch auberhalb des engeren 
MilchstraBengiirtels Sternwolken vorhanden sind, dariiber kénnen die 
vorhandenen Beobachtungen nichts aussagen. Da hier im Gegensatz 
za Tabelle 1 die Sterne <10,00 Mg. eine Abnahme mit wachsender 
galaktischer Breite zeigen, so wire die absorbierende Schicht naher 
als im MilchstraBengiirtel anzunehmen. Damit iibereinstimmend hat 
H. v. Seeliger die Grenzen des typischen Systems auSerhalb der 
~ MilchstraBe in kiirzerer Entfernung als in der Milchstrafe selbst 
gefunden. 

7. Zusammenfassend ergibt sich also, daB die Abzaéhlungen der 
Selected Areas mit der Annahme einer fast iiber den ganzen Himmel 
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ausgedehnten absorbierenden Materieschicht in guter Ubereinstimmung 
stehen. Diese Schicht diirfte nur verhiltnismiBig geringe Tiefe be- 
sitzen; sie wire im MilchstraBengiirtel von stark wechselnder, auber- 
halb desselben von mehr gleichmiBiger, nach den MilchstraBenpolen 
hin zunehmender (optischer) Dichte. Die Entfernung der absorbierenden 
Schicht von der Sonne wiire innerhalb der MilchstraBe 300 bis 500 
parsec; auBerhalb jedoch geringer. 

Wieweit man durch eine solche Annahme in Widerspruch mit 
anderen Beobachtungsergebnissen kommt, lat sich im Augenblick 
nicht véllig iibersehen. Die Eigenbewegungen schwacher Sterne, die 
eine Entscheidung geben kénnten, sind meist noch unbekannt. 

Das von H. Shapley festgelegte System der Kugelsternhaufen 
riickt beim Vorhandensein einer Absorption allerdings in sich zusammen. 
Doch bleiben dabei die fiir die Kugelsternhaufen gefundenen und fiir 
deren Entfernungsbestimmung benutzten Zusammenhinge photometri- 
scher Natur bestehen. Die Annahme angenahert gleicher Durchmesser 
der Kugelsternhaufen 148t sich ebenfalls aufrecht erhalten, wenn man 
beachtet, da8 infolge von Absorption die scheinbaren Durchmesser 
verringert werden. Nach den Untersuchungen Shapleys iiber den 
Farbenindex der Haufensterne miibte diese Absorption eine nicht- 
selektive sein; eine solche besteht auch, wie aus einer Untersuchung 
von M. Wolf?) hervorgeht, in der MilchstraBe tatsachlich. Es kann 
sich also bei der absorbierenden Materie nur um Staubmassen handeln, 
deren einzelne Teilchen einen Durchmesser von iiber 0,1 besitzen. 
Wieweit in einem solchen Fall noch mit einer Dispersion des Lichtes 
zu rechnen ist, bedarf besonderer Untersuchung. 


Heidelberg-Koénigstuhl, Juli 1923. 


1) M. Wolf, Uber den dunklen Nebel NGC 6960. Astron. Nachr. 219, 
109, 1923. 
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Uber polarisierte Phosphoreszenz. 
Von Antonio Carrelli und Peter Pringsheim in Berlin. 


Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 20. Juli 1923.) 


Die von Weigert!) gemachte Entdeckung, daf das Fiuoreszenz- 
licht von Farbstofflésungen unter Umstiinden einen sehr betrichtlichen 
Grad von Polarisation aufweisen kann, ist zunichst von Wavilow 
und Lewschin ?) angezweifelt, neuerdings aber, nach Veroffentlichung 
einer zweiten Mitteilung von Weigert®) iiber diesen Gegenstand 
sowie einiger analoger Beobachtungen von G.-€. Schmidt‘), auch 
von diesen Autoren bestatigt und in mancher Beziehung weitergefiihrt 
worden ®). Die meisten der von Wavilow und Lewschin mitgeteilten 
Beobachtungen waren mit genau denselben Resultaten auch von dem 
einen von uns*) ausgefiihrt worden; diese Ergebnisse sollen, da sie 
teilweise durch etwas andere Methoden gewonnen wurden, an anderer 
Stelle noch veréffentlicht werden. Hier sei nur das Folgende angefiihrt: 
es konnte in sehr einfacher Weise gezeigt werden, dai auch die 
Intensitét der Fiuoreszenzstrahlung von Farbstoffen in zahen Lésungen, 
wenn sie mit polarisiertem Licht erregt wird, in derjenigen Beob- 
achtungsrichtung ihr Maximum besitzt, die senkrecht auf dem elek- 
trischen Vektor der erregenden Strahlung steht. Hs ist dies ein 
Beweis dafiir, daB wirklich die Fluoreszenzstrahlung selbst polarisiert 
ist und nicht etwa erst nachtraglich durch staérkere Absorption des 
einen Lichtvektors in dem durch irgendwelche Ursachen anisotrop ge- 
wordenen Medium der andere Lichtvektor seine Vorzugsstellung erlangt. 

Anderseits war gleich die groBe Bedeutung der Frage erkannt 
worden, inwieweit etwa auch im Nachleuchten phosphoreszierender 
Farbstoffe Vorzugsrichtungen des elektrischen Vektors erhalten bleiben, 
falls sie im erregenden Licht vorhanden waren. Die ersten Versuche 
in dieser Richtung wurden an verschiedenen Tiedeschen Borsaure- 
phosphoren angestellt, die mit Uranin, Terephthalsiure oder «-Oxy- 
Naphtoesiure aktiviert waren, und zwar, wie schon gelegentlich berichtet 
wurde, mit negativem Erfolg’). Die Beobachtungen wurden in der 


1) Verh. d. D. Phys. Ges. 28, 100, 1920. 

2) Phys. ZS. 23, 173, 1922. 

3) Hbenda, S. 232. - 

4) Ebenda, 8. 234. 

5) ZS. f. Phys. 16, 135, 1923. 

6) A. Oarrelli. 

7) P. Pringsheim, Fluoreszenz und Phosphoreszenz. 2. Aufl. Berlin, 
Springer. §.121. 
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Weise ausgefiihrt, da8 mit Hilfe einer Linse und eines Rochonprismas 
zwei dicht benachbarte senkrecht zueinander polarisierte Bilder eines 
kleinen mit Bogenlampenlicht beleachteten Diaphragmas auf der F'lache 
des Phosphors entworfen wurden, die nach Abblenden der Primar- 
strahlung lingere Zeit als zwei gleich hell leuchtende Punkte sichtbar 
blieben. Wire das Phosphoreszenzlicht entsprechend der Natur der 
Primarlichtbiindel ganz oder doch teilweise polarisiert, dann miibten 
die beiden Lichtflecke, durch ein Nicolsches Prisma hindurch betrachtet, 
ungleiche Helligkeit aufweisen und das Intensitétsverhaltnis miiBte 
bei Drehung des Nicols sich andern. Eine derartige Erscheinung war 
auch nicht andeutungsweise zu erkennen. 

Diese Versuche sind inzwischen von uns gemeinsam weitergefiihrt 
worden, und zwar wie nahelag, an gelatindsen Farbstofflésungen, da 
ja fiir diese vor allem von Weigert starke Polarisation des Fluoreszenz- 
lichtes aufgefunden worden war, wihrend sie anderseits bekannter- 
mafen phosphoroskopisch wahrnehmbares Nachleuchten aufweisen. Als 
Versuchsobjekt diente zunachst ein diinnes Gelatineplaittchen von etwa 
0,3 mm Dicke, das mit Eosin hellrot angefarbt war; es zeigte im Licht 
der Bogenlampe kraftige gelbliche Fluoreszenz und, in ein Bequerelsches 
Phosphoroskop eingesetzt, deutliche Phosphoreszenz derselben Farbe. 
Wurden in der oben beschriebenen Weise mit Hilfe des Rochonprismas 

zwei Lichtflecken auf das im Innern 
‘ | oe Suse NT des rotierenden Phosphoroskops_be- 
festigte Gelatineplittchen entworfen, 
so 4nderten diese nunmehr bei Dre- 
ie t hung des vor dem Auge des Beob- 
les - achters befindlichen Nicols deutlich 
ihre relative Helligkeit, wihrend sie 
bei direktem Anvisieren ohne Nicol 
Ne Pr AL Ss gleich hell erschienen. Dies Pha- 
nomen lieB sich ohne Schwierigkeit 

Erregender uN 3 c . =: 
Lichtvektor (N,) ) “> photographieren; die Richtung der 
Fig. 1. Pfeile oberhalb der Lichtflecken in 
Fig. 1. gibt die Lage des elektrischen 
Vektors im erregenden Licht an. Fig. la zeigt eine Aufnahme ohne 
Nicol: beide Flecken gleich hell, Fig. 1b mit dem Nicol vor der Kamera 
derartig orientiert, daB der elektrische Vektor des durchgelassenen 
Lichtes vertikal, Fig. 1¢ so, daB der elektrische Vektor horizontal stand. 
Obwohl die Helligkeitsunterschiede sehr deutlich hervortreten, sind fiir 
die quantitative Messung des Polarisationsgrades doch Beobachtungen 
mit Savartscher Platte und kompensierendem Glasplattensatz vorteil- 
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hafter. Das Rochonprisma im Wege der erregenden Strahlen wurde 
daher jetat durch ein gewéhnliches Nicolsches Prisma N, ersetzt und die 
ganze Offnung des Phosphoroskops gleichmaBig beleuchtet; die Beob- 
achtung erfolgte durch eine Savartsche Platte und ein zweites Nicol N, 
hindurch. Bei richtiger Einstellung der letzteren erschienen deutlich auf 
dem hellen Hintergrund der phosphoreszierenden Gelatine die dunkeln 
Interferenzstreifen, die sofort verschwanden, wenn N, aus dem Gang 
des Primiarlichtes entfernt, also die Phosphoreszenz mit natiirlichem 
Lichte erregt wurde; selbstverstindlich iiberzeugten wir uns, daB, wenn 
das Phosphoroskop leer war, tiberhaupt kein Licht zum Auge des 
Beobachters gelangte. Ein Satz von vier planparallelen Glasplatten, 
um eine vertikale Achse drehbar, befand sich zwischen Phosphoroskop 
und Savartscher Platte; durch Drehung um einen entsprechenden 
Winkel , der an einem Teilkreis abgelesen wurde, konnten die bei 
polarisierter Erregung auftretenden Streifen zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Der aus dem Drehungswinkel gm berechnete Polari- 
sationsgrad ergab sich zu rand 21 Proz. Das Phosphoroskop wurde 
im allgemeinen mit einem Motor betrieben, wobei die Zahl der Be- 
lichtungen pro Sekunde 200 betrug, bei einer jedesmaligen Be- 
lichtungszeit von 1/9) Sek., die von der gleich lange wiabrenden 
Beobachtungszeit durch ein Zeitintervall von 1/45) Sek. getrennt war. 
Eine Erhéhung der Tourenzahl auf das Zwei- bis Dreifache, d. h. also 
eine entsprechende Abkiirzung des Intervalles zwischen Erregung und 
Beobachtung fnderte am Polarisationsgrad nichts Merkliches. Doch 
auch mit dem von Weigert fiir die gleiche Substanz angegebenen 
Polarisationsgrad des Fluoreszenzlichtes wahrend der Erreguug (22 Proz.) 
ist der von uns fiir die Phosphoreszenz angegebene Wert in guter 
Ubereinstimmung. Um die Zuverlissigkeit dieser Ubereinstimmung 
zu kontrollieren, wurden die Weigertschen Messungen an unserem 
Priparat auch fiir die Fluoreszenz wiederholt. Zu diesem Zweck 
wurde das Phosphoroskop aus der im iibrigen ganz unverandert blei- 
benden Versuchsanordnung entfernt, und statt seiner zwischen er- 
regende Lichtquelle und Gelatine einerseits, zwischen diese und das 
Auge anderseits gut kompensierte Farbfilter eingeschaltet, so daB 
wieder hei Abwesenheit der fluoreszierenden Substanz das Gesichtsfeld 
OT ONS blieb. Auch jetzt erschienen bei polarisierter Erregung 
i Interferenzstreifen, und die Winkelstellung des Plattensatzes, bei 
: dem sie versch anden, war innerhalb der Fehlergrenzen identisch mit 
den vorher bei der Bédbachtung mit dem Polariskop gefundenen. 
Es wurde nunmehr mit der verbesserten Versuchsanordnung 
— Beobachtung in der Achse des einfallenden erregenden Lichtes 


* 


290 Antonio Oarrelli und Peter Pringsheim, 


mit Polariskop oder kompensierten Farbfiltern — die Untersuchung 
an dem sehr lichtstarken Tiedeschen Borsiure-Uraninphosphor wieder- 
holt und dabei das friiher erhaltene Ergebnis durchaus bestatigt: bei 
polarisierter Erregung war weder in der Phosphoreszenz noch in der 
Fluoreszenz ein meBbarer Grad von Polarisation nachzuweisen: Inter- 
ferenzstreifen traten erst bei Schiefstellung des Glasplattensatzes auf 
und verschwanden wieder, wenn das Licht die Glasplatten senkrecht 
durchsetzte. 

Es ergibt sich somit — falls die beiden bisher untersuchten 
Beispiele. als typisch zu gelten haben —, da wenn bei polarisierter 
Erregung die Fluoreszenz nicht polarisiert ist, dies auch nicht fiir die 
Phosphoreszenz der Fall ist, da& aber umgekehrt, wenn Poiarisation 
der Lumineszenzemission, verursacht durch Polarisation des erregenden 
Lichtes, tiberhaupt auftritt, sie fiir die momentan verlaufenden und 
fiir die langsamer abklingenden Prozesse, fiir die Fluoreszenz und die 
Phosphoreszenz den gleichen Grad besitzt. Natiirlich ist man immer 
nur imstande, gewisse Mittelwerte zu messen. Beobachtet man bei 
fortdauernder Erregung die Fluoreszenz, so gelangt immer auch neben 
dem Licht von momentan abklingenden Emissionsakten solches ans 
Auge, dessen Erregung zu einer friiheren Zeit — es handelt sich bei 
der nachleuchtenden Gelatine immer nur um einige Hundertstel Se- 
kunden — erfolgte. Anderseits erstreckt sich bei Verwendung des 
Phosphoroskops sowohl Belichtung als Beobachtung iiber einen end- 
lichen Zeitraum. die beide durch ein weiteres Zeitintervall voneinander 
getrennt sind. Bei der Dimensionierung unseres Phosphoroskops und 
der in der Regel von uns verwandten Tourenzahl, betrug Belichtungs- 
und Beobachtungszeit je 1/39) Sek. das trennende Intervall zwischen 
beiden 1/459 Sek., und die letztere ist also die Zeit, die mindestens 
zwischen Erregung und Emission verflossen war, wihrend der 
Mittelwert fiir diese Periode etwas gréSer anzunehmen ist; ge- 
naueres hiertiber lieBe sich nur angeben, wenn exakte Messungen iiber 
die Abklingungskurve der Kosingelatine vorligen. Immerhin aber 
miiBte, wenn die langsam abklingenden Zentren in bezug auf die 
Polarisation des ausgestrahlten Lichtes sich wesentlich anders ver- 
hielten als die momentan abklingenden, das in unseren Messungen 
bereits deutlich zum Ausdruck kommen. Denn es mu8 im Auge be- 
halten werden, da8 ein Intervall von 1/,)) Sek. fiir optische Prozesse 
bereits einen sehr langen Zeitraum bedeutet. So kommen wir also 
zu dem Schlu8, da8 wenn eine leuchtfihige Substanz infolge der 
Erregung mit polarisiertem Lichte ihrerseits eine gewisse Vorzugs- 
richtung mitgeteilt erhalt, sie diese bis zam Augenblick der Emission 


Uber polarisierte Phosphoreszenz. 991 


beibehalt, gleichviel ob dieselbe sofort oder erst nach langerer Zeit 
erfolgt. 

Was den Unterschied in dem Verhalten der Gelatinelésung und 
der Borsiurephosphore anbetrifft, so mu8 die Vermutung, daB es sich 
das eine Mal um eine unterkiihlte Fliissigkeit, das andere Mal um 
einen Kristall handelt, zuriickgewiesen werden, da die Herren Tiede 
und Schleede, wie sie die Freundlichkeit hatten mir miindlich mit- 
zuteilen, einwandfrei festgestellt haben, daB auch die Borsiurephosphore 
glasartigen Charakter besitzen. Dagegen ist zu beriicksichtigen, daB, 
wahrend die gelatindsen Lésungen einfach die sonst als Fluoreszenz 
fliissigen Lésungen zu beobachtenden Emissionsspektren sozusagen 
,einfrieren“, d. h. in Phosphoreszenz iiberfiihren, in den Borsiiure- 
phosphoren ganz neuartige Banden auftreten, daB es sich also hier 
um wesentlich andere Vorgange handeln muf. Im iibrigen sind 
Untersuchungen iiber den Einflu8 anderer Lésungsmittel auf den Effekt 
bereits im Gange. 


Zusammenfassung. 


1. Die Phosphoreszenzstrahlung einer festen Lésung von Eosin 
in Gelatine ist, wenn sie durch linear polarisiertes Licht erregt wird, 
partiell polarisiert. 

2. Der Polarisationsgrad von etwa 21 Proz. ist praktisch unab- 
hangig von der Zeit, die zwischen Erregungs- und Beobachtungs- 
moment liegt, und ist fiir die Phosphoreszenz ebenso gro wie fiir 
die Fluoreszenz. 

3. Fiir Tiedesche Borsaurephosphore ist auch bei polarisierter 
Erregung sowohl die Fluoreszenz als die Phosphoreszenz nicht nach- 
weisbar polarisiert. 


Berlin, Physikalisches Institut der Universitat, Juli 1923. 
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Zur Struktur des Neonspektrums. 
Von A. Landé in Tibingen. 


(Eingegangen am 5. Juli 1923.) 


Das von Paschen?) nach Vorarbeiten yon Watson und Meissne1 
analysierte Neonspektrum zeigt 4 s'-Termfolgen, 10 p-Termfolgen und 
8 d-Term- nebst 4 s'-Termfolgen, deren Benennungen, ,,innere“ Quanten- 
zahlen j und magnetische Aufspaltungsfaktoren g in Tabelle 1 zu- 
sammengestellt sind. Die g-Werte der s- und p-Terme griinden sich *) 
auf die experimentellen Ergebnisse von Lohmann, Takamine und 
Yamada, die g-Werte der d- und s’-Terme sind noch unbekannt. 


Tabelle 1. 
Te Ls 
84 S5 83 89 
J 1 2 | j 
g 3/, 3/y % 1 g 
Ps Pr Pio Pe Ps Po Pi Pos Ps Ps 
j 1 1 Do ae) 1 1 j 
Ge gers sat Veuve “/s % 1 eteds g 
: dem dg / dg sda.) dy. dy di di, St Sie Soa gor 
j 0 1 sie PP) 3 3 4 il 2 2 3 y) 


Die Terme zerfallen in zwei Gruppen, von denen die eine der 
Ritzschen Formel geniigt, die andere erst dann, wenn man die Wellenzahl 
780cm~* hinzuaddiert. Nach Grotrian’) gibt Jv = 780 em- 


die Extrapolation des L-Dubletts der Rontgenspektren fiir Z—= 10(Neon), — 


so daf die in Tabelle1 links zusammengestellten Terme dem Réntgen- 
term L,, die anderen L, zugeordnet sind. 

Es scheint nun, da8 diese Neonterme den Anfang eines Quintett- 
systems, zweier Triplettsysteme und eines Singulettsystems bilden, da 
sie in folgender Tabelle 2 mit ihren j-Werten unterzubringen sind, 
und zwar L, fiir sich und ZL, fiir sich (die b-Terme sind nicht 
analysiert). Fraglich bleibt aber die Einzelzuordnung der Terme von 
Tabelle 1 zu den Stellen der Tabelle 2, zB. ob yp; zum Triplett- und 
Pg zum Singulettsystem L, gehért oder umgekehrt. 


1) F. Paschen, Ann. d. Phys. 60, 405, 1919; 68, 201, 1920. 
2) A. Landé, Phys. ZS, 22, 417, 1921. 
5) W. Grotrian, ZS. f. Phys. 8, 116, 1929. 
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Tabelle 2. 


—< <4 - a aaaERREERSEEEEEEeeeeeeeaeet 


Quintett Triplett Triplett | Singulett | 

feeyell =o Sus 2. 4). IS Ea ee eae 5 II 
ee sserore =e eg sP$ wet | 
s | 2 | 1 1 0 8 
p | ieeea. S OF 1.5.2 Orr 2 1 p 
a | Ot 2) 3s pe eae je aS 2 d 
(b) | gs 2i3_ 2 Siyle eee Meee ee ae | 3 || (b) 

Ly | Ly 


In der Zuordnungstabelle 3 ist daher méglicherweise die Stellung 
der dort eingeklammerten Terme zu vertauschen, nimlich p,. mit p,, 
Pe mit ps, Po mit p;. Dasselbe gilt fiir die zugehérigen g-Werte 
dieser Terme, soweit sie in Tabelle 3 eingeklammert sind. 


Tabelle 3. 
Quintett Triplett | Triplett Singulett 
Terme|| , “5 S4 89 83 
| (27) (pe) Po Pz (Pro) (pg) P1 (Po) De (ps) 
3/5 | 3/5 1 % 
g (/s) % */s tee es) UF fe” Cis) 2 fs (1) 
j | 4 2 ae 0 1 8 1 2 oe! 
1, | Ds 


Auch ohne da diese Sonderzuordnung im einzelnen mit Sicher- 
heit gelingt, erkennt man doch, daB die magnetischen Aufspaltungs- 
faktoren g hier ganzlich andere sind, als bei der Klasse von 
Multipletts, welche Verfasser kiirzlich nach Struktur, Intervallbeziehungen 
und Zeemaneffekt zusammenfassend behandelte1). Welchen formalen 
Gesetzen diese neuen g-Werte geniigen, kann wohl erst nach einer 
eingehenden magnetischen Untersuchung der d- und s’-Terme des 
Neons sichergestellt werden, wobei vielleicht auch die obigen g-Werte 
eine Nachpriifung verdienen. Denn es ist keineswegs sicher, ob sich 
ihre Darstellung durch so kleine Rungesche Nenner aufrecht er- 
halten lassen wird. 


Charakteristisch fiir jene friihere Multiplettklasse war, daB der ge- 
samte Drehimpuls (j) des Atoms auSer vom m-Leuchtelektron nur 
von Rumpfelektronen des Drehimpulses & = 1 geliefert wurde (ab- 
geschlossene Schalen geben keinen Beitrag zum Drehimpuls des Atoms). 
_In einigen, wenn nicht sogar in allen optischen Termzustinden des 
Neons dagegen ist anzunehmen, da das Leuchtelektron aus der 
2,-Schale herausgehoben ist, wahrend die zuriickbleibenden drei 


1) A. Landé, ZS. f. Phys. 15, 189, 1923. 
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Elektronen k = 2 jetzt zum Rumpfimpuls beitragen. Traten nun 
friiher die einquantigen Rumpfelektronen in anomaler Weise mit 
doppelter magnetischer Energie in Erscheinung [vgl. die g-Formel 
(21’) l.c.], so werden jetzt die héherquantigen Rumpfelektronen dem 
Atom wesentlich andere anomale magnetische Kigenschaften verleihen. 
Diese Uberlegung gab mit den AnlaS zu einer Untersuchung der 
Zeemaneffekte im Pb-Bogenspektrum durch Herrn Back; denn 
das zu vorletzt gebundene Elektron im Blei (2== 82) hat den Impuls 
k = 2, da der Grundterm des Thalliumspektrums (Z = 81) ein p,-Term 
ist1). In der Tat zeigen die bisherigen Ergebnisse von Back lauter 
neue g-Werte. Da auch abgesehen von ihrem Zeemaneffekt die 
Multipletts bei Ne, Pb usw. von anderer Art als die friiher be- 
handelten sind, geht auch aus dem Versagen der einfachen Intervall- 
proportionen hervor: Beim Neon z. B. (Tabelle 3) folgen die Term- 
wellenzahlen innerhalb jedes Multipletts scheinbar regellos aufeinander. 

Aus Tabelle 3 scheint hervorzugehen, daS8 beim Neon nicht nur 
die L,-Terme, sondern auch die Z,-Terme durch Heraushebung des 
Leuchtelektrons aus der 2,-Schale entstehen. Denn wiirde das L,-Triplett- 
system eine zerstérte 2,-Schale im Rumpf besitzen, so sollte seine 
magnetische Aufspaltung die des gewéhnlichen Triplettsystems wie beim 
Si-Spektrum?) sein. Wir sehen so in den Zeemaneffekten des Neons 
eine Stiitze fiir die vom Verfasser vertretene Auffassung iiber die 
Natur der Réntgentermzustande, nach der u. a. sowohl LZ, wie Ly, 
(Z,,, Wie L,,) durch Zerstérung der 2,-Schale, und nur ZL, (ZL,) 
durch Zerstérung der 2,-Schale zustande kommt, was auf Grund der 
Auswahlregeln und Struktur der Réntgenterme zu fordern war, obwohl 
die Intervallbezichungen dem Anschein nach ebensoviel fiir wie 
gegen diese Auffassung sprechen. 


1) W. Grotrian, ZS. 12, 218, 1922. 
2) F. Paschen und E. Back, Ann. d. Phys. 40, 936, 1913. 
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Uber die elektrische Leitfahigkeit 
fester Dielektrika bei Bestrahlung mit Réntgenstrahlen. 


Von L. Grebe in Bonn. 


Mit zwei Abbildungen. (Hingegangen am 10. Juli 1923.) 


I. Untersuchungen an Schwefel. Bei Versuchen mit kleinen 
Ionisationskammern zur Messung der Intensitaét von Réntgenstrahlen 
zeigte es sich, da8 der zur Isolierung benutzte Schwefel bei der Be- 
strahlung auch seinerseits einen erheblichen Grad von Leitfaihigkeit 
erhielt, wenn die Bestrahlung einsetzte. Fiir die praktische Ionisations- 
messung mit derartigen schwefelisolierten Jonisationskammern ergab 
sich daraus die Notwendigkeit, den Raum, der die Schwefelisolierung 
fiihrte, durch einen besonderen Bleischutz vor der Strahlenwirkung 
za sichern, wenn richtige Resultate fiir die lIonisationswirkung der 
R6ntgenstrahlung in der Kammer erhalten werden sollten. 


Die dem Schwefel bei einer solchen Bestrahlung erteilte Leit- 
fahigkeit wurde nun besonders untersucht, und es sollen im yeuwenden 
einige Resultate dieser Beobachtungen mitgeteilt werden. 


Leitfahigkeitsanderungen fester Ké6rper bei Bestrahlung mit 
Réntgenstrahlen sind mehrfach festgestellt worden. Gleich nach der 
Entdeckung der Strahlen haben J.J. Thomson und Me Clelland?) 
derartige Beobachtungen gemacht, und spiter haben P. Curie 2), 
H. Becquerel’), A. Becker‘), A. Joffé5) u. A. feste und flissige 
Dielektrika teils mit Réntgen-, teils mit Radiumstrahlen bestrahlt,. 
und im allgemeinen eine geringe Zunahme der Leitfahigkeit gefunden. 
An Kristallen, insbesondere in Steinsalz hat Réntgen®) in seiner 
letzten grofen Arbeit die Leitfahigkeitszunahme bei Bestrahlung mit 
Réntgenstrahlen untersucht. SchlieBlich kime hier eine Reihe von 
Untersuchungen iiber die Leitfahigkeitsanderungen des Selens in Be- 
tracht, auf die jedoch nicht weiter eingegangen werden soll. 


In diesen Zusammenhang gehéren auch die Versuche iiber Anderung 
der Leitfahigkeit bei Lichtbestrahlung, die schon mehrfach mitgeteilt 
worden sind. Vor anderen sind hier Arbeiten von Goldmann und 


1) Proc. Cambr. Philos. Soc. 9, 15, 1896. 
2) CO. R. 184, 420, 1902. 

3) Ebenda 136, 1173, 1903. 

4) Ann, d. Phys. 12, 124, 1903. 

5) Ebenda 20, 946, 1906. 

6) Ebenda 64, 1, 1921. 
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Kalendyk!) tiber Beobachtungen an Schwefel und vor allem von 
Gudden und Pohl?) an verschiedenen Kristallen zu nennen, von 
denen insbesondere die letzteren cine weitgehende Aufklarung der 
hier vorliegenden Erscheinungen gebracht haben. Die letztgenannten 
Verfasser deuten, und zwar tiberzeugender als ihre Vorgianger, die 
ibnliche Deutung versuchten, die Leitfahigkeit als inneren licht- 
elektrischen Effekt, wenigstens soweit der durch die Bestrahlung 
primar ausgeléste Effekt in Betracht kommt. Wir werden sehen, dab 
ahnliche Verhaltnisse hier wahrscheinlich vorliegen. 
Die Versuchsanordnung war die folgende: 


Auf ein vollstindig in Bleiblech eingepacktes Wulfsches Zwei- 
fadenelektrometer wurde eine Zelle aufgesetzt, die aus einem Aluminium- 
kastchen von 4:4:1¢m Innenmaf bestand, und die in der Mitte eine 
plattenférmige Elektrode von 3 x 3cm Flache enthielt. Diese letztere 
war mit dem empfindlichen System des Elektrometers durch einen 
Aluminiumdraht verbunden, der zentral durch ein Bleirohr gefiihrt 
war. Der ganze Hohlraum der so gebauten Zelle war mit Schwefel 
ausgegossen, welcher auch die Bleiréhre ausfiillte. Senkrecht zur 
Quadratflaiche der Zelle fielen die Réntgenstrahlen ein. Diese wurden 
von einer Lilienfeldréhre geliefert, die mit einem Radiosilex-Apparat 
der Firma Koch und Sterzel in Dresden betrieben wurde. Die 
Strahlung dieser Réhre war bei bestimmter Kilovoltzahl der sekundaren 
Spannung und bestimmter Milliamperezahl der sekundaren Stromstirke, 
wie sich aus Luftionisationsmessungen ergab, vollkommen konstant 
und konnte immer reproduziert werden. Die Réntgenstrahlen traten 
aus einem Fenster einer 4mm starken Bleiwand aus. Das Elektro- 
meter wurde durch den positiven oder negativen AuSenleiter des 
stadtischen Dreileiternetzes aufgeladen, das Gehiuse, und damit auch 
die 4uB8ere Wand der Zelle war geerdet. Bei Bestrahlung der Zelle 
zeigte das mit der Stoppuhr gemessene Zusammenfallen der Elektro- 
meterfaden die Leitfahigkeit der Zelle an. Ohne Bestrahlung war die 
Leitfahigkeit kleiner als 10-17 Ohm—!em7}. 


Wie bei den Lichtversuchen von Gudden und Pohl zeigte sich, 
da bei geringen Intensitaten und kurzen Belichtungszeiten die Leit-’ 
fahigkeit momentan einsetzte und einen bestimmten stets reproduzier- 
baren Wert hatte. So wurden an verschiedenen Tagen die in Tabelle 1 


1) Ann. d. Phys. 36, 589, 1911. 
*) ZS. f. Phys. 2, 181, 1920; ebenda 8. 361; ebenda 8, 123, 1920; ebenda 


4, 206, 1921; ebenda 5, 176, 1921; ebenda 5, 387, 1921; ebenda 6, 248, 1921; 
ebenda 7, 65, 1921. 


RITES See er 
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angegebenen Werte fiir die Abfallzeiten von fiinf Skalenteilen des 
Elektrometers erhalten: 


Tabelle 1. Ablaufszeiten in Sekunden 


Volt | I Ul I 
cee boll eke Oa 
204 | 8.4 | 8,6 8,4 
182 | 10,4 10,4 10,0 
158 | 12,8 | 13,0 12,5 


Die Zahlen beziehen sich auf eine Entfernung Fokus der Réhre— 
Kammer von 50cm bei 50 Kilovolt und 8 Milliampere Belastung, 
sowie Filterung durch 1/; mm Zink. 


Die Abweichungen liegen durchaus in den Grenzen der infolge 
von kleinen Stromschwankungen unvermeidlichen Inkonstanz der 
primaren Strahlung. Nach kurzen Bestrahlungen sank auch die Leit- 
fahigkeit nach Aufhéren der Strahlung fast momentan wieder ab. 
Bei langerer und starkerer Bestrahlung stieg dagegen die Leitfihigkeit 
zuerst an, um dann wieder abzunehmen, und zeigte auBerdem eine 
erhebliche Nachwirkung nach Aufhéren der Strahleneinwirkung. 

Vergleicht man die Anfangswerte des Stromes bei verschiedenen 
Spannungen, so zeigt sich, daB das Anwachsen des Stromes mit der 
Spannung ungefahr linear erfolgt. Es ist aber zu bemerken, da die 
Extrapolation auf die Spannung 0 fiir die kleineren Spannungen ein 
langsameres Anwachsen der Stromstarke mit der Spannung ergibt 
entsprechend dem Verhalten, das Isolatoren auch sonst zeigen. Aller- 
dings tritt meist der lineare Anstieg erst bei wesentlich héheren 
Spannungen ein. Jedenfalls ist bei den hier verwendeten Spannungen 
von dem Eintreten eines Sittigungswertes noch nichts wahrzunehmen. 
Die Abhangigkeit des Zellenstromes von der Spannung zeigt die 
folgende Tabelle 2, in der die Elektrometerablaufszeiten in Strom- 
stirken umgerechnet sind. 

Die daraus berechnete Leitfahigkeit ee sich zu 1,2-10~%8 
Ohm-—tem—}, fiir diese Strahlung also der Gré8enordnung nach 
100mal so groB als die Dunkelleitfahigkeit. 


Tabelle 2. 
ee 
Volt. . : 204 182 158 136 113 | Oi ios ee 
Ampere 1012 10,7 9,1 7,5 6,0 44 | 3,0 157 


In Fig. 1 ist diese Abbansipkoit graphisch dargestellt. Man sieht, 
daB die oe wie schon oben erwahnt wurde, linear ist. Die 
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hier angegebenen Werte beziehen sich wieder auf die gleichen Daten 
der Réntgenstrahlung wie in Tabelle 1. 


Es wurde ferner die Leitfihigkeit als Funktion der Intensitat 
der auffallenden Strahlung untersucht. Dabei zeigte sich, daB die 
Anfangswerte der Leitfahigkeit der Intensitaét proportional sind. Die 
Versuche wurden so angestellt, daB die Entfernung der Zelle vom 
Réhrenfokus geindert wurde. Da der Brennfleck auf der Antikathode 
fast punktférmig ist, kann fiir die Intensitat einfach das Quadrat- 
gesetz angewendet werden. Tabelle 3 und Fig. 2 geben die Resultate. 


Tabelle 3. 
— : = 
Intensitat .... 1 1,44 1,96 2,55 3,23 4,00 
Stromstarke 7,8 11,4 14,5 19,0 23,5 30,0 


Die Proportionalitét ist innerhalb der durch die unvermeidliche 
geringe Inkonstanz der Strahlung verursachten Fehlergrenze deutlich 
vorhanden. 


Es erhebt sich weiter die Frage, wie die Leitfahigkeit mit der 
Harte der verwendeten Roéntgenstrahlung variiert. Zur Untersuchung 
dieser Abhingigkeit wurde die Réntgenréhre mit verschiedenen 


& 
hy 
he) 
S 
&2 
i 
60 
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Amp x10 ® —> Jntensitiit 
Fig. 1. Fig. 2. 


Spannungen betrieben, und die Intensitit der erzeugten Réntgen- 
strahlung einmal luftelektrisch gemessen, anderseits die Leitfahigkeit 
derselben Strahlung in Schwefel bestimmt. Die luftelektrische Intensitat 
wurde in einem Elektroskop der Veifawerke nach Dessauer gemessen,. 
dessen Jonisationskammer hinreichend gro8 ist, um die Mehrzahl der 
durch die Réntgenstrahlung primir. erzeugten Elektronen zur Ab- © 
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sorption zu bringen, und damit zur Ionenbildung nutzbar zu machen. 
Die Resultate ergeben sich aus Tabelle 4. 


Tabelle 4. 
| Ablaufszeiten in der 
Rohrenspannung |} Milli- | Filter | ; | Repo 
I ampere | Luftkammer | Schwefelkammer | Verhiltnis 
FAY | mm Zn || Sek. | Sek, | 
|| t ie ir 
50 | 8 VW, | 17,5 9,2 1,9 
60 | 8 if, | 7,6 3,8 2,0 
70 | 8 1 | 8,0 4,1 1,95 
80 | 4 1 } 5,6 2,9 1,9 
90 | 2 1 | 5,2 2.7 1,9 


In der Tabelle gibt die erste Kolumne die sekundiren Effektiv- 
spannungen, an der Réhre aus dem Ubersetzungsverhiltnis des Trans- 
formators und der Primarspannung berechnet. Die zweite Kolumne 
gibt die Réhrenstromstarke in Milliampere, die dritte die verwendeten 
Filter fiir die Réntgenstrahlung. Die vierte und fiinfte geben die 
Ablaufszeiten des Dessauer-Elektroskops mit Luftkammer bzw. des 
Wulf-Elektrometers mit Schwefelkammer bei diesen verschiedenen 
Strahlungen. Die letzte Kolumne gibt schlieBlich das Verhiltnis 
dieser Ablaufszeiten. 

Man sieht, daB dieses Verhaltnis innerhalb der Versuchsfehler 
fiir alle Strahlungen konstant ist. Da die Strahlenabsorptionen in 
Luft und in Schwefel bei Wellenlangen unterhalb der K-Strahlung, 
wie sie hier vorliegen, proportional verlaufen, so bedeutet diese 
Konstanz des Verhiltnisses aus Zellenstrom und [onisationsstrom, daB 
fiir gleiche absorbierte Strahlenmengen in Luft und in Schwefel das 
Verhialtnis der erzeugten und zur Stromleitung benutzten Elektrizitats- 
triger konstant ist. Da die Luftionisation als durch primar ausgeldste 
Elektronen verursacht vorgestellt wird, so liegt der Schlu8 nahe, daS 
auch diese Leitfaihigkeit durch primar erzeugte Elektronen hervor- 
gebracht wird, da8 also ein innerer lichtelektrischer Effekt die Ursache 
der Leitfahigkeit ist. 

Es erschien weiter von Interesse, den Schwefel auSer in der 
gewohnlichen rhombischen Form auch in der ebenfalls stabilen mono- 
klinen Modifikation zu untersuchen. Diese Modifikation ist stabil bei 
Temperaturen iiber 95,4°, und die bei gewéhnlichen Temperaturen 
stabile rhombische Modifikation wandelt sich oberhalb 95,4° in 
die monokline um. Es wurde deshalb eine Schwefelkammer gebaut, 
die mit einem Heizmantel umgeben war, in den Wasserdampf ein- 
geleitet werden konnte. Die wieder aus Aluminium hergestellte 
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Kammer war diesmal zylindrisch, und die mit dem Elektrometer ver- 
bundene Innenelektrode war ein in der Zylinderachse verlaufender 
Aluminiumdraht. Bei gewéhnlicher Temperatur isolierte die Zelle 
innerhalb der Empfindlichkeit des Elektrometers merklich vollstandig. 
Eine Bestrahlung aus 50cm Entfernung mit einer Strahlung, die bei 
60 Kilovolt und 8 Milliampere im sekundaren Stromkreis durch 3 mm 
Aluminium gefiltert war, lieferte Ablaufszeiten bei 189 Volt angelegter 
Spannung von 15 Sekunden. 

Die gute Isolierfihigkeit der Zelle blieb bei Erwarmung zuniachst 
bestehen und nahm nur in sehr geringem Mae ab, bis die Tempe- 
ratur des Umwandlungspunktes erreicht war. Dann aber wurde die 
Isolierfahigkeit erheblich schlechter und nach einiger Zeit trat eine 
konstante Leitfihigkeit ein (Tabelle 5). 

Tabelle, 5. Spannung 189 Volt, Temperatur 100°. 
Ablaufszeiten: 40, 29, 26, 26, 23,5, 28,4, 22,5, 22,8, 22,2 Sek. 

Beim Umpolen der Spannung ergaben sich zunachst kiirzere 
Ablaufszeiten, die auf Riickstandsladungen schliefen lassen, allmahlich 
trat aber dann derselbe Wert wie oben ein. 

Nach Eintreten der konstanten Leitfahigkeit wurde dann die 
Zelle mit derselben Strahlung wie friiher bestrahlt, wobei sich eine 
Ablaufszeit von 5 Sekunden nach Abzug der Dunkelleitfahigkeit, also 
als reine Bestrahlungsleitfahigkeit ergab. Man sieht, da die Leit- 
fahigkeit hier etwa dreimal so gro ist wie beim rhombischen 
Schwefel, obwohl die Absorptionsverhaltnisse nicht wesentlich ver- 
andert sind. Die Zahl oder die Beweglichkeit der Trager muB also 
gegentiber dem rhombischen Schwefel wesentlich verandert sein. 

Leitfahigkeitsuntersuchungen an anderen Isolatoren sind im 
Gange und sollen in einer weiteren Arbeit mitgeteilt werden. 

Herrn Dr. Zwetsch bin ich fiir mannigfache Hilfeleistung bei 
den Versuchen zu Dank verpflichtet. 

Zusammenfassung. Der Schwefel zeigt bei Bestrahlung mit 
Réntgenstrahlen eine erhebliche Zunahme seiner Leitfaihigkeit. Die 
auftretende Stromstirke ist innerhalb des untersuchten Spannungs- 
bereiches der Spannung proportional. Die Leitfihigkeit wachst propor- 
tional der Intensitét der Bestrahlung. Die Leitfahigkeit andert sich 
mit geinderter Strahlenhirte ebenso wie die Luftionisation. Der 
monokline Schwefel zeigt wesentlich gréSere Dunkelleitfahigkeit als 
der rhombische und auch die reine Bestrahlungsleitfahigkeit hat einen 
bedeutend gréBeren Wert als bei jenem. 

Bonn, Réntgen-Institut der Universitat, Juni 1923. 


Uber die Struktur des Pentaerythrits und eine 
graphische Auswertung von Schichtliniendiagrammen. 
Von H. Mark und K. Weissenberg in Berlin-Dahlem. 

(Aus dem Kaiser Wilhelm- Institut fiir Faserstoffchemie.) 


Mit sechs Abbildungen und einer Tafel. (Eingegangen am 13. Juli 1923.) 


Bei Gitterbestimmungen mit Hilfe der Schichtlinienbeziehung 1) 
empfiehlt es sich, von einem graphischen Verfahren Gebrauch zu 
machen, welches gestattet, in einfacher Weise jedes theoretische Dia- 
gramm zu konstruieren und mit dem experimentellen zu vergleichen, 
oder umgekehrt ein gegebenes Diagramm auszuwerten, also die Indi- 
zierung der einzelnen Punkte vorzunehmen und die quadratische Form 
daraus abzuleiten. 

Die Vermessung der Interferenzen liefert fiir jeden Punkt zwei 
Zahlenangaben, welche seine Festlegung auf dem Film relativ zu einem 
gewahlten Koordinatensystem gestatten. Als Koordinatenanfangspunkt 
dieses Systems wollen wir den DurchstoS8punkt des Primarstrahles 
wihlen; die eine (vertikale) Achse sei durch den Schnitt des Films 
mit derjenigen Ebene gegeben, welche durch einfallenden Strahl und 
Drehachse bestimmt ist; die andere (horizontale) stehe auf ihr senk- 
recht. In bezug auf dieses Achsenkreuz kann nun am Film jeder 
Interferenzpunkt durch die Angabe zweier Langen festgelegt werden. 
Wir wollen die Abszissen mit aj;1;, die Ordinaten mit e, bezeichnen. 
Die Durchmessung eines vorliegenden Diagramms ergibt also als experi- 
mentellen Befund zwei Reihen von GréBen, namlich: 

fir, tO Ad 2 .. 00 
Ankt ” jaro Sa a = 
enn! pel 8 ts tt + 2)... 60 
und epatiar t-s= 0s 11, 252.ce). 
Um zu sehen, ob dieser Befund mit einer bestimmten fiir das vor- 
liegende Gitter angenommenen quadratischen Form iibereinstimmt, 


4 sin? “28 Sai f(a* pbenet,.o*3 B*)s (1) 


ef wih gs 
hat man die aus dem Experiment folgenden sin? 


-Werte mit den 


aus Gleichung (1) sich ergebenden zu vergleichen. Hierzu miissen 


1) Vgl. M. Polanyi und K. Weissenberg, ZS. f. Phys. 10, 41,1922. H. Mark 
und K. Weissenberg, ebenda 16, 1, 1923. 
Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. a1 
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wir aus den Parametern ajx, und e die dazugehérigen sin?—W—- 


Werte berechnen kénnen, also sin? —) als Funktion von den dpi 


und e, kennen. 

Es seien hier die diesbeziiglichen Formeln zunichst fiir die Bild- 
kugel1) (Hinheitskugel um das Beugungszentrum) abgeleitet und dann 
durch Zentralprojektion auf die 
Verhiltnisse am Film tibergegan- 
gen. MHierbei treten an Stelle 
der Koordinaten a@jz, und e des 
Punktes am einfachsten die Para- 
meter des abgebeugten Strahles 
auf; dies sind die Winkel wu; und 
Onn Die Fig. 1 zeigt den geo- 
metrischen Zusammenhang der in 
Frage kommenden Gréfen auf 
der Bildkugel. Die Richtung 
FF sei die Drehachse, AO B der 
einfallende Strahl, OP der abgebeugte Strahl. Aus dem Dreieck 
BPF folgt: 

Cos Denri> = —cosucosP + sinwsin B cos a. (2) 
Wahrend die Formel (2) allgemein gilt, haben (3), (4) und (5) nur 
fiir Schichtliniendiagramme um eine rationale Richtung Geltung; der 
Index J bezieht sich hierbei auf diese Richtung. Beriicksichtigt man 
die Schichtlinienbeziehung 
lag = cosu,+ cos Bp (3) 
und die quadratische Form 


Ci 


4 sin? 5) ae — 2cosPrx1 — 12 pp a2 + a2 yin, (4) 
so erhalt man 
a2 Yint = sin? w + sin? B — 2 sin uw, sin B cos ang (5) 


Diese Formel la8t eine einfache geometrische Deutung zu, indem sie 
mit dem Kosinussatz der ebenen Trigonometrie identisch ist. Es 
lassen sich nimlich Ay, sinw und sin als die drei Seiten eines ebenen 
Dreiecks auffassen, wobei « der der Seite 44 gegeniiberliegende 
Winkel ist. Durch die Formeln (2) bis (5) ist der oben verlangte 


: iO ; 
funktionelle Zusammenhang von sin? oe mit den hier die Koordinaten 


vertretenden GréBen ox, und my gegeben. 


1) Vgl. M. Polanyi und K. Weissenberg, l. c. 
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Um nun auf die tatsichlich vorliegenden Filmaufnahmen iiber- 
gehen zu kénnen, haben wir — der Durchfiihrung der Zentralprojektion 
entsprechend — o, .; und « als Funktionen von a,;,, und e auszu- 
driicken. Der in der Fig. 2 
dargestellte geometrische 
Zusammenhang der Bild- 
kugel mit dem der Dreh- 
achse koaxialen zylindrischen 
Film gestattet dies durch 
die folgenden Gleichungen. 
Die Richtung der Drehachse 
sei wiederum FF, die des 
einfallenden und abgebeug- 
ten Strahls AOD und OPQ. 
D sei der DurchstoBpunkt 
des einfallenden Strahls 
durch den Film; Q der 
DurchstoBpunkt des abge- 
beugten; r = SO der Radius der Kamera. Aus den Dreiecken SOD 
bzw. QLO folgt 

SD—rcotgB und LQ — reotgu. 

Daraus erhalt man 
QU = LM+ LQ = SD+1LQ=r(coteu+cotgp)=a, (6) 
Si = DM = vane = anni. (7) 
Die Bedeutung dieser beiden letzten Formeln ist in der Fig. 3 an- 
schaulich gemacht, welche den in die Ebene ausgebreiteten Film mit 
den Koordinaten eines eingezeichneten Interferenzpunktes Q darstellt 1). 
Der gesuchte Zusammenhang zwischen den Koordinaten apxi e 


«4 Fnet 
eines Interferenzpunktes und dem dazugehérigen Wert von sin?—{— 


2 
(Netzebenenabstand) ist durch die beiden Gleichungspaare (3) (6) und 
(5) (7) nunmehr gegeben und wir haben noch die diesen vier Glei- 
chungen entsprechenden konstruktiven Wege anzugeben. Hierbei 


1) Aus der Schichtlinienbeziehung 

lAg = cos, + cosB 

folgt fir 1 = 0 : 
sone My = —f, somit r (cotg My + cotgf) = 0, 
d.h. die Schichtlinie Sy (Zone der Drehachse) enthalt stets den DurchstoBpunkt; 
der Aquator hingegen enthalt bei schiefen Aufnahmen im allgemeinen keinen 
Interferenzpunkt. ; 
Q1™ 


304 H. Mark und K. Weissenberg, 


wird es sich empfehlen, zunichst die Schichtlinien selbst zu kon- 
struieren (also die Ordinaten e; zu bestimmen) und dann erst auf 
jeder Schichtlinie die Lage der einzelnen Punkte aufzusuchen. 


/ 
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Fig. 3. 


1. Die Konstruktion der Schichtlinien erfolgt gemai8 den Glei- 
chungen (3) und (6) 


lag = cos, + cosh (3) 
(Schichtlinienbeziehung), 
e, = r (cotg uw; + cote B) (6) 


(Zentralprojektion der Schichtlinien auf den zur Drehachse 
koaxialen Filmzylinder) 


und fiihrt zunachst zur Bestimmung der Werte fiir u; aus Gleichung (3) 
cos u; = —coshB + lig. 

Hierzu zeichnet man (Fig.4) im Einheitskreis ein rechtwinkliges 

Achsenkreuz 0A und OB, konstruiert eine zur Abszissenachse parallele 

Schar von Geraden (S, s;, Si, S9,---) im Abstand 6 = cosB+1Aqp 


a seas — 


und bringt sie mit dem Kreise zum Schnitt. Die vom Mittelpunkt 
za diesen Schnittpunkten gezogenen Radien schlieBen mit der Ordi- 
natenachse die gesuchten Winkel uw, ein. Um nun die Abstande der 
Schichtlinien auf dem Film zu bekommen, miissen wir noch die Zentral- 
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projektion durchfiihren, d. h. die Werte fiir e, gemaB (6) konstruieren. 
Za diesem Zweck zeichnet man eine zur Ordinatenachse parallele 
Gerade Dj D)D,D,D; im Abstande r (Radius der benutzten Film- 
kamera) und verlangert die Radien bis zum Schnitt (DoD DS «.) 


mit dieser Geraden. Die Abschnitte Dy D,,... sind, wie aus den Drei- 
ecken D,OD,... abgelesen werden kann, die gesuchten Werte él, da 
Do Di = r (cotg a; + cote B) 

ist. In Fig. 4 ist der Punkt D, mit dem DurchstoBpunkt des ein- 
fallenden Strahles identifiziert und die Schichtlinien S;, 5), S,... als 
punktierte Linien angedentet. 

2. Zur Konstruktion der Punkte auf den einzelnen Schichtlinien 
— also zur Bestimmung der Abszissen a;,,; — entnimmt man zuniachst 
der Fig.4 die GréBen sinB = sinuy, sowie sinu,, sini, sinus, ... 
und der quadratischen Form !) 


Asin? © = 1212924 A yj, 


die Werte Ay,% Um den einen Endpunkt A einer Strecke von 
der Lange sinf wird nun eine Schar konzentrischer Kreise mit den 
Radien R; = sinu,(l1 = 0, +1,... +1) geschlagen. Zeichnet man 
dann um den anderen Endpunkt B der Strecke ebenfalls eine Schar 
konzentrischer Kreise mit den Radien 
ee dia (G Sg E12) 

und bezeichnet die Schnittpunkte eines Kreises (0,,) mit einem 
Kreis (2) mit Qnrxr, so ist der Winkel BA Qnx: (zwischen AB und 
AQ) gleich der gesuchten GréfBe o,;,;. Es kann dann jeder Kreis (R)) 
als winkeltreues Bild der entsprechenden Schichtlinie angesehen werden. 

Bei der folgenden Bestimmung der Struktur des Pentaerythrits 
wollen wir dieses Verfahren an einem Beispiel durchfiihren: 

Das Gitter des Pentaerythrits?). In der chemischen Kri- 


 stallographie von P. Groth (3. Bd., 8. 385) finden sich tiber Penta- 


erythrit folgende Angaben: ,Pentaerythrit kristallisiert ditetragonal- 
pyramidal a:¢ = 1:1,0236.* 

Die Gitterbestimmung wurde wie beim Harnstoff, durchgefiihrt. 
Drehdiagramme um [001], [100], [110] und [111] fihrten mit Hilfe 


1) Wir beschranken uns hierbei auf Gitter von mindestens monokliner 
Symmetrie. 

2) Aus einem von Herrn W. Jancke hergestellten Druckdiagramm (vgl. 
ZS. f. phys. Chem. 99, 242, 1921) hat Herr K. Becker seinerzeit eine Struktur 
abgeleitet, deren Richtigstellung durch die nachfolgenden Zahlen gegeben wird. 
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der Schichtlinienbeziehung zur Vermessung der Perioden in diesen 
Richtungen und — wie aus der Tabelle 1 zu entnehmen ist — zur 
Bestimmung des Bravaisgitters. 

Fig. 5 zeigt das schematische Bild eines makroskopischen Kristalls, 
wie wir ihn fiir die Untersuchung benutzt haben, Durch gonio- 
metrische Vermessung der Flichenwinkel haben wir uns davon iber- 
zeugt, da die Lage der als Drehungsachsen verwendeten Rich- 
tungen mit der der oben angefiihrten kristallographischen Richtungen 
identisch war. Die Lage des kristallographischen Koordinatenkreuzes 
ist durch die Achsen a’, b’, c angedeutet. Bei tetragonalen Gittern ist 
die kristallographische Achsenwahl fiir die réntgenographische Gitter- 
bestimmung nicht immer giinstig; 
man wird hier vielmehr so vor- 
gehen, daB die Richtungen der 
kiirzesten Identitatsperioden in der 
Basis als a-Achsen gewahblt werden, 
weil dann der Elementarkérper 
am einfachsten wird. Diese Iden- 
titatsperioden miissen aber ent- 
weder mit den kristallographischen 
Achsen zusammenfallen oder den 
Winkel von 45° mit ihnen ein- 
schlieBen. Beim Pentaerythrit 
hat die Vermessung, wie man 

aus der Tabelle 1 sehen kann, den 

Fig. 5. letzteren Fall erwiesen. Es wurde 

daher als réntgenographisches 

Koordinatensystem das in der Fig. 5 mit den Buchstaben. a, b, ¢ be- 

zeichnete verwendet. Nachfolgend sind somit alle Indizierungen auf 
dieses System bezogen. 

Als Kontrollen fiir die Richtigkeit der in der Tabelle 1 an- 
gegebenen Achsen kénnen gelten: 

1. Die Ubereinstimmung des kristallographischen Achsenverhilt- 
nisses 1:1,0276 mit dem réntgenographischen 1: 1,010. 

2. Die Tatsache, daB8 aus den gefundenen Achsen, der Dichte 
und dem Molekulargewicht die Zahl der Molekeln im Elementarkérper 
sich zu 


329.1,39 
e186 Ind Roe 
ergibt. Dan eine ganze Zahl, also in diesem Falle = 2 sein muf 


so folgt ein Vergleich der beiden experimentellen GréBen: Dichte ge- 


ees 
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messen nach der Schwebemethode 1,39; réntgenographisch gemessene 
Dichte 1,38. 


Tabelle 1. Drehdiagramme um [001], [100], [110] und [111]. 


2¢e i 
J: ees EE 9 eee 
ad cos lL 
| | | 
ea / Nets: Identitiats- 
Drehachse 2e, | te Uw | cos sabe Mittelwerte 
ll | | 
| 1,00 | 0,175 0,174 8,82 
[001] | -215 | 6,877 0,353 8,73 
a ae 0,601 0,516 8,78 ye eee 676 
= 5,72 | 5,60 | 0,978 0,700 8,79 
| 10,6 | 1,852 0,880 8,71 
| 1,02 | 0,181 0,179 8,60 
100 | ’ ? , > 
i is an 216 | 0,382 0,359 8,59 \ li, a 805 
="; 3,54 |. 0,624 0,529 8,70 J 
| 1,48 | 0,259 0,251 6,14 \ - 
[110] | SOG heen OLD 7h 0,496 6,20 f Frio — 6,16 
ees 5 Goer 
72 11 6,80 | 1,140 0,753 6,13 PA eae 
[111] | 1,46 | 0,256 0,248 6,21 Jun = 6,16 
d=5,72 }| 3,34 | 0,584 0,504 6,12 5 Va’? +c%?=6,15 


Die Tabelle gibt die Auswertung der Diagramme und die Bestimmung 
der Perioden Jjoo1], J{100], J{110) und Jfi11j wieder. 


Tabelle 2. 
Elementarkérper Jt:00} | Jf110) J{101) Jqi11y J{001] 
1. Einfachprimitiv. .... a ay2 u2 + ¢ J2a+e? ¢ 
2. Basiszentriert. .... . a 5 V2 Ja? + 2 2Qa2+c2|) ¢ 
3. Innenzentriert ....- . a aV2 Va? + ¢ 512 a2+ ¢ c 
4, Allseitig filachenzentriert . a . 2 : a? + \2a2+ Cc 


Zur Bestimmung der Translationsgruppe ziehen wir den in der 
Tabelle 2 wiedergegebenen Zusammenhang zwischen dieser und dem 
Verhaltnis Jpio0}: Jp110): Jj heran. Da die drei Perioden direkt ver- 
messen sind, entscheidet der experimentelle Befund -_ 


FTrooy? Jui: Jum = 6,16 :8,65:6,15 — 1:72: 720+ ¢ 
fiir die raumzentrierte Translationsgruppe. 
Als Ergebnis der bisherigen Versuche l4St sich also folgendes 


zusammentfassen: 
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Pentaerythrit kristallisiert tetragonal (pseudokubisch) a = 6,16 A; 
c = 8,76 A; der Elementarkérper ist innenzentriert und enthalt zwei 
Molekeln. 
Uberpriifung der Struktur und Bestimmung der Raum- 
gruppe. Aus der quadratischen Form 
sin? sl = 0,0156 (h? + k?) + 0,007 712 (8) 
lassen sich die zu allen Ebenen (hkl) gehérigen Glanzwinkel berechnen 
und mit den in den vier Diagrammen gefundenen vergleichen; die 


Fig. 6. 
In dem linken Halbkreis ist die auf Seite 304 (Fig.4) angedeutete Konstruktion 
der einzelnen Schichtlinien durchgefiihrt, wihrend der rechte Halbkreis die nach 
Seite 304 konstruierten Punkte jeder einzelnen Schichtlinie enthilt. 


Scharfe dieser Kontrolle beruht darauf, da& die berechnete Interferenz 
einer Ebene (hkl) nicht irgendwo im Diagramm, sondern nur auf 
der J-ten Schichtlinie gesucht werden darf. Auf den einzelnen 


Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. r 
oe lafel. 


Fig. 1. Drehdiagramm um die c-Achse (f — 6°). 
Dieses Diagramm ist in Fig. 6 (Tabelle 3 und 5) konstruktiv ausgewertet. Der in der vertikalen 
Mittcllinie liegende schwarze Streifen riihrt von einem in der Hinterwand der Kamera zum Durch- 
lassen des Primarstrahles angebrachten Schlitz her. Auf der Héhe der ersten Schichtlinie sieht 
man auf der vertikalen Mittellinie einen Interferenzpunkt. 


; Fig. 2. Spektrum des verwendeten Roéntgenlichtes, - 
Neben der Ky- und Kg-Winie des Cu sieht man deutlich eine unscharie, von hirterer Brems- 
strahlung herriihrende Schwarzung. 


Se 


s ' Fig. 3. Drehdiagramm von NaCl um [100] (6 = 22°) 
Das Auftreten des Punktes auf der vertikalen Mittellinie beweist das Vorhandensein einer Wellen- 
= linge von aK, |? 


Mark-Weissenberg, Struktur des Pentaerythrits. Verlag von Julius Springer in Berlin W. — 
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Schichtlinien liegen die Interferenzpunkte so weit voneinander entfernt, 
daB sie auch bei Ablesungsgenauigkeiten von einigen Prozenten sicher 
ganz bestimmten Ebenen (hkl) zugeordnet werden kénnen. 


In der Tabelle 3 sind in der zweiten Spalte diejenigen Zahlen 
fiir sins enthalten, welche sich aus der Vermessung des Diagramms 


um die tetragonale Achse ergeben haben. Ein Vergleich mit den 
aus der quadratischen Form (8) berechneten, in der letzten Spalte 
enthaltenen Werten zeigt, daB die Ubereinstimmung zwischen den 
gemessenen und berechneten GréBen eine befriedigende ist. 


Als Beispiel fiir die Anwendung der angegebenen konstruktiven 
Methode sei hier noch in Fig. 6 bzw. in Tabelle 3 die Auswertung 
eines Diagramms gegeben, bei welchem die Drehachse mit dem Strahl 
einen Winkel 6 = 6° einschloB. Auf den speziellen Zweck dieser 
Aufnahme wollen wir noch weiter unten zuriickkommen. 


Die Tabellen 3 und 4 enthalten eine Statistik der Indizes aller 
reflektierenden Ebenen, mit Hilfe derer nunmehr auf Grund der von 
P. Niggli angegebenen Tabellen') die Bestimmung der Raumgruppe 
durchgefihrt werden mége. Aus der Tatsache der Raumzentrierung 
und aus der ditetragonal-pyramidalen Kristallklasse folgt, daB nur die 
Raumgruppen ie Ca Ge. C;? zar Diskussion stehen. Eine Ent- 
scheidung zwischen ihnen kann mit Hilfe der anderen Ortes an- 
gegebenen Unterscheidungsmerkmale angebahnt werden. Zunichst 
folgt aus der festgestellten Anzahl der Molekeln 2) in raumzentrierten 
Elementarkérpern und aus den zitierten Nigglischen Tabellen, daB 
nur die Raumgruppe poe vertraglich ist, da Op G25 und G,2 min- 
destens vier Molekeln im raumzentrierten Elementarkérper~erfordern. 

Diesen Befund kann man noch unabhingig kontrollieren und so 
von allen physikalisch-chemischen Hypothesen befreien, indem man 
diejenigen Raumgruppen als mit dem Diagramm unvertriglich aus- 
schlieBt, welche mit geforderten Ausléschungen im Widerspruch stehen. 
(Nach dem Strukturfaktor fordert jede Raumgruppe eine bestimmte 
Serie von Auslischungen, welche in Tabelle XII bei P.Niggli zu- 
sammengestellt sind; ist nun im Diagramm statt der geforderten Aus- 
léschung eine Interferenz beobachtet, so mu8 diese Raumgruppe aus- 
geschlossen werden.) 


1) P. Niggli, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums 1919. 

*) Es sei hier die Voraussetzung gestattet, daB die Pentaerythritmolekel 
auch im kristallisierten Zustand die Bruttoformel C;H,,0, habe; iiber ihre Gestalt 
aber sind keine Annahmen nitig. 


© 
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Tabelle 4. Drehdiagramm um die tetragonale Achse. 


4 


A= 1,54A; d = 5,72. 


Aquator 
ey ts as | | ‘ | es ‘ 
jeu) sa fiir die + a } in z | ftir die ; 
i “|| Indizierung | “|| Indizierung es 
| gef. | gef. | . 
Il. Schichtlinie. 
ue 0,1795 | 110 | 0,178 2,09 || 0,244 112 0,250 
2, 0,255 i 200 0,254 2,985 0,300 202 0,807 
4,21 0,361 | 220 0,359, 4,24 0,387 922 0,397 
4,71 0,401 | 310 0,400 4,76 0,440 || 312 0,435 
6,50 | 0,538 | 330 0,536 6,12 0,514 || 402 0,526 
I. Schichtlinie. Il. Schichtlinie. 
1,58 || 0,149 | 101 0,153, 1,43 0,287 103 0,292 
3,29 | 0,284 | 121 0,293 3,42 0,383 123 0,385 
4,48 | 0,380 | 301 0,388 4,64 0,456 303 0,460 
5,42 0,456 | 231 0,462 5,66 0,521 233 0,526 
6,26 | 0,519 411 0,524 6,56 0,576 413 0,584 
Tabelle 5. 
Abstand ¢é, der Schichtlinie 
Index yom DurchstoSpunkt 
a ate berechnet (konstruiert): 
2 é, = 7 (cotg M4, + cotg B) 
—s 2,61 2,59 
—2 1,5 1,49 
ib 0,68 0,69 
0 0 0 
on 0,62 0,62 
+2 1,28 1,3 
+3 2,06 2,09 
+4 50a an 3,07 
+5 4,65 4,65 


In dieser Tabelle sind die im rechten Halbkreis der Fig.6 konstruierten Werte 
fiir ¢; und die aus dem Diagramm 1 gemessenen miteinander verglichen, 


C,; fordert die Ausléschung aller ersten Ordnungen von (h01), 
steht also im Widerspruch zu den beobachteten Interferenzen: (101), 
(301), (108), (303) usw. 

C;}, steht im Widerspruch mit dem Anuftreten von nie auf dem 
s pasteca sss Ie um die Raumdiagonale. 

C}° fordert die Ausléschung aller Reflexionen erster Ordnung der 
Ebenen (h01), steht also im Widerspruch mit — Auftreten von 


(101), (301), (103), (303). 
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C;, fordert alle und nur die im Diagramm beobachteten Aus- 
léschungen. 

Da CisG. Cs: C:2 auch gemaB dieser Uberlegung ausgeschlossen 
werden kénnen, kann die Raumgruppe C;, als gesichert betrachtet 
werden. 

Es gibt nun noch eine Richtung, nach welcher die oben gemachten 
Feststellungen verschirft werden kénnen, das ist die Frage, ob nicht 
bei lingeren Expositionszeiten noch weitere Interferenzpunkte an den 
Stellen auftreten, an welchen in den Diagrammen die mit der Raum- 
gruppe Cy, tibereinstimmenden Ausléschungen beobachtet wurden. 
Die Methode der schiefen Aufnahmen, bei welcher eine bestimmte 
Ebene wahrend der ganzen Expositionszeit unter ihrem Gleitwinkel 
eingestellt ist, gestattet nun prinzipiell, die Expositionszeit um un- 
gefihr zwei GréBenordnungen zu steigern. Bei der Auswertung der 
auf diese Weise erhialtlichen Diagramme muf man aber einen Umstand 
beriicksichtigen, welcher in diesem Falle leicht zu einer Tauschung 
Anla8 geben kénnte und daher hier kurz erwihnt sei. In dem als 
Fig. 1 der Tafel mitgeteilten Diagramm sieht man auf der ersten 
Schichtlinie in der vertikalen Mittellinie einen Interferenzpunkt, welcher 
von der Reflexion der Basis herriihrt. Ware er durch die K,-Linie 
des Kupfers erzeugt, so miiBte er die Indizierung <001> haben, 
unserem obigen Befund der Raumzentrierung also widersprechen, da 
alle Ebenen, fiir welche (h+4-+ 1) = 2n-+1 ist, also auch <001>, 
in erster Ordnung geléscht sein miissen. Eine eingehende Diskussion 
dieses Punktes schien uns deswegen notwendig, da die Frage von 
wesentlichem Interesse ist, ob die in den Tabellen von P. Niggli 
zusammengestellten, fiir die einzelnen Raumgruppen charakteristischen 
Ausléschungen innerhalb der erreichbaren Expositionszeiten streng 
quantitativ gelten oder nur Annaherung darstellen. Wir wollen zu 
nachst die Ausnahmsstellung des fraglichen Punktes qualitativ ableiten 
und dann zeigen, wie entsprechende Versuche zur quantitativen Kli- 
rung gefiihrt haben. 

Von allen Ebenen (hk) haben wir unter den gewahlten Ver- 
suchsbedingungen im wesentlichen ein Braggdiagramm zu erwarten, 
d. h. eine raumlich spektrale Zerlegung der Primirstrahlung, in welcher 
sich die von der charakteristischen Kupferstrahlung herriihrende Energie 
als scharfes Interferenzmaximum hervorhebt. 

Die Ebene <001> hingegen steht unter denselben Bedingungen 
wie im Laueexperiment; sie kann heterogenes Licht nicht riumlich 
spektral zerlegen, sondern nur an einem bestimmten Punkt im Dia- 
gramm einen Interferenzfleck erzeugen (an denselben Punkt wiirde 


Ra Ae) 
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sie auch gewéhnliches Licht reflektieren), wenn sie beziiglich einer 
im Primarstrahl vorhandenen Wellenlinge iiberhaupt in reflexions- 
fahiger Lage ist. Dieser Punkt wird in allen Fillen auftreten, in 
welchen 4 = 2D siny ist; man kann daher aus der Vermessung 
sits, : A 
des Punktes, genau wie im Lauediagramm, nur auf die GréBe 2D 
und nicht auf D schlieBen. Insbesondere wird man also nicht zwischen 
1 Ke 1 
Ax. *aa und —*.— 
Sad 26inD 
ob eine Strahlung mit der halben Wellenlinge der K.-Linie des Cu 
an der Ebene in zweiter Ordnung oder die Ky-Linie selbst in erster 
Ordnung reflektiert wurde. Gerade diese Unterscheidung ist aber fiir 
die Strukturbestimmung von entscheidender Bedeutung, da ja gerade 
festgestellt werden soll, ob die Ebene auch in erster oder nur in 
zweiter Ordnung reflektiert. 


entscheiden kénnen, d. h. es bleibt unbestimmt, 


Zur quantitativen Klarung des Befundes haben wir zwei Wege 
eingeschlagen, und zwar: 


A 


1. Nachgewiesen, da von der Wellenlange 4 = = eine ge- 


niigende Intensitat vorhanden ist, um den fraglichen Effekt zu erzeugen. 
Hierzu wurde die [100]-Ebene eines Steinsalzkristalls unter ihrem 
Reflexionswinkel erster Ordnung eingestellt und belichtet. Das als 
Fig. 2 der Tafel mitgeteilte Spektrum der Primarstrahlung zeigt neben 
der charakteristischen Kupferstrahlung, da8 auch Bremsstrahlung von 
der Wellenlange 4 = = vorhanden ist. Da die Anwesenheit einer 
derartigen Frequenz tatsaichlich den oben erwahnten Effekt hervor- 
bringt, zeigt das Diagramm der Fig. 3, welches durch Drehen eines 
NaCl-Kristalls um [100] erhalten wurde. Der auf der vertikalen Mittel- 
linie liegende starke Punkt riihrt sicher nicht von der Kupfer- Ka- 


Ke 


5 her, da er ja bei 


Strahlung, sondern von der Wellenlinge 4 — 


NaCl <001> sicher nicht auftritt. 

2. Wir haben ferner, um die Richtigkeit dieser Auffassung zu 
beweisen, durch Herabsetzung der Spannung an der Rohre das Auf- 
treten einer Wellenlange im Primarstrahl vermieden und hierbei 
ein Diagramm erhalten, welches den in Rede stehenden Punkt nicht 
enthalt. ; 

Wenn man auf Grund des mitgeteilten Zahlenmaterials sich 
die Frage vorlegt, was man hieraus ohne Zuhilfenahme chemisch- 
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physikalischer Indizien iiber die Form und Gréfe einer Pentaerythrit- 
molekel aussagen kann, so hat man zunachst auf die Feststellung 
zuriickzugreifen, da8 im Elementarkérper — seinem Gewicht und der 
Bruttoformel entsprechend — 10 C-Atome, 24 H-Atome und 8 O-Atome 
untergebracht werden miissen!). GemaS den zitierten Tabellen bei 
P. Niggli kénnen in einem tetragonalen Elementarkérper nicht zehn 
strukturell gleichwertige Atome vorkommen. Es folgt daher fiir die 
zehn Kohlenstoffatome notwendig, da unter ihnen strukturell — 
daher auch chemisch — ungleichwertige vorkommen miissen, und 
zwar ergeben sich nun die nachfolgenden Méglichkeiten: 


10 = 2+8]10—2+4+44 ga ipl lately 102 ay ee 


2 strukturell 3 strukturell 4 strukturell 5 strukturell 


verschiedene verschiedene verschiedene verschiedene 
C-Atome C-Atome C-Atome C-Atome 


All diesen Aiternativen kommt gemeinsam die Eigenschaft zu, 
da8 mindestens eine Art von C-Atomen in zweizahliger Lage auf- 
tritt; diese Atome miissen dann gemi8 der zitierten Tabelle die 
Eigensymmetrie C,, haben. Die vier Valenzen dieser beiden C-Atome 
sind also sicher symmetrisch angeordnet, doch ist diese Symmetrie 
trotz der chemischen Gleichartigkeit der substituierenden Gruppen 
(CH,OH) nicht Tetraedersymmetrie, vielmehr ist sie durch eine polare 
vierzahlige Achse charakterisiert. Wir haben also hier ein symmetrisch 
substituiertes Methanderivat vor uns, in welchem die geometrische 
Anordnung der gleichwertigen Substituenten eine derartige ist, daB 
man daraus schlieBen mu8: Die vier Valenzen des Zentralkohlenstoff- 
atoms sind gleichwertig, aber nicht so gerichtet, wie dies in der 
Stereochemie des C-Atoms allgemein angenommen wird. Diese Fest- 
stellung gilt natiirlich nur fiir den kristallisierten Aggregatzustand, 
und man wird sie nicht ohne weiteres auf die Form der freien Mo- 
lekel im Gasraum oder in der Lisung ausdehnen diirfen. Der kiirzeste 
Abstand zweier Zentralkohlenstoffatome im Gitter betrigt 6,16 A. 

Nimmt man zu diesen Feststellungen als chemische Annahme 
noch hinzu, da jedes. dieser beiden Zentralkohlenstoffatome von der 
Symmetrie C,, mit je vier anderen C-Atomen chemisch gebunden ist, 
so folgt unmittelbar, daB nur derjenige Fall fiir die Anordnung der 
iibrigen acht C-Atome bleibt, in welchem sie strukturell gleichwertig 


1) Von der Diskussion der Wasserstoffatome mu8 hier abgesehen werden, 
da noch keine experimentelle Erfahrung itber die ee dieser 
Atomart besteht. 
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und in einer achtzihligen Lage lokalisiert sind. Es kommen also nur 
zwei strukturell ungleichwertige C-Atomarten vor. Die achtzihligen 
Lagen, in welche nunmehr die Substitutionssruppen CH,(OH) ge- 
bracht werden es legen in den hemimorphen Spiegelebenen der 
Raumgruppe C;,'. Die einfache Bindung C—C hat also die durch eine 
Spiegelebene zum Ausdruck kommende Symmetrie, so wie dies bei 
der Struktur des Harnstoffes bei der C-N-Bindung nachgewiesen 
worden ist. 

Genauere Angaben iiber die Koordinaten der Atomschwerpunkte 
(Beugungszentren) sind uns derzeit noch nicht méglich, da wir hierzu 
die Photometrierung simtlicher Diagramme abwarten miissen, um die 
Intensitatsverteilung quantitativ zur Aufstellung des Strukturfaktors 
heranziehen zu kénnen. 

Zusammenfassung. 1. Es wird eine Methode angegeben, mit 
Hilfe derer man Schichtliniendiagramme geometrisch konstruktiv aus- 
werten kann. 

2. Pentaerythrit kristallisiert ditetragonal- pyramidal mit den 
_Achsen a = 6,16 A, c= 8,76A in der Raumgruppe Cy; der Ele- 
mentarkérper ist raumzentriert und enthalt zwei Molekeln: C,; H,,0O,. 
Die Eigensymmetrie der letzteren sowie des Zentralkohlenstoffatoms 
ist C,,; die vier Substitutionsgruppen sind strukturell gleichwertig und 
liegen in den hemimorphen Spiegelebenen. 

Als Stromquelle fiir das Gasentladungsrohr, welches wir ‘fiir diese 
Untersuchung verwendeten, stand uns ein Transformator zur Ver- 
fiigung, fiir dessen Uberlassung wir dem Chef der Firma Koch 
u. Sterzel, Herrn Professor Dr. I. F. Koch, auch an dieser Stelle 
unseren warmsten Dank aussprechen. : 


Zur Behandlung 
entarteter Systeme in der St6rungsrechnung’). 


Von L. Nordheim in Géttingen. 


(Hingegangen am 21. Juli 1923.) 


Die Methoden der Stérungsrechnung, wie sie in der Quanten- 
theorie gebraucht werden, versagen in ihrer einfachsten Form in 
einigen Fallen, die deshalb als entartet bezeichnet werden. In der 
Literatur sind bis jetzt zwei naiher behandelt worden, und zwar im 
Zusammenhang mit der Quantentheorie insbesondere von Born und 
Pauli?) und Born und Heisenberg’) und in Verbindung mit der 
Delaunayschen Methode von Epstein‘). 

AnlaBlich einer Untersuchung der quantentheoretisch méglichen 
Modelle des Wasserstoffmolekiils, die demnaichst in dieser Zeitschrift 
verdffentlicht wird, hat sich noch eine dritte Méglichkeit heraus- 
gestellt, die wiederum einer gesonderten Untersuchung bedarf‘5). 
Diese soll hier fiir sich gegeben werden, da sie einen rein mathema- 
tischen Charakter und ein selbstindiges Interesse hinsichtlich der 
Ausbildung der formalen Methoden besitzen diirfte. Es sei ferner 
in § 1 eine Erweiterung der Betrachtungen von Born und Heisen- 
berg vorausgeschickt, um einen gewissen Abschlu8 zu erreichen. 


§1. Zur Bohlinschen Methode. 


Der Ausgangspunkt einer jeden Stérungsrechnung ist die Dar- 
stellung des Systems mit Hilfe der kanonisch konjugierten Winkel- 
und Wirkungsvariablen w;...wy, J?...Jy (r = Zahl der Freiheits- 
grade) des ungestérten Systems mit der Hamiltonschen Funktion Hp, 
die nur von den Jj abhingt, wihrend die Stérungsglieder periodisch 
in den wz-sind. Die Auflésung des Stérungsproblems erfolgt dann 
durch Einfiihrung von Winkelvariablen w;, J,(k == 1...r) in sukzes- 
siver N&herung nach Potenzen eines geeigneten Entwicklungspara- 
meters 4. Dabei ist zunichst Voraussetzung, daS im ungestérten 


1) Auszug aus dem ersten Teil der Gittinger Dissertation des Verfassers. 

2) M. Born u. W. Pauli jr., ZS. f. Phys. 10, 137, 1922. 

3) M. Born u. W. Heisenberg, ebenda 14, 44, 1923. 

4) P. Epstein, ebenda 8, 211, 305; 9, 92, 1922. 

5) Hierauf hat mich freundlicherweise Herr W. Pauli jr. aufmerksam 
gemacht, dem ich an dieser Stelle hierfiir bestens danken michte. 


ee +, 
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System keinerlei Entartung vorliege, d.h. daB zwischen den mittleren 
Bewegungen der wi 
0 7 
hemes ad wy, Te 0H 


vy, = — = — 


dt Odk 

keine lineare ganzzahlige Beziehung 

ane _ | ea 

m,Vy +---+ m,v? = 0, M,...M, = ganze Zahlen, 
besteht. Andernfalls laBt es sich durch eine kanonische Transformation 
bekanntlich immer einrichten, da8 eine bzw. mehrere Winkelvariable, 
z. B. wy, die mittlere Bewegung 0 bekommen. 

Born und Heisenberg unterscheiden nun zwei wesentlich ver- 


schiedene Fille: 

0 . 
1. Eigentliche Entartung: ar = a 
liebigen Werte der J?...J?, d.h. Hy ist von J? unabhangig. Dies 
Problem ist bereits von Born und Pauli, 1. c., untersucht und durch 
Behandlung der sakularen Stérungen erledigt. 


= 0 gilt fiir alle be- 


2. Zufallige Entartung: am 
: 


verschwindet nur fiir ganz bestimmte Werte der Jf, wie z.B. in dem 
Mehrkérperproblem bei einer Kommensurabilitat der Planetenbahnen. 

Nach einem von Bohlin und Poincaré) stammenden Verfahren 
ist in der Umgebung einer solchen Kommensurabilitaét die Trans- 
formationsfunktion nicht mehr nach A, sondern.nach ya zu entwickeln, 
wobei dann wieder alles bestimmt ist. In der Quantentheorie gestalten 


sich die Verhiltnisse nach Born und Heisenberg besonders einfach. 


0 
: fe 


dt 
herrscht also eine feste Phasenbeziehung fiir beliebige Werte von we. 
Im gestérten System treten dagegen im allgemeinen Schwingungen 
von we um gewisse Gleichgewichtslagen auf, die durch die Forderung 


OH, (wr) _ 

00fisS 

geliefert werden. Dabei bedeutet H, den Mittelwert der Stérungs- 
funktion erster Ordnung, genommen iiber die iibrigen Winkelvariablen 
W,...W,y—1, Es entsteht also keine Umlaufs-, sondern eine Librations- 
bewegung. Diese Librationen sind nun zu quanteln, und zwar, um 
den Zusammenhang mit dem ungestérten System aufrecht erhalten 


ist im allgemeinen — 0 und 


Im ungestérten System ist = 0, also w? — const, und es 


0 (1) 


1) H. Poincaré, Methodes nouyv. de la mécanique céleste, Paris 1893, Bd. U, 
Kap. XIX. 
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zu kénnen, notwendigerweise mit dem Quantum 0. Demnach herrscht 
auch im gestérten System noch eine strenge Phasenbeziehung, deren 
Betrag durch die Bedingung (1) geliefert wird, und die Quanten- 
theorie erzwingt also geradezu einen besonders einfachen Bewegungs- 
typus, der rein mechanisch 4uSerst unwahrscheinlich ist. 

Fiir die héheren Niberungen kommt man weiterhin unmittelbar 
auf das urspriingliche Born-Paulische Schema zuriick, da alle ge- 
brochenen Potenzen von A herausfallen. Dies sei hier gleich in 
einem etwas allgemeineren Fall gezeigt, nimlich zusammen mit der Aus- 
dehnung der Bohlinschen Methode fiir mehrfache zufallige Entartung. 

Es liege etwa bei den Variablen w,...w, keine Entartung vor, 
wihrend w,4,-...w, fiir die gewahlten Anfangsbedingungen gerade 
die Frequenz 0 besitzen sollen. Die Hamiltonsche Funktion laute also: 
H = Ay(J,-.-Jr) +A Ho (Ii .--Iry Wy... Wr) MH, +--+: = W,. (2) 
wir schreiben der Einfachheit halber stets J;,w, statt J?,w, und es 
sei ferner 

0 Hy 0 Ay 


i ees, 15) 


OUp3 g Od, 


Zur Lésung des Stérungsproblems machen wir in bekannter Weise 
den Ansatz: 


S = %+ 745, +48, +2728, 4 428,4+--,] 

See Pi Sew S,, S,,... periodisch in w,. Aa (3) 
; ey 
0 wr 


und erhalten durch Hinfiihrung dieser Ausdriicke in (2) und Ent- 
wicklung nach YA die Rekursionsformeln 


Tie = W=Wt+4W,+ VW, +. 


H, = Wo, (40) 
onaly 08, cae) ; 
Od, 00} we (4;) 


=. Oy OS, 1 02? Hy OS, 08, 
= Od; Ow; 1 oT oT; OW, Ow 


+ Hy—=W, (kjl=1...1), (45) 


NTT, Og, 2 ee OH, | oR 
= OJ; Ow; Di kl Od, Od OW, Ou tb ee (45) 
es 0, Os : 
0 Wy OWk - 
OH, OS, a, Coa 
pe Od: OW; Tea aes Ow Ow, 4) (4,) 


. . . . . . . . . . . . . . . ° ° . . . . 
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s 6H OSan—1 0 Hy Giana 
ee Care 0 Ww; + Dy ,—1 + 2) = Ow, Bop . — = 0, (40n—1) 
: () Hy ) Ss n o H a) So F 
, <a ®. n Di - 2g Sahat 2 ae 
t=O de OW; ano k C Wr COW; Won (45 n) 


Dabei bedeute ®, stets einen Ausdruck, in dem auer den Hy, nur 

die Ableitungen von S, ... 8,3 vorkommen, oder mindestens ein 

oS; OS, 

Faktor ee 
CW, C Uk 

Om 


. : ‘ os 
Glied mindestens ein Faktor Rone! mit ungeradem Index m. 
Wh 


auftritt. AuSerdem ist in allen ®,,_, in jedem 


Aus (49) findet man Wp. (4,) liefert sofort 


C S, . 
as 0 Cg—— 5s ee 
: - Oy ; 
dagegen bleiben die A a (k = s+1...7r) noch unbestimmt, da sie 
ke 
‘ 0 
infolge =e = 0 (k=s+1...,7r) gar nicht auftreten. Aus (4,) er- 
k 


halten wir durch Mittelbildung iiber w, ... w, unter Beriicksichtigung 
dieser Beziehungen 


02H 08, 0S, 
kl Odg Cd, OW, Cm + Hy (ws 41. 


Dies ist eine partielle Differentialgleichung vom Hamilton-Jacobi- 
schen Typus, die sich allerdings nicht allgemein integrieren laBt. In- 
folgedessen versagt die Bohlinsche Methode, falls man die Libra- 
tionen mit zu beriicksichtigen wiinscht. Fiir die Quantentheorie ist 
dies jedoch gar nicht erforderlich, denn es 14B8t sich auch hier leicht 
zeigen, daB stets eine spezielle ,,librationsfreie* Lésung existiert, die 
gerade durch die Quantenbedingungen erzwungen wird. 

Die Differentialgleichung (5) ist nach der Hamilton-Jacobi- 
schen Theorie fquivalent mit einem System kanonischer Differential- 
gleichungen, dessen Hamiltonsche Funktion man erhalt, indem man 
in der linken Seite von (5) die wz durch ,Koordinaten“ q, und die 


<« Mg Woy bidiarere te A vee hut D) 


ae durch die zugehdrigen , Impulse“ p, ersetzt: 
dm _ 0K dg _ OK 
dt a dt ners Gi aye og E cs 
K= 255,05 DJ, BoP pep + Ho (dx) 
die 0? Ay sind dabei als Konstante zu betrachten. Dies System hat 
Od, ON 


Deke 
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stets mehrere Gleichgewichtslagen. Bestimmt man namlich konstante 
Werte der gz aus den Forderungen 


OL So nee ot ath 
09k 0 dk 
so ist fiir diese Werte offenbar gq, — const, p, = 0 eine Lésung von 
(6), da sowohl 
Ope Ss Oe aes LA PEG 
ie: ote ogee ae ae 2 55,05" 
werden. Ks ist demnach ebenfalls 
0S. 
S, = const, ee (= sel) 


ein partikulares Integral von (5), das unseren Bedingungen geniigt, 
wenn wir die konstanten Werte der w,41...w, aus den Gleichungen 
0H. OH. 
Ss — 0, oe 2 — (7) 


OWs +1 O Wy 


berechnen. 

Das System (6) beschreibt die Schwingungen um ein derartiges 
Librationszentrum, und nach der SchluBweise bei der einmaligen Ent- 
artung mu8 man auch diesen Schwingungen das Quantum 0 zuerteilen, 
also strenge Phasenbeziehungen annehmen, da die Phasenintegrale 
sonst nicht von der Gréfenordnung yr sein kinnen. Die Gleichungen 
(7) werden im allgemeinen mehrere Lisungen haben, und die zu- 
gehérigen Bewegungen sind stabil oder instabil, je nachdem sie 
einem stabilen oder labilen Gleichgewicht des Systems (6) entsprechen. 

Fiir die héheren Naherungen haben wir zunichst in den Hj, H,... 
tiberall fiir die w.41... w, die Werte aus (7) einzusetzen. (4,) liefert 


uns dann ohne weiteres Bea. i= 1...s. (45) ist erfillt durch 


Ow: 

0S. ; : : 
~~ =0,i=1... 8, und wir-sehen zugleich, da8 aus jeder weiteren 
Bw; g J 

ungeraden Bestimmungsgleichung mit dem Index 2” —1 sowohl 
Pease ; 0 San—s 

CO 0 —< eee 4 —_ ae —— 

ae oad 1 s, als auch a OSR s+ 1 CA 


folgt, da ®,,_, wegen der friiheren N&herungen verschwindet; und 
damit auch alle ungeraden Glieder von S. Die geraden Bestimmungs- 
gleichungen mit dem Index 2” werden befriedigt durch 
a) Son =) 
OWE 


=0, (k=s+1...7n), 


und Bestimmung von §, als Funktion von w, ... w, in der tiblichen 


~ 
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Weise. Die w,, 1... w, treten nicht mehr als Variable, sondern nur 
als konstante Parameter auf, so daB man fiir die w, ... w, vollkommen 
auf das Born-Paulische Verfahren zuriickkommt. 

Zusammenfassend haben wir also die Vermutung von Born und 
Heisenberg bestitigt: 

»Um die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung im Falle 
mehrfacher zufilliger Entartung (Indizes s+ 1... r) unter Beriick- 
sichtigung der Quantenbedingungen zu integrieren, betrachte man die 
Jg41 +--+ Jry Ws+1.-- Wy Zunachst als konstante Parameter und _ be- 
stimme die Wirkungsfanktion S$ fiir die iibrigen Freiheitsgrade nach 
dem Born-Paulischen Verfahren... Das Endresultat dieser Inte- 
gration hat dann die Form 


W= W (J) + AW, (Sin Ws +1 oe W,) + AW, (Sk, Ws 41 eee Wr) -b Oe (8) 


Dann bestimme man die Werte von w,i,... w, durch die 
Gleichungen 
OW, OW, 
Ws 41 = () sa. 0 wy =" F (7a) 


Damit wird W eine Funktion aller J, ... Jy, die saimtlich gleich 
ganzen Vielfachen von h zu setzen sind.“ 


§ 2. Grenzentartung. 


Neben den niederen Kommensurabilitaten tritt bei dem H,-Molekiil, 
wie oben erwahnt, noch eine weitere Schwierigkeit auf. Bei dem 
Mehrkérperproblem kann es namlich fiir spezielle Bewegungen vor- 
kommen, da der Periodizitatsgrad der Bewegung, d.h. die Dimen- 
sionszahl des von der Bahnkurve im Lagenraum iiberall dicht er- 
fiillten Gebietes, kleiner wird als die Zahl der Freiheitsgrade, ohne 
da8 Entartung in einem der beiden oben unterschiedenen Sinne statt 
hat, nimlich dann, wenn fiir einen bestimmten Bewegungstypus eine 
Winkelvariable infolge ihrer geometrischen Definition unbestimmt wird. 

Ein Beispiel wird die Sachlage sofort klarlegen. Nehmen wir 
die Bewegung eines Elektrons um seinen Kern unter Beriicksichtigung 
der Relativitaitskorrektion. Diese wird in bekannter Weise durch zwei 
Paare von Winkelvariablen J,, w,; Jz, w2 beschrieben (VgroBe Halbachse 
und mittlere Anomalie einerseits, Impulsmoment und Perihellinge 


- andererseits) und ist bedingt periodisch, und zwar geometrisch eine 


Ellipse mit Perihelbewegung. Sie erfiillt in der Bahnebene einen 
Kreisring iiberall dicht, also ein zweidimensionales Gebiet. 
Lassen wir nun die Exzentrizitat der Ausgangsbahn verschwinden, 


so geht sie in eine reine Kreisbahn iiber, es wird also der Perio- 
* 


322 L. Nordheim, 


dizititsgrad um 1 kleiner, wihrend eine Entartung im iiblichen 
Sinn nicht vorhanden ist, da die Grenzwerte der Bewegung des Perihels 
und der mittleren Anomalien durchaus inkommensurabel sind. Die 
Energieformel lautet bekanntlich 


2 12m et 2 12m 8 4 3 : 
Hos aaepatatem 3 & Trae as (c = Lichtgeschw.) 
und es besteht zwischen 
i oH und Vv, = oH 
ELeeO 5 ee Ons 


keinerlei lineare Beziehung, selbst wenn man, um die Kreisbahn zu 
erhalten, nach der Differentiation J, = J, setzt. 

Ein analoger Fall tritt offenbar immer dann ein, wenn zwischen 
den Wirkungsvariablen J, infolge ihrer mechanischen Bedeutung ge- 
wisse Ungleichungen (Realitiitsbedingungen, wie in unserem Beispiel 
Jo < J,) gelten, und eine sich ihrem Grenzwert nahert. Wir wollen 
ihn deshalb mit Grenzentartung: bezeichnen. 

Weitere Beispiele bilden bei dem Zeemaneffekt cine zu der Feld- 
richtung senkrechte Bahn, bei dem Zweizentrenproblem eine solche, 
die ganz auf einem Rotationsellipsoid verlauft usw. 

Wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, 
daB der Grenzwert der betreffenden Wirkungsvariablen 0 sei, was 
sich. stets durch eine geeignete Transformation erreichen labt, bei 
einer Ungleichung J; < J, wie oben z.B. durch 


io 
Ji = Ji, wy = WW, + Wo, 


ds = J, — Jo, 03 = We. 


Jz wird dann in der Umgebung des Grenzwertes von der kleineren 
GréBenordnung ¢ (bei den Kreisbahnen der Exzentrizitat), und wir 
haben den Vorteil, nach dieser Variablen entwickeln zu kénnen. Im 
folgenden verstehen wir unter den J;,w;, stets schon in dieser Weise 
normierte Variablen, und zwar sei J, die in dem neuen Sinn aus- 
geartete. —Dabei werden wir zur Veranschaulichung auch weiter von 
Kreisbahnen, Exzentrizititen usw. reden, obgleich unsere Betrachtungen 
auch andere Fille umfassen. 

Lassen wir nun auf eine solche Bewegung mit J, —= 0 stérende 
Krafte wirken, so kann sie sich im allgemeinen nicht aufrecht er- 
halten, auSer wenn, wie in unserem Beispiel, J, == 0 auch noch strenge 
Lésung des gestérten Systems ist. Infolgedessen wird auch der zu 
J, gehérige Freiheitsgrad angeregt, und man wird geneigt sein, zu 
erwarten, daS jetzt ein r-dimensionales Gebiet erfiillt wird. Nach 
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den Prinzipien der Quantentheorie mu aber dann, da J, nicht mehr 
konstant ist, das Phasenintegral der r-Koordinate 


t= $ Td Wy 


mindestens das Quantum 1 erhalten, wi&hrend doch im ungestérten 
System J, —= 0 war, und es scheint auf diese Weise kein kontinuier- 
licher Zusammenhang zwischen dem gestérten und ungestérten System 
zu existieren. 

Diese Schwierigkeit ist nicht nur quantentheoretischer Natur. 
Bei dem Mehrkérperproblem und den ihm verwandten Atomproblemen 
treten namlich in der Stérungsfunktion Terme mit VJ, (d.h. lineare 
Glieder in den Exzentrizititen) auf. Es wird demnach 

dw, ROLE ova 1 

fa bie Oe mary? 
und also fiir kleine Werte w, (das Perihel z.B.) sehr schnell be- 
weglich, und seine Umlaufsgeschwindigkeit strebt keinem endlichen 
Grenzwert mehr zu. Es kénnen dann, wie Poincaré?) fir ein ein- 
faches analytisches Beispiel und fiir das Dreikérperproblem aus- 


gefiihrt hat, auch mit Zz proportionale Glieder in die Energie ein- 
ik i 


gehen, und es ist nicht mehr eine Entwicklung nach 4 und «, sondern 
nur eine solche nach A/é und ¢ méglich, die fiir kleine € ihren Sinn 
verliert. Man kommt dann, wenn man formal nach den iiblichen 
Methoden vorgeht, in einen Bereich, dem keine reelle Liésung der | 
Bewegungsgleichungen mehr entspricht. 

Auch die Anwendung der Adiabatenhypothese scheint zunachst 
za Unzutriglichkeiten zu fiihren. Schaltet man das Stérungsfeld all- 
mahlich ein, und wiirde jetzt ein mehrdimensionales Gebiet als das 
urspriingliche erfiillt, so wire der Adiabatensatz nicht mehr anwend- 
bar. Ein derartiger ProzeS ware demnach irreversibel, d.h. man 
kime bei einem Ausschalten nicht zu dem Anfangszustand zuriick. 

Die Méglichkeit eines kontinuierlichen Zusammenhangs besteht 
offenbar nur, wenn auch das gestérte System keinen gréferen Perio- 
dizitatsgrad besitzt als das Ausgangssystem, d.h. wenn eine Lésung 
mit dem Periodizitatsgrad r —1 existiert, die fiir 4 — 0 in eine des 
_ ungestérten mit J, == 0 tibergeht. 

Fiir die Planetenbahnen kommen wir so zu den periodischen 
Lésungen erster Art von Poincaré, durch deren Kinfiihrung er 
diese Schwierigkeiten iiberwindet. Dariiber hinausgehend kénnen wir 


1) Poincaré, l.c. 2, Kap. XII, 8. 74. 
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hier ein einfaches Verfahren angeben, das es direkt gestattet, ohne 
anderweitige Kenntnisse der Bewegungstypen des Problems die 
Existenz der entsprechenden Lésungen in jedem Fall zu beweisen 
und sie auch wirklich aufzufinden. 

Statt die Polarkoordinaten J,, w, zu benutzen, ist es fiir unsere 
Betrachtungen zweckmiBiger, mit Poincaré , rechtwinklige“ kanonische 
Koordinaten 


i= yz sin2aw,, Y= ie cos 2 w, (9) 


2 . 
(Transformationsfunktion (4, @) = + tg 2 mt, einzufiihren, die sym- 


metrisch in den Impulsen und Lageparametern sind. Es gelten dann 
unverdndert die kanonischen Gleichungen 

ConaeOH. $07) aoue 0 H. 

Hist 4 denne EC 
und die Kreisbahnen sind durch § = 0, » =O gegeben. Die 
Stérungsfunktion im Mehrkérperproblem lat sich dann nach diesen 
Variablen entwickeln, und zwar derart, da jeder Koeffizient der 
Potenzen von 4A fiir sich eine Reihe nach steigenden Potenzen in 
&, wird. 

Man hat jetzt auch ein einfaches Kriterium, ob die Grenzentartung 
zu Schwierigkeiten fiihrt oder nicht. Beginnt die Entwicklung mit 
linearen Gliedern in den &, 7, so mu8 man diese gesondert beriick- 
sichtigen, da dann § und » infolge der kanonischen Gleichungen 
sikular verdnderlich werden, und die gestérte Bewegung sich also 
weit von der urspriinglichen entfernen kann. Treten aber nur qua- 
dratische und héhere Glieder auf (wie es z. B. bei der Relativitats- 
korrektion der Fall ist), so sind infolge von 


dg OH dy OH 


dt? Non sigan ae TOE a ae 
— = 0, 7 = 0 strenge Lisungen auch des gestérten Systems, so daB 
man die & 7 nicht weiter zu beriicksichtigen braucht. 

Fiir unsere Zwecke kehren wir diesen Gedankengang um und 
schlieBen: Gelingt es, durch eine geeignete Transformation solche 
Variable * und 7* einzufiihren, in denen die linearen Glieder in der 
Entwicklung der Hamiltonschen Funktion herausfallen, so ist damit 
gleichzeitig die besprochene Schwierigkeit von selbst mit beseitigt. 

Die allgemeine Transformationstheorie der Mechanik gestattet es, 
diese Aufgabe wie die iibrigen Stérungsprobleme in einfacher Weise 
durch ein rekurrierendes Verfahren zu lésen, wobei zugleich die Inte- 


(10) 


—10 
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gration der ibrigen Bewegungsgleichungen mit geleistet wird. Der 
Kinfachheit der Darstellung halber nehmen wir zunichst nur ein 
Variablenpaar ,7 an, und ferner, daB der Mittelwert iiber die w...w,—_1 
der Koeffizienten der linearen Glieder in & 7 in der Stérungsfunktion 
1. Ordnung verschwinde. Diese Beschrankungen sind nicht wesentlich 
und wir werden uns nachher von ihnen befreien. 

Vorgelegt sei also ein mechanisches Problem mit der Hamilton- 
schen Funktion 

H =H, + 4H, + 4H, +::, 

Hy = Hy (J), 

HA, = Hy, o(J,w) + a, + bn + ¢ §?+ drén + e724 R, OC) 

Hy = He, o(J,w) + a.€ + bon + ---, 

Dabei bedeute FR stets die héheren als quadratischen Glieder 
in &, 7, und es seien H;,o, aj, 6; ... periodische Funktionen der w, und 
es gelte insbesondere 


1 - - 1 1 
fr—1fa,dw,...dw,1 ==.()5 fra] by deo, ...do,—1 = 0. 
0 i) 0 0 


Die Aufgabe ist, durch eine geeignete Transformation auf neue 
Variable J*, w*, &*, n* gleichzeitig die von den &*, 7* freien Glieder 
von den w* unabhangig zu machen, wahrend die linearen Glieder in 
&*, n* iiberhaupt herausfallen sollen, so daB nach der Transformation (11) 
die Form 

H = W,(J*) + A{ W,(J*) + quadr. Glieder in §*n*} \ a3) 
7 + 28(Wa(I) +o) bo 
erhalt. 


Zu diesem Zweck machen wir fiir die Transformationsfunktion S 
den Ansatz 


r—* 


8S =DSSJkiu tS tent +éB— yr. (13) 
k=1 
Dabei seien 
S, = 48, + 488, +>, 
A — AA, + 2A, +:->, 
Bah By AaBe-b » >: 
Potenzreihen in A, deren Koeffizienten §;, A;, B; periodische Funk- 
tionen der w,...w,— sind. 
Damit erhalt man als Transformationsformeln fiir die & und n 


pa PSSA ESRF TBAT 


_ as 
te 6 


(14a) 
== Be Bae os 8 
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und unter ihrer Beriicksichtigung fiir die J; 


g OB OA 
Ie == £5 = Je + a(e ihe ine a n* ae 
i ; fs 9 a : (14b) 
4 OD, * ph neo“ esr: ae 
mE cs +85 TO wn 128) ‘s 


Es weichen also die neuen Variablen nur um Glieder von der GréBen- 
ordnung 4 von den alten ab, so daS man fiir 4 = 0 in der Tat auf 
die ungestérten Kreisbahnen zuriickkommt. Fiihren wir jetzt EX, n*, Jk 
in (11) ein und entwickeln wie iiblich alles nach 4, so haben wir in 
jeder Naherung drei Funktionen §;, A;, B; willkirlich, die wir so 
bestimmen kénnen, daf unsere Forderungen erfiillt sind. 

Es werden z. B. die Koeffizienten von 4 und A? 


OH, (08 oB oA , 
S58 Gur ee a) PeAayot mg s* Din tacos a (1 Oe) 


pee oe ae , 0 Ag OB, 
PPerndet tad wed By) + 7* (bo +0, By + 2¢, By +a, A,) ( (15,) 


0? Ay (= 0 By wOAr\ (08, 
talaeags ae eae sua) sa ea 
Durch Nullsetzen der Faktoren von &* und 7* in (15,) erhalten wir 
die Bestimmungsgleichungen fiir A, und B, 


Se et + a, = 0; re mc + b, = 0, (16) 


0 Ay ‘ : ‘ 
wobei —,- eo Vv, gesetzt ist. Da a, und 6, nach Voraussetzung rein 


periodische Funktionen der w, sind, so sind die Beziehungen (16) 
genau von demselben Typus, wie sie immer in der Stérungstheorie 

vorkommen, und gestatten also die Berechnung von A, und B;. Dabei 

bleibt noch in jedem Fall eine additive Konstante, d. h. Funktion der 
% allein willkiirlich, so da8 wir etwa 


A, = A,ot Ai, By = Biot B, (17) 
setzen kénnen, wo A;,9 und B,, rein _periodisch und durch (16) be- 
stimmt sind, wahrend die Konstanten A, und B, noch zu unserer Ver- 
fiigung stehen. Dieser Punkt ist fiir die Fortsetzbarkeit des Ver- 
fahrens wesentlich. eet 

Aus den von §* und »* freien Gliedern lassen sich wie sonst 


W, und S, als Funktionen der Ji und wz berechnen, so daB sie fiir 
die nachste Naherung bekannt sind. 
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In 2. Naherung erhalten wir durch Nullsetzen der Koeffizienten 
von ¥ und »* in (15,) unter Beriicksichtigung von (17) 


eH, os 
=" nT oa OF rege + ay + (Ai,0 + Ai) (4 + 2¢,) | 
+ d; (Bio + B,) a)! 
) Biche r1TS) 
OA, , 2 69H, 08,04, 2b, ( 
v? 2 0 Di 
= "Owe | WN OIEOTT Ow, Ow t bs + (Ai,0 + Ai) ds | 
+ (b; + 2e,) (Bi, o+B,) = 0. | 


Jetzt bestimmen wir A, und B, derart, daB der Mittelwert der linken 
Seiten verschwindet, d. h. aus den linearen inhomogenen Gleichungen: 


— 0H, OS,0B 
578 oF a Don FG + Aso (4, +201) + Bio dy 


+ A; (a, + 2¢,)+ B, A, = 0, 


(19) 


02H, 0S,04, 
kb CIE OS 0 UE Ou, 


+ by + A1,0 dy + Bi, o(b; + 2e,) 
+4h4+B,G+24)=0, J 


(der Querstrich bedeute stets die Mittelung iiber w,...w,—1). Damit 
haben dann die Gleichungen (18) denselben Charakter wie (16) usw. 


Man sieht unmittelbar, wie sich das Verfahren fortsetzt, und 
da8 in jeder Naherung alle Operationen ausfiihrbar sind. , 


Die Beschrankung auf ein Variablenpaar £7 ist offensichtlich 
nebensachlich. Es geht alles auch fiir beliebig viele, genau wie hier 
gezeigt, ohne daB irgendwelche Komplikationen auftreten, wenn man 
als Branstormationsfanktan den Ausdruck 


S = Siw + So + poe gnt + Sa B— Sint a! 


benutzt. 

Wir hatten ferner zunichst vorausgesetzt, daB der Mittelwert der 
Koeffizienten von &, 7 in der Stérungsfunktion 1. Ordnung verschwindet, 
damit die Gleichungen (16) integrierbar werden. Die Behandlung 
von (18) zeigt unmittelbar, wie zu verfahren ist, wenn diese Bedingung 
nicht erfiillt ist. Man mu8 dann die Entwicklung von A und B nicht 

- mit einem 4 proportionalen Glied, sondern einem von 4 unabhingigen 
konstanten Term beginnen lassen: 


A= Ay + 2(As,0+ Ar) + # (42,04 Ad) +005 
B= By + 4 (Bi, 0+ By) + 49(Bo,o + Be) + °° 
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Hiermit wird aus (15,) und (16) 


0H, (0 Sy ‘ OBiyo 0 Ai,o 
Saar Pa me pipe) OW; m OW, 
+ (n* + Bo) b, + ¢, (€* + Ao)? + (E* + Ay) (y* ++ Bo) 
+ e,(* + Bo)? +-::, 
St et $26, do bBo + = 0, 


) + (&* + Ao) a es 2) 


a (16a) 

St 284 by + dy dy + 24, Bo + — 0 | 

Wk 

Die A, und By, sind zwar von 4 unabhingig, werden aber trotzdem 
in allen praktischen Fallen klein sein, da sie von der GréfSenordnung 
der Exzentrizititen sind. Begniigt man sich, die Quadrate der letz- 
teren mitzunehmen, was praktisch wohl meistens ausreicht (theoretisch 
kann man natiirlich auch noch die héheren beriicksichtigen), so sind 
die Gleichungen (16a) genau von demselben Typus wie (18) und auf 
dieselbe Weise zu behandeln. Dabei treten, wie aus (15,a) hervorgeht; 
schon in 1. Naherung in der Energie eine Reihe neuer Terme auf. 

Dies Ergebnis ist in verschiedener Hinsicht interessant und sei 
deshalb noch einmal hervorgehoben. 

Haben die linearen Glieder in H, den Mittelwert 0, so schlieBt 
sich die betreffende periodische Lésung vollkommen an die Kreisbahn 
an, d. h, sie geht fiir 4 = 0 in sie iiber [vgl. (14)]. Ferner geniigt 
es, fiir die Energie in 1. Niherung mit Kreisbahnen zu rechnen, fir 
die 2. sind die linearen Glieder mitzunehmen, fiir die 3. die qua- 
dratischen usw. 

Ist der Mittelwert dagegen von 0 verschieden, so gibt es keine 
periodischen Liésungen, die direkt aus der Kreisbahn hervorgehen, 
sondern es ist bereits als ungestérte Bewegung eine Ellipse anzunehmen, 
und zwar eine solche mit ganz bestimmter von A, d.h. den stérenden 
Kraften, unabhangiger Exzentrizitit, die sich zwangsliufig aus dem 
Verfahren ergibt [Bestimmung von A, und By aus (16a)|. Wie an 
anderer Stelle an einem Beispiel gezeigt werden soll, ist dieses 
Resultat auch physikalisch einleuchtend. Man mu8 dabei von Anfang 
an alle Glieder in £,y4 mitnehmen, die man zu beriicksichtigen wiinscht, 
und zwar wesentlich mindestens die quadratischen, da ohne sie die 
periodische Liésung gar nicht zustande kommen kann. 

Nachdem einmal die Transformation auf die neuen Variablen 
vorgenommen ist, lassen sich alle weiteren Fragen beziiglich der 
Stabilitiét und der Bewegungen in der Umgebung der periodischen 
Lésungen ebenfalls erledigen. Es ist jetzt die Methode der kleinen 
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Schwingungen um einen stationiiren Bewegungszustand (Equations 
aux variations), die Poincaré in Bd.I, Kap.IV seiner ,Methodes 
nouvelles“ entwickelt, bis ins einzelne anwendbar. 

Ferner kann der Fall eintreten, da8 auSer der Grenzentartune 
noch eine weitere Entartung in einem der in § 1 besprochenen Sinne 
zwischen den w,...w,—, hinzukommt. Dies verursacht jedoch nicht 
mehr die geringste Schwierigkeit. Es sind ja sowohl in den &, y- 
Gliedern, wie in den von ihnen freien stets die gleichen Kombinationen 


os CA "ia: é 
>} ve Gee. und Ba cae die in gleicher Weise auftreten und dem- 
k Wk k Wk 


nach gleichzeitig entarten. Da nun die &, -Glieder, wie wir gesehen 
haben, ganz getrennt fiir sich zu behandeln sind, so kann man fir 
die iibrigen nach Born und Pauli bzw. Bohlin verfahren, und fiihrt 
man die entsprechenden Transformationen fiir die J; aus, so haben 
sie in den Bestimmungsgleichungen fiir A; und B; denselben Erfolg, 
wie in denen fiir S; und W;. 

Im Falle eigentlicher Entartung hat man also, wie bei Born und 
Pauli, lc. 5. 150ff. beschrieben, auch die Bestimmung von A; und B; 
sukzessive jedesmal in zwei bzw. drei Schritten auszufiihren, derart, da8B in 
der i-ten Naherung 4; als Funktion der nicht ausgearteten Winkelvariablen, 
A;—, als Funktion der ausgearteten, und die Konstante A;—1 als ein 
Mittelwert iiber alle Variable zu bestimmen ist. Da man eine solche 
_Konstante bereits in der 1. Naherung zur Verfiigung hat, so ist das 
Verfahren von Anfang an durchfiihrbar und hangt nur von der Inte- 
gration der sdkularen Stérungen der J; und w, ab. 

Noch einfacher sind die Verhaltnisse bei der zufalligen Entartung. 
Man bestimme die Werte der Phasenkonstanten w!...w%_, durch die 


Gleichungen Bae Tae 
ve 0 Hi, Oh pet 


OWs41 


0 Hh, 0 


0 Wr—1 


pe = 0, 

wobei die Mittelung nur iiber die w,...w, zu erstrecken ist. Diese 
Werte sind iiberall, also auch in (16) und (19), einzufiihren und 
weiterhin als konstante Parameter zu behandeln. Um die Phasen- 
beziehungen festzulegen, braucht man sich um die &, 4-Koor- 
dinaten iiberhaupt nicht zu kiimmern. Das Storungsverfahren 
liefert alles weitere automatisch. 

Durch das obige Verfahren ist zugleich ein direkter Existenz- 
beweis fiir die periodischen Lésungen erster Art von Poincaré er- 
pracht, da alle Reihen konvergieren, sofern nur ein Variablenpaar J, w 
auftritt. Fiir die allgemeineren Falle ist es natiirlich nicht véllig 
streng, da dann die Reihen bekanntlich divergent werden, aber es 


330 L.Nordheim, Zur Behandlung entarteter Systeme in der Stérungsrechnung. 


besitzt den Grad von Genauigkeit und Beweiskraft, wie er den 
astronomischen Methoden iiberhaupt innewohnt. Ferner méchte ich 
annehmen, daB diese Methode der Einfiihruag von Variablen, die fiir 
bestimmte Werte der Integrationskonstanten konstant bleiben, sich noch 
wesentlich allgemeiner anwenden 148t und auch fiir die anderen Arten 
von periodischen Lésungen von Bedeutung ist. Einen Schritt in dieser 
Richtung bildet bereits die Behandlung der Systeme, in denen der 
Mittelwert der linearen Glieder in &, 7 nicht verschwindet, da sich hier 
die periodische Lésung an Ellipsenbahnen anschlieBt. 

Es 1’8t sich jetzt auch das Verhiltnis dieser Betrachtungen zur 
Quantentheorie genauer tibersehen. Die Abtrennung der &, y-Variablen 
wirkt wie eine Art Separation. Die Lésung §* = 0, 7* = 0 gilt fiir 
ganz beliebige Werte der iibrigen Variablen, so da diese zunachst 
fiir sich zu quanteln sind. Die Bewegung der r-ten Koordinate wird 
durch die Variationsgleichungen beschrieben und ist in 1. Naherung 
(d. h. natiirlich nur, wenn sie stabil ist) eine kleine Schwingung. Da 
diese aber im ungestérten System das Quantum 0 hat, also nicht an- 
geregt ist, so gilt dasselbe wegen des Adiabatensatzes auch im ge- 
stérten. Die Quantentheorie erzwingt also hier wie bei der Bo hlinschen 
Methode. den einfachsten Bewegungstypus. Dabei sind stets durchaus 
ebensoviel Quantenbedingungen wie Freiheitsgrade vorhanden, wenn 
auch die zu:den &, 1 gehérigen nicht explizite in Erscheinung treten. 

Mit den hier gegebenen Uberlegungen diirften zusammen mit den 
Arbeiten von Born und Pauli und Born und Heisenberg alle 
wesentlichen Fille erschépft sein, in denen eine Einfiihrung von 
Winkelvariablen in sukzessiver Naherung nach Potenzen eines Para- 
meters méglich ist. Es seien deshalb noch einmal die méglichen 
Entartungen mit den Methoden zu ihrer Behandlung zusammengestellt. 

I. Higentliche Entartung: Im ungestirten System bestehen 
lineare Beziehungen zwischen den Frequenzen identisch fiir alle Werte 
der J; Methode der saikularen Stérungen. 

Il. Zufallige Entartung: Es besteht eine lineare Beziehung 
gerade fiir-die Ausgangswerte der Jy Bohlinsche Methode. 

Il. Grenzentartung: Einige J, nehmen die Grenzwerte einer 
Realitétsbedingung an, die entsprechenden w; werden geometrisch 
unbestimmt. Methode der periodischen Liésungen. 

Diese drei Fille kénnen sich noch in beliebiger Weise kombinieren, 
was jedoch keine neuen Schwierigkeiten verursacht. 

Zum Schlu8 méchte ich Herrn Prof. Born fir sein freundliches - 
Interesse meinen herzlichsten Dank aussprechen. ‘ 


= 
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Das Quantenaquivalent bei der lichtelektrischen Leitung. 
Von B. Gudden und R. Pohl in Gittingen. 
Mit elf Abbildungen. (Hingegangen am 14. Juli 1923.) 


§ 1. Bei der lichtelektrischen Wirkung an festen und fliissigen 
Kérpern hangt sowohl die Energie wie die Zahl der pro Calorie 
absorbierter Lichtenergie ausgelésten Elektronen von der Frequenz 
des Lichtes ab. 

Die Energie der Elektronen erreicht bei der Absorption der 
Lichtfrequenz v im Héchstfalle den Betrag des Planckschen Energie- 
quantums hv: So hat Einstein!) Lenards ,bahnbrechende Arbeit“ 
tiber die Energie der lichtelektrisch ausgelisten Elektronen und ihre 
ratselhafte Unabhangigkeit von der Lichtintensitit®) gedeutet. Zahl- 
reiche experimentelle Untersuchungen haben der LHinsteinschen 
Deutung recht gegeben: Bei allen Versuchen erfiillen die beobachteten 
Energien der lichtelektrisch ausgelisten Elektronen den Bereich zwischen 
Null und dem Planckschen hv. 

Wie dagegen die Zahl der vom Licht ausgelésten Elektronen von 
der Frequenz des Lichtes abhangt, ist noch véllig unklar. Allerdings 
liegt es nahe, fiir diese Zahl das ,Quantenaquivalent“ zu fordern, 


dak... == \ Elektronen fiir die absorbierte Lichtenergie q. 


Die Beobachtungen geben im Héchstfalle selbst bei den groBen 
Ausbeuten des selektiven Photoeffekts nur 3 Proz. des Quanten- 
iquivalentes*). Das bedeutet aber an sich noch keinen Widerspruch. 
Denn es ist immer wieder mit Nachdruck darauf hingewiesen worden, 
da8 die tiblichen Beobachtungsverfahren keineswegs die Zahl der vom 
Licht abgespaltenen Elektronen ergeben‘). Man erhalt nur die 
Zahl derer, die durch die Oberflache entweithen kénnen. Diese 
Zahl hangt aber in gréB8tem Mafe von der Eindringungstiefe des 
Lichtes und von physikalischen Bedingungen an der Oberfliche ab, 
deren man bisher trotz aller Versuche nicht Herr geworden ist. 

Viel schwerwiegender als die mangelnde Ubereinstimmung der 
Aquivalentvoraussage mit den bisherigen Experimenten scheint uns 


1) A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 17, 132, 1905, § 8. 

2) P. Lenard, ebenda (4) 8, 149, 1902, § 25. 

3) R. Pohl u. P. Pringsheim, Die lichtelektrischen Erscheinungen, Braun- 
schweig, Friedr. Vieweg & Sohn, 1914, 8S, 94. 

*) Z. B. ebenda, 8. 24, 98. 
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der grundsitzliche Einwand, daB diese Voraussage drei unbewiesene 
Voraussetzungen enthilt. Diese Voraussetzungen sind: 

1. Jeder hv-AbsorptionsprozeB liefert wirklich ein Elektron. 

2. Der Proze8 liefert nur ein Elektron, statt seine Energie auf 
mehrere Elektronen zu verteilen. 

3. Die experimentell beobachtete Verteilung der Energien auf 
alle Werte zwischen Null und hy ist nur auf solche sekundaéren Vor- 
giinge zuriickzufiihren, die nicht ihrerseits Elektronen liefern. 

Bei dieser Sachlage ist es notwendig, die Frage nach dem 
Qnanteniquivalent bei der lichtelektrischen Wirkung in festen und 
fliissigen Kérpern experimentell zur Entscheidung zu bringen. 

Eine solche Entscheidung war nicht méglich, solange nicht die 
oben genannten unklaren Bedingungen an der Oberflache aus- 
geschaltet waren. Der Wunsch, uns von diesen frei zu machen, hat uns 
vor drei Jahren veranlaBt, die lichtelektrische Wirkung nicht mehr 
an der Oberfliche fester und fliissiger Korper, sondern im Innern 
von Kristallen zu untersuchen !). 

Diese Versuche haben uns auf Umwegen zu den einfachen Er- 
scheinungen der lichtelektrischen Leitung gefihrt. Dabei hat 
sich gezeigt, daB fiir die lichtelektrische Leitung in einem bestimmten 
Frequenzbereich das Quantenaquivalentgesetz wirklich erfillt ist. Wir 
haben schon mehrfach auf die Tatsache hingewiesen?), jedoch bisher 
kein Beobachtungsmaterial veréffentlicht, auf das sich unsere Aus- 
sage sttitzt. 

Der Grund unseres Zégerns war der, daB unsere Messungen durch 
die Kleinheit der wenigen uns verfiigbaren Kristalle beeintrachtigt 
waren, und wir hofften, im Besitz gréSerer Kristalle bessere Messungen 
vorlegen zu kénnen. Diese Hoffnung hat sich bisher nicht erfiillt. 
Unsere Versuche, das erforderliche reine Kristallmaterial synthetisch 
zu ziichten, kommen nicht recht vom Fleck. Wir haben uns daher 
entschlossen, bei der Wichtigkeit, die dem Quanteniquivalentsatz zu- 
kommt, unsere Zahlen in der jetzigen Form vorzulegen. 


§ 2. Wir diirfen als bekannt voraussetzen, daB8 der gesamte licht- 
elektrische Strom sich in zwei Bestandteile zerlegen lat: 1. den 
Primarstrom, der die Wanderung der unmittelbar vom Licht abge- 
spaltenen Trager darstellt, 2. den Sekundarstrom, dessen Ursache man 


1) B. Gudden u. R. Pohl, ZS. f. Phys. 1, 365, 1920, § 9. 
*) B. Gudden u. R. Pohl, Phys. ZS. 22, 529, 1921, § 10; ZS. f. techn. Phys. 
8, 199, 1922. 
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kurz als eine Anderung des spezifischen Widerstandes bezeichnen 
kann). 

Um die Giiltigkeit des Quanteniquivalentsatzes zu priifen, ist es 
notwendig, fiir méglichst reine und einheitliche Kristalle die Sattigungs- 
werte des lichtelektrischen Primirstromes, bezogen auf gleiche ab- 
sorbierte Lichtenergie, in Abhangigkeit von der Lichtfrequenz zu 
untersuchen. Diese Aufgabe wire sehr einfach, wenn nicht die 
Sonderbedingung hinzukame, da die Messungen in Gebieten schwacher 
optischer Absorption ausgefiihrt werden miissen. Denn in Gebieten 
starker optischer Absorption versagen die Methoden der lichtelektrischen 
Leitung. 

Die Lésung der Aufgabe erfolgt in drei Schritten: 

1. wird fiir eine beliebige Spannung die spektrale Verteilung 
des Primarstromes fiir gleiche auffallende Lichtintensitét ermittelt; 

2. wird fiir eine giinstig gelegene Wellenlinge die pro cal auf- 
fallender Lichtenergie im gesattigten Primarstrom bewegte Elektrizitats- 
menge in Coulomb ermittelt; 

3. wird die spektrale Verteilung der Lichtabsorption gemessen. 

Daf wir die spektrale Verteilung nicht unmittelbar bei Sattigung 
im absoluten Mafe messen, hat praktische Griinde. Die hohen 
Sattigungsfeldstarken gefahrden das wertvolle Kristallmaterial. Absolute 
Messungen stellen Anforderungen an die Konstanz und Intensitaét der 
Lichtquelle, die nur fiir wenige Wellenlangen erfiillt sind. 

Dem von uns gewahlten Weg liegen zwei Voraussetzungen zu- 
grunde: 

1. Die Sattigungskurve des Primirstromes ist von der Licht- 
frequenz unabhingig, man erhalt fiir jede Spannung die gleiche 
spektrale Verteilung. ; 

2. Der Primarstrom ist fiir jede Spannung, nicht nur fiir die 
der Sattigung, der Lichtintensitét proportional. Es ist daher zulassig, 
bei jeder Lichtintensitét und Spannung das Verhaltnis Coul./cal fiir 
verschiedene Lichtfrequenzen zu bilden. 

Bei der grundsitzlichen Wichtigkeit dieser beiden Tatsachen ?) 
halten wir es fiir notwendig, sie noch durch einige neuere Messungen 


1) B. Gudden u. R. Pohl, ZS. f. Phys. 6, 248, 1921; 16, 170, 1923. 

2) Beobachter, die den lichtelektrischen Sekundarstrom untersuchen, 
finden im Gegensatz zum Primarstrom starke Abhangigkeit der spektralen Ver- 
teilung von der benutzten Spannung und Lichtintensitat. Sie suchen sich haufig 
dadurch zu helfen, da& sie die Stréme bei gleicher auffallender Lichtenergie 
yverschiedener Frequenzen vergleichen. Unseres Erachtens lassen sie dabei auBer 
acht, daB es lediglich auf die riumliche Dichte der absorbierten Lichtenergie 
ankommt. 
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zu belegen. Daza bringen wir in Fig. 1 und 2 Messungen an Zinkblende. 
— Fig. 1 vergleicht die Sattigungskurve bei zwei etwa symmetrisch 
zum Maximum gelegenen Wellenlangen. 2 = 436mp wird beim 
Durchgang durch 1mm nar auf 88 Proz. geschwacht, 4 = 334mu 
dagegen auf rund 10. Die Lichtintensitaten sind so abgeglichen, dab 
fiir eine mittlere Spannung der Prim&rstrom identisch ist. Es wird 
dann umschichtig mit beiden Wellenlingen belichtet und dabei die 
Spannung stufenweise vergréBert und verkleinert. Die Uberein- 
stimmung der Primirstréme bleibt bei allen Spannungen erhalten. 
Der Wechsel der Wellenlangen erfolgte im Doppelmonochromator ') 
durch Verschiebung des Mittelspaltes, wahrend alles iibrige stehen blieb. 


Fig. 2 zeigt die Energie- 

et proportionalitat auch fiir eine 
. Diamant und Zinkblende 

durchgefiihrt. Die Messungen 


V 600 00 7200 Woo %m Diamant bringen wir in 


7 spanniing in Vol? den §§ 3 bis 5, die am ZnS 


Fig.1. Zinkblende. Gleichheit der Sattigungs- in S§ 6 und 7. KEtliche Mes- 
kurve fir eine schwach (436mm) und eine 


stark (334m) absorbierte Wellenlange. 


Spannung unterhalb der Sat- 
tigung und bedarf keiner 
niheren Erlauterung. 

Die eigentlichen Mes- 
sungen iiber das Quanten- 
aquivalent haben wir an 


sungen an Zinnober, die das 
Quantenaquivalent stiitzen, 
aber nicht so wie die am Diamant und am ZnS beweisen, bringen 
wir in einer gesonderten Mitteilung in anderem .Zusamménhang. 


§ 3. Messungen am Diamant. Fiir unseren besten Kristall, 
den wir bereits 1920 ‘als Nr. 1 untersucht haben2), liegen nunmehr 
drei verschiedene Untersuchungen der spektralen Verteilung, bezogen 
anf auffallende Lichtenergie, vor. 


I. Unsere erste im Querfeld 1920 im Bereich von 254 bis 578 mu 8). 
Il. Eine von F. Miiller im Querfeld 1922 im Bereich von 
186 bis 436 mu. 


III. Kine neue von uns im Langsfeld im Bereich von 214 bis 578 mu. 

1) H. Lehmann, Ann. d. Phys. (4) 5, 633, 1901, Fig.1. G@. Rudert, 
ebenda 31, 559, 1910, Fig, 3. Diese Arbeiten sind offenbar von P. H. van Citter t, 
Physica 8, 181, 1923, tibersehen worden. 


*) B. Gudden u. R. Pohl, ZS. £. Phys. 8, 123, 1920, Fig. 1. 
5) B. Gudden u. R. Pohl, ZS. f. techn. Phys. 8, 199, 1922. 
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Fig.3a. Diamant im Langsfeld, mit 
Kanadabalsam in eine Bernsteinplatte 
zwischen Wasserelektroden eingekittet. 
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- Fig. 3b. Diamant im Querfeld 
zwischen Metallelektroden. 
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Fig. 3. Diamant. 1,02mm dick. Spektrale Verteilung des auf auffallende 
Lichtenergie bezogenen Primarstromes. 


+ Reihe I, 1920. > Reihe II, 1922, (© Reihe II, 1923, 
Qa 
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Die Ergebnisse der drei Untersuchungen sind in Fig. 3 vereinigt 
wiedergegeben. Die OrdinatenmaSstibe sind dabei passend gewahlt. 

Die Ubereinstimmung in der relativen Lage der Punkte ist 
zwischen 226mm und 436myu durchaus befriedigend. Merkliche Ab- 
weichungen bestehen bei den ganz kurzen und den ganz langen 
Wellen. Da jedoch die Reihen I und IL mit einfacher, IJ mit 
doppelter spektraler Zerlegung durehgemessen sind, ferner auch die 
Feldverteilung im Langsfeld mit Wasserkontakten (vgl. Fig. 3a) zu- 
verlassiger ist, als bei den immerhin unsicheren Metallkontakten 
im Querfeld, geben wir den Ergebnissen der Reihe III den Vorzug. 
Fiir unsere Fragestellung sind iiberdies die betreffenden Spektral- 
gebiete ohne Belang. Daf endlich Reihe I bei 254mu bis 300mu 
etwas kleinere Werte zeigt, mag mit dem ungiinstigen Einfallswinkel 
des Lichtes (45° vgl. Fig.3b) an dem damals noch nicht kisten- 
formig geschnittenen Kristall zusammenhangen. 

Selbst im roten Licht A >620mwu ist der Diamant noch licht- 
elektrisch erregbar, doch ist bei monochromatischer Belichtung 
die Wirkung galvanometrisch nicht mehr quantitativ faBbar. 

Als Lichtquelle dienten neben der Hg-Lampe Funken von Cd, Al, 
Zn und Ca. Bei der Messung im Lingsfeld wurde mit rotem Licht 
tiberlagert, um die Ausbildung von positiven Raumladungen zu ver- 
hindern und den positiven Anteil des Primarstromes mit zu messen }). 

Sehr bemerkenswert und fiir unsere Fragestellung besonders 
giinstig ist der langsame, tiber mehr als eine volle Oktave sich er- 
streckende Anstieg der lichtelektrischen Ausbeute am Diamanten. 


§ 4. Nach dieser Bestimmung der spektralen Verteilung unter- 
halb der Sattigungsspannung kommt nun der zweite Schritt: Messung 
des Sattigungswertes fiir eine giinstig gelegene Wellenlange. 

Ks ist zu Absolutbestimmungen nétig, den Kristall in ein homo- 
genes monochromatisches Lichtbiindel konstanter und genau meBbarer 
Lichtenergiedichte zu bringen. Mit Funkenlicht oder Kohlebogen ist 
das nicht zu erreichen. Wolframspiraldraht- oder Wolframbogenlampen 
haben zu geringe Intensitat in den im Diamant noch gut wirksamen 
Spektralbereichen. Bleibt somit nur die Quarz-Hg-Lampe. Deren 
kurzwelligste (also beim Diamant wirksamste) Linie geniigender 
Intensitét war 313 mu. Fiir diese Wellenlange wurde die Bestimmung 
durchgefiihrt. , 

Wir bringen in Fig. 4 die zugrunde liegenden ballistischen 
Messungen ausfiihrlich, um ein Beispiel dafiir zu geben, wie auch 


1) B. Gudden u. R. Pohl, ZS. f. Phys. 16, 170, 1923, § 4. 
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am Diamant die von uns zuerst fiir Zinkblende gegebene Scheidung 
von Primar- und Sekundarstrom sich bewihrt: 

Bis zur Spannung von 1440 Volt wachsen die ballistischen Aus- 
schlige proportional der Belichtungsdauer, d.h. der Strom ist kon- 
stant; es liegt reiner Primiarstrom vor. Bei 1600 Volt dagegen wachsen 
die ballistischen Ausschlige rascher als zeitproportional, d. h. dem 
Primirstrom iiberlagert sich ein zunachst proportional der Zeit wachsender 
Sekundarstrom. Die aus den Werten der Fig. 4 ermittelte Sattigungs- 
kurve ist in Fig. 5 wiedergegeben. 

25 aa es 


" Coulornb) 


S 


g 


S 


Stohausschlag in Skalenteilen (15k. 7=32410- 


2 2 Sekunden 
Belichtungsdauer , 


Fig. 4. Diamant im Langsfeld. 1,02 mm dick, 2 = 313 mp. 


Sattigungsspannung ist rund 1500 Volt, Sattigungsfeldstarke rund 
15000 Volt/em, Sattigungsstrom 5.10-1° Amp. Die mikroskopisch 
ausgemessene belichtete Fliche des Diamanten war 2,8qmm. Die 
mit einer Thermosadule von Zeiss an der Stelle des Kristalls in einem 
homogenen Lichtbiindel von 4cm Durchmesser bestimmte  Licht- 
energiedichte war 4,75.10—‘cal/seccm?, Demnach ist die auf den 
Diamant auffallende Lichtenergie 1,33. 10—8 cal/sec 1) und die Sattigungs- 


1) Streng genommen ist es nicht gleichgiiltig, ob, wie hier, Hintritt aus Luft 
unmittelbar angenommen wird, oder wie bei der wirklichen Messung unter 
ok 
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—10 
ausbeute wird = = 0,0376 Coul./cal. Die Unsicherheit dieses 


Wertes veranschlagen wir auf etwa +10 Proz. 

Vereinigt man dies Ergebnis mit den Messungen der Fig. 3, 
so bekommt man das Bild der spektralen Verteilung, bezogen auf 
auffallende Lichtenergie, nunmehr in absolutem Mae. Man findet 
die Zahlen in der 5. Spalte der Tabelle 1 und in der unteren Kurve 


der Fig. 7 (e). 6.10-" Amp 
& as 

a? 

2,0 x 
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Fig. 5. Diamant. Aus den Werten der Fig. 4 
folgende Sattigungskurve. 
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Fig. 6. Optische Absorption des Diamanten. 
>< Messungsergebnisse von F. Peter. @ aus lichtelektrischer Leitung erschlossen. 


§ 5. Als dritter und letzter Schritt bleibt nun die Berechnung 
der absorbierten Bruchteile des auffallenden Lichtes. Die optische 
Absorption des gleichen Diamanten ist kiirzlich von F. Peter!) ge- 
messen worden. Die von ihm angegebenen Absorptionskonstanten u 
in mm~? bzw. cm—! sind in Fig. 6 wiedergegeben. Die Werte bei 
365 und 436mwu passen sich einer monotonen Kriimmung der Abe 
sorptionskurve, wie sie etwa durch die gestrichelte Kurve angegeben 


Zwischenschaltung von Quarz und Wasser; die Abweichung macht jedoch nur 
rund 5 Proz. aus und ist twiberdies im ganzen Spektrum ziemlich konstant; da 
tiberdies sehr wahrscheinlich dem infolge der Einschaltung erzielten Licht- 
gewinn in schwer schatzbarer Weise auch ein Lichtverlust durch vermehrte 
cs Aan entgegensteht, haben wir diese gg 3 unterlassen. 

\1) EF. Peter, ZS. £. Phys. 15, 358, 1923. 
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ist mar schlecht an. Die scheinbar groBen Abweichungen liegen 
jedoch in den tatsachlichen Fehlergrenzen, da es sich um Differenz- 
messungen handelt. 

Immerhin nehmen wir zunichst die Peterschen Beobachtungs- 
punkte als richtig an und berechnen die absorbierten Bruchteile des 
auffallenden Lichtes zu 


ee ae i 'p— ad +p— "ud y2o—2ud 
(lr) Le #8) (Li ren nt 4 ptm 2eay, 
: n—1\? 
wo r das Reflexionsvermégen ( ), d die Kristalldicke ist. 


n+ 1 
Wir erhalten dann folgende Tabelle 1. 


Tabelle 1. 
i oT 
In 1,02mm | Faktor zur | Im Primirstrom bewegte 
Absorptions- Schichtdicke | Umrechnung Elektrizitétsmenge pro Einheit 
Wellen- konstante absorbierter | von auffallen- | 
linge @ | Bruchteil des| der auf absor-|| auffallender absorbierter 
= (nach F.P eter) F 3 | 
auffallenden | bierte Licht- ; ; 
Lichtes 9 | energief=1/0 pecreehercie 
mu mm! Coul,/cal Coul./cal 
226 1,477 0,64 1,56 0,45 0,70 
231/2 0,678 0,485 | 2,3 0,33 0,76 
257 0,072 0,0681 14,65 0,060 0,88 
275 0,059 0,0546 | 18,3 0,051, 0,945 
313 0,039 0,0384 | 26,0 0,0376 0,98 
365 0,016 0,0158 | 63 0,022, 1,42 
405 0,013 00131 * (| ae 0,0145 1,10 
436 0,011 0,0107 | 93,5 0,0085 0,795 


Die so erhaltenen Ausbeuten fiir absorbierte Energie sind in 
Fig. 7 mit < eingetragen. Man erkennt, daB die Werte sich von 226mu 
bis 405 mw ab befriedigend einer proportional der Wellenlange an- 
steigenden Geraden anschmiegen. Die gréBten Abweichungen finden 
wir gerade bei den beiden Wellenlangen (365 mw und 436 my), deren 
Absorptionskonstante zweifellos besonders ungenau bestimmt ist. 
Fordern wir umgekehrt, daf alle Ausbeuten in Strenge auf einer 
solchen Geraden (+) liegen (226 mu ausgenommen) und berechnen nun 
umgekehrt aus dieser Forderung die Absorptionskonstanten, so er- 
halten wir die in Fig. 6 durch Punkte e gekennzeichneten Werte. 
Offenbar haben diese Werte nach Lage der Kurve sehr viel mehr 
Wabrscheinlichkeit fiir sich. Unsere Auffassung, da die auf absor- 
bierte Lichtenergie bezogenen Ausbeuten proportional der Wellen- 
lange wachsen, wird damit zur praktischen Gewibheit. 

Berechnet man aus der Neigung der Geraden den Wert fir das 
Plancksche h, so findet man 6,8.10— erg sec. Also eine Uber- 
einstimmung, die vollauf befriedigen mu. 


Sdttigungsausbeute. 
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§6. Messungen am Zn8. Vielleicht nicht die gleiche Beweis- 
kraft wie die Messungen am Diamanten haben unsere Untersuchungen 
an Zinkblende, da der Gang der Absorption sich nur iiber das 
Frequenzintervall 4:5 gegeniiber 1:2 beim Diamanten erstreckt. 
Dafiir bestand aber bei Zinkblende der Vorteil, mehr Material unter- 
suchen und vergleichen zu kénnen. 

Unsere besten Stiicke waren zwei klar durchsichtige Platten von 
0,60 und 1,015mm Dicke und rund 10qmm natzbarer Flache; die 
Platten waren aus dem gleichen einheitlichen Kristall geschnitten und 
beiderseits poliert. Sie hatten etwa den Farbton schweren, noch nicht 
gelben Flintglases. 


ze 

Coul lb 

Calorie SS 
4,5 r 


bezogen Uf auiffallende 


Lichtenergie (chichtdicke 402mm) 
400 450 500 


200 250 350 
Wellenlange in mp 


Fig. 7. Diamant. 


Die spektrale Verteilung der lichtelektrischen Ausbeute fiir auf- 
fallendes Licht wurde im Lingsfeld wieder mit iiberlagerndem roten Licht 
gemessen. Die Platten waren mit Kanadabalsam auf Bernsteintrager 
gekittet; Wasserelektroden und Quarzfenster wie beim Diamanten. 

Die Wellenlingen 313, 334, 365, 405, 436, 546mu wurden im 
doppelt zerlegten Licht einer Hg-Lampe untersucht, auBerdem der 
Wellenbereich 410 bis 490mu im kontinuierlichen Spektrum einer 
Wolframspiraldrahtlampe bei Zerlegung mit einem lichtstarken Drei- 
prismenapparat von Steinheil. Unterhalb von 410 mu reichte die 
Lichtenergie nicht mehr aus. Oberhalb von 490mu ist die Licht- 
absorption der Zinkblende schon zu gering. Die Beobachtungspunkte 
lagen in je rund 2mu Abstand. Trotzdem waren keine Selektivititen 


“4 
a ee 


. 
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gu erkennen. In Fig.8 sind nur die Mittelwerte von 10 zu 10mu 
als e eingetragen., 

Verglichen mit dem Diamant, haben wir in Fig.8 einen viel 
schmaleren Empfindlichkeitsbereich und ein breiteres Maximum. Auch 
Zinkblende ist von rotem Licht (A>620mu) noch erregbar, jedoch 
in geringerem Ma8 als Diamant, trotz der viel langwelligeren Lage 
der Eigenabsorption. 

Die Bestimmung des uns hier unwichtigen Beobachtungspunktes 
bei 4 = 334mu ist aus technischen Griinden recht unsicher und 
wahrscheinlich zu hoch. 

Die absolute Sattigungsausbeute wurde fiir 436 my bestimmt und 
ergab 0,11 Coul./cal mit einer Unsicherheit von -++ 10 Proz. 

$7. Der letzte Schritt war die Bestimmung der optischen Ab- 
sorption. Sie vereinfachte sich in diesem Fall gegeniiber der Be- 
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Fig. 8. Zinkblende, 0,60cm dick. © Hg-Linien, e kontinuierliches Spektrum. 


- stimmung am Diamant, weil das gleiche Material in zwei Schicht- 


dicken vorlag (0,60 und 1,015mm). Das Verhiltnis der durchgelassenen 
Lichtenergien lieferte also unmittelbar e—“@:95—°.6 und daraus uw in 
mm-+. Fiir die Hg-Linien 365, 405 und 436muw lieB sich mittels 
einer lichtelektrischen Zelle das Verhaltnis und somit u mit aus- 
reichender Genauigkeit bestimmen. Kurzwelligere Hg-Linien werden 


nicht mebr durch die vorliegenden Schichtdicken hindurchgelassen, fiir 
laingere Wellen > 436 mu steht nur die Wolframlampe als geniigend 


konstant zur Verfiigung. Ihre Intensit&t ist jedoch in diesem Spektral- 


_ bereich schon so gering, da8 trotz Haufung der Beobachtungen die 


Genauigkeit nicht auf mehr als + 2 Proz. gebracht werden konnte. 
Wir sind daher nur in der Lage, die optische Absorption unserer 
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Zinkblende fiir langere Wellen als 436 mu ihrem allgemeinen Verlauf 
nach anzugeben. Fig. 9 zeigt die gemessenen Verhaltniswerte und 
ihren zwanglosen Ausgleich durch eine Kurve. Fiir den Verlauf der 
Absorptionskurve unterhalb 365mu wurden in folgender Weise An- 
haltspunkte gewonnen. Die ZnS-Platten wurden vor dem Spalt eines 
Hilgerschen Quarzspektrographen befestigt und dieser durch ein 
Uviolfilter mit einer Kohlenbogenlampe belichtet. Die Lage der Ab- 
sorptionskante wurde dann auf der photographischen Platte fiir ver- 
schiedene Schichtdicken!) und Intensitiiten ausgemessen. In dem in 
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Fig. 9. Verhaltnis der durch zwei Zinkblendeplatten von 0,60 und 1,015 mm 
Dicke durchgelassenen Lichtenergien. 


Wellenlange Verhiltnis 


365m. . . 0,645 

C Hg-Lampe. 405 "> aan 885 ® Wolframbogenlampe. 
436, .. . 0,943 
oR ee Oe Re 


Frage kommenden Bereich von 350 bis 365mm war sowohl Licht- 
intensitét wie Plattenempfindlichkeit in erster Naherung konstant, und 
die Beobachtung der Wellenlingen, fiir die jeweils die Schwarzung 
der Platte unmerklich wurde, lieferte bei verschiedener Schichtdicke 
unmittelbar das Verhiltnis der Absorptionskonstanten und bei ver- 
schiedener Lichtintensitit die Differenz der Absorptionskonstanten. — 
Ausgehend von der bekannten Absorptionskonstante bei 365 mu, 
konnte auf diese Weise der Verlauf bis 350 mu geniigend genau 


1) An der Platte von 0,60mm war durch eine Spaltung am Rand noch 
eine Stufe von 0,315mm Dicke; durch Deere beider Platten stand noch 
1,6mm zur Verfiigung. 
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ermittelt werden. Die so ermittelten Absorptionskonstanten sind in 
Vig. 10 wiedergegeben. 

Um aus den bekannten Absorptionskonstanten die absorbierten 
Bruchteile des auffallenden Lichtes zu berechnen, ist die Kenntnis 
der Brechungsexponenten nétig. Wir entnahmen sie Messungen von 
M. Mell}), die uns Prof. O. Weigel, Marburg, freundlichst schon vor 
der Veréffentlichung zur Verfiigung stellte. Da es uns nur auf die 
beiden ersten Dezimalen ankam, war eine Extrapolation bis 365 mu 
unbedenklich. Die in der gleichen Arbeit angegebenen qualitativen 
Absorptionsmessungen waren dagegen fiir uns nicht verwendbar, da 
Fri. Mell wesentlich weniger reine Kristalle als unsere untersucht 
hat. Denn es berechnet sich beispielsweise aus den Angaben Fr. 
Mells fir 436mu eine rund fiinfmal gréBere Absorptionskonstante, 
als wir sie bei unseren besten Stiicken haben. Das hindert aber nicht 
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Fig. 10. Optische Absorption der Zinkblende. 
Die Punkte e sind riickwarts aus der lichtelektrischen Leitung erschlossen. 


die Verwendung der gemessenen Brechungsindizes, da diese durch 
derartige Verunreinigungen erfahrungsgema& erst in der 3. oder gar 
4, Dezimale beeinfluBt werden. | 

Unter Benutzung der genannten Zahlen kommen wir jetzt zur 
Tabelle 2, soweit ihre Zahlen nicht schrag gedruckt sind. 

Fir die Wellenlingen 405 und 436 mu, deren schwache Absorption 
noch zuverlissig meBbar ist, finden wir einen h-Wert, der nur 5 Proz. 
von dem richtigen abweicht. Die weit stirker absorbierte Wellen-_ 
linge 365 mu liefert einen sichtlich zu hohen Wert. Wir befinden 


1) ZS. f. Phys. 16, 229, 1923. 
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Tabelle 2. 


i ay, || Im Primirstrom bewegte 
| | Senicnédicke | Umrechnung || Elektrizititsmenge | 
Wellen-| Absorptions-| absorbierter | von auffallen-| po oe oe toe aa 
linge A| konstante | Bruchteil des | der auf absor- | auffallender | absorbierter pire 
auffallenden | bierte Licht- : ie: 
| Lichtes? [energie f= 1/0) es ys 
mu mma! i). mer ieee __||_ Coub/eal | _ Coul./eal _ oe 
| | | / 
334 |>10 0,77 1,30 }< 0,06 | < 0,08 — 
365 1,058 0,42 | 988. G0n: 0,40— 07] 0,95 Ze 
405 0,355 | 0,185 5,47 | 0,235 1,285 |} | 7. 10-27 
436 0,142 0,079, 12,6 0,11 1,385 | : 
450 0,073 0,042 23,8 | 0,0605 | 1,44 
460 0,034 0,020 50 0,0296 | 1,48 Fa 
470 0,014 0,008; 11,8 | 0,0128 1,51 
480 0,004, 0,0028 BOL. 0,00432 1,54 


uns schon am Anfang des Gebietes, in dem die lichtelektrische Leitung 
verschwindet. Vegl. § 9. 

Fiir die Wellenlangen gréSer als 450mu war die Absorptions- 
konstante auch durch Haufung der Beobachtungen nicht genauer zu 
messen, als die Punkte e in Fig.9 zeigen. Die verfiigbaren Schicht- 
dicken waren bei dieser schwachen Absorption zu klein. 

Deswegen haben wir umgekehrt den fiir 4 — 436 my ermittelten 
h-Wert 7.10—” benutzt, um riickwarts aus den Beobachtungen der 
lichtelektrischen Primiarstréme die Absorptionskonstanten der Zink- 
blende fiir diesen Spektralbereich zu berechnen. Diese Rechnungen 
fiihren zu den schrag gedruckten Zahlen der Tabelle 2. 

Diese Werte fiir w sind in Fig. 10 als e eingetragen und passen 
sich véllig ungezwungen den von 365 bis 436mm zuverlissig ge- 
messenen Absorptionswerten © an. Ebenso liegen sie auf der ge- 
strichelten Ausgleichskurve in Fig, 9. 

Das lichtelektrische Verfahren der Absorptionsmessung ist, wenn 
tiberhaupt anwendbar, dem optisch-photometrischen in diesen Gebieten 
schwichster Absorption offenbar weit iiberlegen. 


§ 8. Die Giiltigkeit des Quantendquivalentsatzes bei der Zink- 
blende 14Bt sich noch auf einem weiteren Wege erharten: Sie liBt 
die spektrale Verteilung, bezogen auf auffallende Lichtenergie, fiir 
Kristallplatten anderer Dicke vorher berechnen. In Fig. 11 ist das 
Ergebnis fiir 1,015 und 5mm Dicke gestrichelt eingezeichnet. Fiir 
die 1,015mm dicke Platte liegen genaue Messungen vor. Die gute 
Ubereinstimmung mit der Rechnung zeigen die Beobachtungspunkte +. 
Reine Zinkblende in 5mm dicker Schicht haben wir nur im Quer- 
feld untersuchen kénnen. Die spektrale Verteilung entsprach dabei 


=~ 
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vollig der berechneten, doch haben wir aus rein AuBerlichen tech- 
nischen Schwierigkeiten von der Messung der absoluten Werte Ab- 
stand genommen. 

Das in den §§6 und 7 mitgeteilte Beobachtungsmaterial gibt 
nur unsere vollstandigste MeBreihe an unseren beiden besten ZnS- 
Kristallen. 

Auch noch bei vier anderen Kristallen entsprechender Reinheit 
konnte, wenn auch infolge ungeeigneteren Materials mit geringerer 
Genauigkeit und teilweise ohne Absorptionsmessungen am gleichen 
Kristall, die absolute Sittigungsausbeute fiir 436mu in richtiger 
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s Fig. 11. Zinkblende. 
Sattigungsausbeute. HinfiuB der Schiehtdicke auf die Kurvenform. 


GréBenordnung bestimmt werden. Die auf absorbierte Energie um- 
gerechneten Werte ergeben 0,5 bis 1 Aquivalent. 

Wir sehen daher auch in unseren Messungen an Zinkblende den 
Beweis fiir die Giiltigkeit des Quantenaquivalentsatzes. 


§ 9. Wir finden aus den obigen Messungen, daB in Gebieten 
schwacher optischer Absorption (4<1mm~—?) jedes absorbierte Licht- 


_ quant ein Elektron zum lichtelektrischen Primarstrom liefert. In auf- 


falligem Gegensatz dazu steht der starke Abfall der Elektronen- 
ausbeute bei wachsender Lichtabsorption (u>1). Die Absorption 
steigt noch auBerordentlich weiter an, w erreicht ,metallische* Werte 
der GréBenordnung 104. In diesem ganzen Gebiet ist aber licht- 
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elektrischer Primirstrom tiberhaupt nicht mehr mit Sicherheit nach- 
weisbar. 

Die Deutung hingt unseres Erachtens aufs engste mit der Frage 
zusammen, wie das langwellige Auslaufen der optischen Absorptions- 
bande zustande kommt. Es kann sich um das asymptotische Ende 
einer Wahrscheinlichkeitskurve handeln. Es kann aber auch von den- 
jenigen Gitteratomen herriihren, die sich an Orten der stets vorhandenen 
Gitterstérungen befinden. Im letzteren Fall miiBte dies langwellige 
Ende beim mathematisch volikommenen Gitter fehlen. 

Es mag sein, da gerade solche gestérte Bindungen die Beda 
gungen liefern, unter denen ein vom Licht angehobenes Elektron von 
seinem Mutteratom vdllig frei werden und im 4uferen elektrischen 
Felde abwandern kann. 

§ 10. Zusammenfassung. Die Arbeit bringt Zahlenmaterial 
zum Quantendquivalentgesetz bei der lichtelektrischen Leitung. 

Die lineare Frequenzabhangigkeit der Elektronenausbeute wird 
beim Diamant von rund 225 bis 450mu, bei Zinkblende von 405 
bis 489 mu gepriift. 


Fir das Plancksche & wird Sheree uend 7.10—27 erg.sec 


_ gefunden. 


art 


Gottingen, L enti Institut dor Universitat, Juli 1928. 
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Notiz tuber das Gitter des Triphenylmethans. 
(Bemerkungen zur Arbeit von K. Becker und H. Rose!), 


Von H. Mark und K. Weissenberg in Berlin-Dahlem. 
(Aus dem Kaiser Wilhelm-Institut fiir Faserstoffchemie in Berlin-Dahlem.) 


Mit drei Abbildungen. (Eingegangen am 17. Mai 1923.) 


Der Befund von K. Becker und H. Rose, da sich beim Tri- 
phenylmethan drei Molekeln im Elementarkorper befinden, schien uns 
widerspruchsvoll zu sein, da aus drei gleichwertigen Bausteinen (Tri- 
phenylmethanmolekeln) ein Elementarkérper mit rhombischer Sym- 
metrie nach der Strukturtheorie nicht aufgebaut werden kann und 
die Annahme einer derartigen Ungleichwertigkeit der Molekeln durch 
nichts begriindet erschien. Ks ist auch leider in der zitierten Arbeit auf 
die Merkwiirdigkeit dieses Befundes nicht eingegangen, sondern es 
sind lediglich eine Reihe von berechneten Zahlen mitgeteilt, aber 
die experimentell erhaltenen nicht angegeben. Eine Uberpriifung 
hat in der Tat gezeigt, daS der Elementarkérper acht Molekeln 
enthalt, daB wir also das von K. Becker und H. Rose angegebene 
Gitter auch mit unseren Réntgenogrammen nicht bestatigen kénnen. 

Es mége hier darauf hingewiesen werden, da8 eine sichere 
und eindeutige Bestimmung von Identitétsperioden mit der Schicht- 
linienbeziehung nur dann méglich ist, wenn das Diagramm deutliche 
und gut vermeSbare Schichtlinien zeigt. Dies hat zur Voraussetzung, 
daB8 die gewiinschte Achse sehr genau parallel der Drehachse liegt; 
bei Perioden iiber 10 A geniigt schon eine Abweichung von etwa 
1 bis 2°, um das Diagramm véllig unentwirrbar zu machen. Es ist 
daher bei gréBeren Perioden eine sorgfaltige Einstellung des Kristall- 
splitters im Mikroskop notwendig, um fiir direkte Schichtlinienmessung — 
brauchbare Bilder zu erhalten. 

Wir haben uns zunachst reines Triphenylmethan dadurch ver- 
schafft, daB wir das kaufliche Kahibaumpraparat zweimal aus Alkohol 
umkristallisierten. Das hierbei erhaltene Produkt besaB einen Schmelz- 
punkt von 92°; seine Zusammensetzung ergab sich durch eine Elementar- 
analyse nach Pregl; es wurde daraus 


gefunden: berechnet ftir Cy Hig : ee 
C = 93,27 C = 93,44 
eS H= 6,56. 


1) K. Becker und H. Rose, ZS. f. Phys. 14, 369, 1923; vel. auch H. Mark 
und K. Weissenberg, ZS. f. Phys 16, 1, 1923. 
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In der chemischen Kristallographie von Groth?) finden sich fir 
die stabile Form folgende Angaben: Triphenylmethan, rhombisch 
pyramidal; Achsenverhiltnis a:b:¢ = 0,5716:1: 0.5867. Fir die 
Dichte finden sich Angaben von 1,017 bis 1,095. 

Wir haben nach durchgefihrter Réntgenanalyse die Dichte der 
hierzu verwendeten Kristallsplitter nach der Schwebemethode bestimmt 
und den Wert 1,05 gefunden. Um méglichst sicher zu sein, die bei 
P. Groth, 1. c., angegebene stabile Modifikation des Triphenylmethans 
vor uns zu haben, und um auch die Lage der drei Koordinatenachsen 
in den untersuchten Praparaten zwecks Kinstellung in die Drehkamera 
genau zu kennen, haben wir aus den uns 
zur Verfiigung stehenden, gut ausgebildeten 
Kristillchen solche ausgesucht, welche den 
von P. Groth in den Fig. 2655 bis 2658 
dargestellten Habitus hatten. Die Vermessung 
der Ebenenwinkel ist in Tabelle 1 enthalten, 
wobei die Grothschen Bezeichnungen ver- 
wendet wurden. Wir glauben, daraus mit 
Sicherheit schlieBen zu diirfen, daS unsere 
Untersuchungsobjekte mit der stabilen Modi- 

Fig. 1. Habitus fikation identisch waren. In Fig. 1 ist der 
uh oon atiegt Kristall aufgezeichnet, welechen wir fiir die 

Aufnahmen 1, 2a und 3a verwendeten. Es 
sind auch die Richtungen der Drehungsachsen bei diesen drei Ver- 
suchen in die Skizze eingetragen (D,, D., Ds). 


Tabelle 1. (Bezeichnungen nach P. Groth.) 


foc saad - : Mittel aus vier 
ezeichnung | Indizierung Berechneter Winkel heGhaclenvdat went 
1:6 (021) : (010) 40° 26/ 40° 50/ 
$20 (034) : (010) 66 15 66 45 
q:b (011) : (011) 60 0 59 85 
a:b (100) : (010) 90 0 90 15 


Durch drei Drehaufnahmen um die drei Achsen wurden die 
Abmessungen des Elementarkérpers mit der Schichtlinienbeziehung 
bestimmt. Zwei Diagramme sind in den Fig.2 und 3 wieder- 
gegeben; die Tabellen 2, 3 und 4 enthalten die Auswertung und die 
Bestimmung der Identitatsperioden auf den Achsen. 


1) P. Groth, Chem. Kristallographie V, S. 288. 
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Tabelle 2, 
1. Drehung um Nadelachse = c-Achse, @d = 5,67:4 = 1,54; 


n \ 2¢€ cos Periode 
1 1,16 0,201 7.67 
2 | 2,48 0,402 | 7,67 
8 } 4,32 | 0,606 7,64 
\| Mittel: 7,66 


Tabelle 3. 
2. Drehung um b-Achse. Kontrollaufnahmen zu 2. 


n | 2€ cos Ul Periode n 2¢ cos Lt Periode 
Loe) 20,33, | 0.0583 26,43 1 | 0,33 0,0588 26,43 
2 0,67 0,1175 26,22 Py 067, | pO Lins 26,22 
3 1,02 0,1775 26,05 Se) ico! 0,1772 26,06 
4 1,36 0,234 26,32 Se e386 0,234 26,33 
5 1,78 0,292 | 26,36 Sea tal 72 0,292 26,40 
6 2,15 | 0,356 | 26,00 6 le 0,351 26,32 
7 2.560 | eeOaiee | 26-18 7 2,55 0,410 26,30 
8 S02 a0; 472 me 26515 8 3,00 0,468 26,30 
ee es,56 | 0,533 | 26,00 | 9 3,48 0,524 26,40 
| | Mittel: 26,19 | Mittel: 26,31 


Mittel aus beiden Aufnahmen: 26,25. 


Tabelle 4. 3. Drehung um a@-Achse. 


n Qe cos Mt Periode 

1 0,58 | 0,1018 15,12 

Se 2 1k vist 10904 15,10 
3 1,82 0,806 15,11 

4 2,51 ~~ 0,405 15,18 
Mittel: 15,13 


Kontrollaufnahme zu 3 an einem anderen Kristallsplitter. 
d@-= 5,70%ems 
i 


n 2e cos Lt Periode n 2¢€ cos [t | Periode 
1 0,58 0,101 15,20 5 38,28 0,500 | 15,40 
2 1,19 0,205 15,05 6 4,28 0,602 15,30 
3 1,$5. * 0,308 15,06 7 5,64 0,704 15,31 
4 2,57 0,412 15,00 8 7,70 0,807 15,24 

Mittel: 15,19 
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Die Abmessungen des Elementarkérpers sind also: a = 15,16, 

b — 26,25, c= 7,661). Daraus ergibt sich das réntgenographische 

Achsenverhiltnis zu a:b:¢ = 1,152: 2: 0,584, was mit dem gonio- ~ 
metrisch gemessenen dann hinreichend iibereinstimmt, wenn man die 

‘ 

3 

§ 

7 

4 

] 

i 

7 
Fig. 2. Drehdiagramm um die ¢- Achse Fig. 5. Drehdiagramm ~ 
(Nadelachse). um die b-Achse (d = 5,70). 


c-Achse des letzteren halbiert; a:b:c = 1,1432: 2: 0,5867. Fiir die 
Zahl der Molekeln im Elementarkérper ‘erhalt man Sie 


e006 uaa — 
iat S4iniGis a = 


~ 


_ 


1) Vel hierzu M. L. Huggins, Journ. of Amer. Chem, Soc. 45, 264, wo 
fitr die Achsen ¢ = 7,66, b = 12,95 7,, @ = 7,47 angegeben wird, was mit — 
unserem Befund “tibers ‘instimmt, wenn man 2 = 1, yee =eeund Ny = 2 setzt. 
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Bemerkung 
zu der ,,Notiz tuber das Gitter des Triphenylmethans‘ 
von H. Mark und K. Weissenberg. 


Von Karl Becker und H. Rose in Berlin-Dahlem. 


(Bingegangen am 3. Juni 1923.) 


Zu vorstehender Abhandlung méchten wir folgendes bemerken. 

Betreffs des von uns?) untersuchten Triphenylmethans miissen 
zur Klarung dieser Unstimmigkeit noch systematische Untersuchungen 
ausgefiihrt werden, welche wir demnichst vornehmen werden. Wir 
haben seinerzeit in drei Aufnahmen den Wert 6,85 A als Parameter 
der c-Achse bestimmt (Drehung des Kristalls um die Lingsachse). Die 
a- und b-Werte haben wir aus der quadratischen Form @ = k,, kh? + keg k? 
berechnet. Derartig grofe Identitatsperioden, wie sie von den Herren 
Mark und Weissenberg angegeben werden, haben wir auch in unseren 
Aufnahmen nicht gefunden. Es ware méglich, daB von beiden Seiten 
zwei verschiedene Modifikationen untersucht wurden, wobei unsere, wie 
schon angedeutet, hexagonale Symmetrie haben kénnte. Wir gaben an, 
daB$ unser Epiped eventuell orthohexagonal sein kénnte. Da weder die 
Herren Mark und Weissenberg noch wir den Kristall goniometrisch 
einsteliten, sondern nur mikroskopisch einzentrierten, miissen wir die 
Frage nach einer endgiiltigen Entscheidung in diesem Fall noch offen 
lassen, bis neue Experimente neue Entscheidungen bringen. Jedoch 
erscheint uns eine Strukturbestimmung ohne Aufstellung der quadrati- 
schen Form und Priifung derselben an simtlichen auftretenden Maxima 
allein aus der ,,Schichtlinienzichung“ nach Mark und Weissenberg 
als nicht eindeutig, besonders wenn das verwendete Kristillchen nicht 
goniometrisch zum Strahlengang eingestellt wurde 2). 

Anmerkung bei der Korrektur. Nach Kenntnisnahme der 
vorstehenden <Ausfiihrungen der Herren Mark und Weissenberg 
erschien eine auf das Triphenylmethan Bezug nehmende Bemerkung 
von Herrn R. O. Herzog am SchlufB einer Arbeit der genannten 
Herren iiber den Harnstoff und das SnJ, in der ZS. f. Phys. 16, 22, 
1923. Aus dem im vorangehenden Gesagten geht in sachlicher Hin- 
sicht hervor, daS zwei, nicht miteinander im EHinklang stehende 


1) Becker und Rose, ZS. f. Phys. 14, 368, 1923. ; 

2) Um die ‘vorhandene Unstimmigkeit méglichst einwandfrei aufzuklaren, 
schien es uns am zweckmiaBigsten, unsere Praéparate auszutauschen und die Ver- 
suche im gegenseitigen Einversténdnis zu Ende zu fiihren. K. Becker. H. Mark. 
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Folgerungen aus den Réntgenogrammen verschiedener Praparate nach 
etwas verschiedenen Auswertungsmethoden gezogen wurden. Bei der 
Schwierigkeit einwandfreier réntgenographischer Gitterbestimmungen 
an organischen Verbindungen erscheint uns die Kritik in der Be- 
merkung von Herrn R. O. Herzog durch nichts gerechtfertigt. 

Was ,die im Institut ausgearbeitete Drehkristallmethode* an- 
betrifft, von welcher Herr Herzog annimmt, sie sei ,unberechtigter- 
weise in Mifkredit* gebracht worden, so geht sie, wie aus der 
Literatur deutlich hervorgeht, auf Seemann?) und Schiebold%) 
zuriick. Im Kaiser Wilhelm- Institut fiir Faserstoffchemie wurde ledig- 
lich eine langwierige geometrische Ableitung des ,Seemannschen 
vollstindigen Spektraldiagramms“ bei senkrechter und schiefer Stel- 
lung des Kristalles zum Primarstrahl und ein neuer Name (Faser- 
diagramm) gegeben. Kiirzer, ohne Einfiihrung von ,neuen Begriffen 
und Bezeichnungen“ *), kommt Arkel*) bei der geometrischen Ab- 
leitung des Interferenzbildes zum Ziel. Die Prioritaét fiir die experi- 
mentelle Ausarbeitung der Methode gebiibrt also den oben genannten 
beiden Herren, wie dies auch Herr Schiebold?) bereits betonte. 


=» 


Berlin-Dahlem, den 17. August 1923. ee 


1) Phys. ZS. 20, 55, 169, 1919. i 
2) Leipz. Abhandl. 38, 3, 1921. ZS. f. Phys. 9, 180, 1922. 
B)VZ8, of) Phiys..4,.170,1921. 

4) Physica 3, 67, 1923. 


Berichtigung 


zur Mitteilung von Elemér Schwarez: Hin neuer einfacher Satz 
in der geometrischen Optik der Linsen in Band 16, Heft 5/6. 


8. 344, Fig. 4. In der Kurve rechts oben ist der punktierte Kurven- 
zweig auszuziehen und der ausgezogene zu punktieren. 


8.344, Z.4 v. u. lies: dem zum Objekte statt der zum Objekte. 
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Das Tyndallphanomen in Flissigkeiten. 
Von Richard Gans in La Plata. 


Mit acht Abbildungen. (Eingegangen am 5. Juli 1923.) 


$1. Das Tyndallphinomen in Gasen. Die Existenz des 
von den Molekeln eines Gases oder Dampfes seitlich abgebeugten 
Lichtes ist durch die Untersuchungen von Baron Strutt), Gans 2) 
und Cabannes§) sichergestellt worden. Ich habe ferner aus der 
Depolarisation des Tyndall-Lichtes die Teilchenform bestimmt und 
den Zusammenhang dieser Erscheinung mit dem Kerreffekt ermittelt. 

Es sei mir gestattet, die Theorie des Vorganges ganz kurz und 
in etwas anderer Form als friiher zu rekapitulieren, da die Resultate 
fiir die Betrachtungen des Phanomens in Lésungen niitzlich sein 
werden. 

Die erregende Kraft & erzeugt in einer Molekel ein elektrisches 
Moment p. Sind &, 7, € in dem Teilchen festliegende, aufeinander 
rechtwinklige Achsen, so gilt: 


pe = 911 Ret Ne Ry + 913 Rs, 
Py = Iai Re + Jog Ky + Gog Ke (Giz = Gxt), ( (1) 
Pe = a1 Re + Gao Ky + G33 Ke. | 


Fiihren wir auSerdem ein im Raume festes Achsenkreuz 2, y, 2 
durch das Schema 


[em § 
Z| Oty Cg Oly (2) 

y B, By Bs 

2 Vaal ays 

ein, so wird 
pat in ting fe (3) 
Hier ist 

9 = 91 t+ Goa + Iss (4) 


die lineare Invariante der Matrix (g:,), und nach der Lorentz- 

Lorenzschen Gleichung ist der Brechungsexponent v gegeben durch: 
y2— 1 By Bae (5) 
yv2+ 2 9 = 


1) R. J. Strutt, Proc. Roy. Soc. (A) 94, 453, 1918; 95, 155, 1918. 
2) R. Gans, Contribucién al estudio de las ciencias. Univ. de La Plata 
2, 647, 1920; Ann. d. Phys. (4) 65, 97, 1921. Beta dh 
3) Cabannes, Ann. de phys. 15, 1, 1921. Diese Arbeit ist mir unzuganglich. 
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wo N die Zahl der in der Volumeinheit befindlichen Molekeln be- 


deutet. 
Wihlt man als &, 7, € die Hauptachsen des g;,;-Ellipsoids, so 


lauten (1) und (4) einfacher: 
= HRs Yn = 92 Ry} Po = 9s Ke (1’) 
I=AnA+92+ 9: (4’) 
Ferner ergibt sich, wenn der einfallende Lichtstrahl in der 
x-Richtung fortschreitet, 
Pa? = 1/15 (9? — 3 G) (Ry? + 87), 
Py Ae V1 (8.92 —4 G) R? + 4/15 (9? — 3 G) RA, (6) 
pe? = Yao (g? — 8 G) Ry? + Yas (39? — 4 G) KA, ] 


9? = (9u + 922 + 933)" | (7) 
G = 922933 + 93s $11 + 911 Joa — (Jos + Yar? + 912") J 
die beiden quadratischen Invarianten der Matrix (g;;) sind 1). 
Aus (6) folgt fiir die Absorption h pro Langeneinheit infolge 
der Lichtzerstreuung, die durch J = J, e~"* definiert ist, 
§ 23 


gi —2G ;v2+ 2\2 
— 2 ; 
ae 3NA4 eee 3 3 ) (8) 


Der Depolarisationsgrad p22 /(p2— pz?) des Tyndall-Lichtes ist 
fiir linear polarisiertes Primarlicht 


sg? =o 
wahrend er fiir natiirliches Primarlicht den doppelten Betrag, namlich: 
eggs G 
Oo eee (10) 


hat. 

Das vom Volumelement dt in einer Richtung senkrecht zum 
 einfallenden Strahl abgebeugte Licht hat in der Entfernung r die 
Intensitat: 


16 x 

Te = Fey Nat [8A K+ (Bg—4G) 1 (“H*). ‘ea 
16 

In= Tharp Nt (98-3) (8 + 8) (—E*)" 


1) M. Born, Verh. d. D. Phys. Ges. 20, 16, 1918, hat auch fiir den 
Fall der Absorption und der Elektronenbewegung in Kreisbahnen die Licht- 
zerstreuung durch quadratische Invarianten ausgedriickt. 


lt etal aad o~ Fee 
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Hier bedeutet J, bzw. J; die Intensitait des vertikal bzw. hori- 
zontal schwingenden Tyndall-Lichtes, J,’ und J? die entsprechenden 
Intensitaéten des Primirstrahls, immer vorausgesetzt, da sowohl der 
einfallende Strahl wie die Beobachtungsrichtung horizontal sind. 

Wir sehen also, daB alle Gréfen, welche Beziechungen zum zer- 
streuten Licht haben, von den beiden quadratischen Invarianten g? 
und G abhangen, da8 es also nur méglich ist, durch Beobachtungen 
dieses Phinomens diese beiden Kombinationen der sechs GréBen 9; 
zu ermitteln, etwa durch Bestimmung des Brechungsexponenten und 
des Depolarisationsgrades, wie ich es friiher (l.c.) getan habe, dab 
andererseits die ganze subultramikroskopische Optik der Gase auf diese 
beiden charakteristischen Konstanten begriindet werden kann. Selbst- 
verstandlich sind dieselben Funktionen der Wellenlinge. 

Fiihrt man wieder die Hauptwerte g,, 95, g3 ein, so wird: 


7 = (11 + ga + gs)*5 G = 9293 + 9391 + 91925 (7') 
und der Zahler von @ nimmt die Form an: 
gP—3G=/, CE — gs)? + (93 a n)* + (1 Fy 92)" |, (9’) 


woraus erhellt, da8 das seitlich ausgestrahlte Licht nur dann linear 
polarisiert ist (9 = 0), wenn g, = g. = gs, d.h. wenn die Molekel 
Kugelsymmetrie hat. 

Ist diese Kugelsymmetrie nicht vorhanden, so gilt nicht die 
Rayleighsche Formel, sondern nach (8) und (10): 


3 
1+ = 6’ 
3 21.9\2 D) 
an eI 1) C z ) (12) 
3.N As 3 Dred 
1—-— 6 
: 6 
Mit Benutzung der Lorentzschen Gleichung (5), nach der 
yar Lal 
v24-2 0 
konstant ist, geht (12) in i 
— @! 
na oe ( i ) whe | (12') 
"= 3Na \° G0 (Pea 
ie ted 


wo ¢ — 1? die optische Dielektrizititskonstante bedeutet 1). 


1) Formel (12) oder eine analoge mu8 bei Cabannes stehen (l.c.), wie 
ich aus O. V. Raman, Molecular Diffraction of Light, Calcutta 1920, 8. 20 


entnehme. 2 
25%. 
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Fiir Schwefelkohlenstoffdampf ist zB. nach Messungen von 
Baron Strutt 0’ = 0,136; somit folgt fiir den Korrektionsfaktor 


iki ; @’ 
ee 1,231, wihrend sich fiir Stickstoff (@’ = 0,0309) nach 
ee @’ 


Strutts und meinen Messungen nur 1,051 ergibt. 

SchlieBlich sei noch der Kerreffekt erwahnt. Nach der Lange- 
vinschen Theorie1) ergibt sich fiir die Kerrkonstante B, wenn V, 
und v, die Brechungsexponenten fiir Schwingungen || bzw. | zum 
elektrischen Felde, 4 die Wellenlinge im Vakuum bedeuten, 


Vy— aw N (13) 


Tm ~ i5RPA Ct — #9): 

Hier ist 
Jo = 91° + 922° + 933°3 \ 
TD” = 941° 911 + Go2° 9o2 + 93s°9ss + 2 (923° G23 + 931° 931 + 912° 919) } 


Der Index 0 bedeutet, daB die betreffende GréBe g;, fiir 1 = oo 
genommen werden soll, wahrend g;; ohne den Index 0 der Wert fiir 
die bei der Beobachtung benutzte Wellenlange ist. 

go ist also die lineare Invariante der Form g/;, I’ eine bilineare 
Simultaninvariante der Formen g?, und gj. 

Ist die Dispersion fiir alle g;, die gleiche, so daB wir 


Gik = § Hix (15) 
setzen diirfen, wo ¢ eine Funktion der Wellenlainge, aber unabhingig 


von 7 und & ist, so wird 


2a N 
= aT gag = ear [(g2o—9s)® + (93-91)? + (91 9a); (16) 


(14) 


dann driickt sich die Kerrkonstante also, ebenso wie die Konstanten 
der Lichtzerstreuung, durch die beiden quadratischen Invarianten 9? 
und G aus und verschwindet fiir Kugelsymmetrie. 

Ich méchte diesen Paragraphen nicht schlieBen, ohne auf den 
Zusammenhang zwischen dem Tyndallphanomen und dem Lichtdruck 
auf die Molekeln eines Gases hinzuweisen 2). 

In einem Gase pflanze sich eine ebene Welle der Intensitit J 
fort. Dann ist nach bekannten Prinzipien der elektromagnetischen 


1) P. Langevin, Le Radium 7, 249, 1910; s. auch R. Gans, Ann. d. 
Phys. (4) 64, 481, 1921. 

2) Vgl. P. Debye, Der Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem Material. 
Miinchener Dissertation 1908, 8.25 u. 49. 
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‘ S7andt : : J 
Lichttheorie die elektromagnetische Impulsdichte =: Da diese sich 
Cc 


mit der Geschwindigkeit ¢ vorwirts bewegt, strémt in der Zeiteinheit 
durch den Querschnitt g der elektromagnetische Impuls cS: — se . 
ce c 
Absorbiert das Gas, so daf J Funktion von w ist, so bleibt pro 
dJ q 


Sekunde in dem Volumelement niles —dx des elektromagnetischen 
e¢ 2 
Impulses stecken. 
Nun ist aber dJ 
— = —hd, 
dx 


unter kh den Extinktionskoeffizienten verstanden, so daB der in qdz 
sekundlich verschwindende elektromagnetische Impuls 


h 
ee ist. 


Andererseits ist die Summe des elektromagnetischen und mecha- 
nischen Impulses konstant, also muB pro Sekunde in dem betrachteten 
Volumelement ein mechanischer Impulszuwachs entstehen, der diesem 


gt : ; I 
gleich ist; es wirkt also auf qd eine Kraft = Jqdx. 


Befinden sich N Molekeln in der Volumeinheit, so wirkt somit 
auf jede Molekel die Kraft h 


(= on 
Ist die Absorption nur durch seitliche Ausstrahlung bedingt, so 
ist nach Lord Rayleigh bei isotroper Bindung [sonst Formel (8)]|: 


8 18 
3 fe t\2 
aie a ga 1)?, 


8 23 v2 — 1\2 
Om aon | V yg. 


ist eine von der Dichte und Temperatur des Gases unabhingige 


J. 


so daB 


y2—] 


Konstante oder, besser gesagt, Funktion der Wellenlange, die durch 
die Dispersionskurve direkt dargestellt ist. 

Auf Anwendungen dieser Formel gedenke ich demnichst zuriick- 
zukommen. 

§2. Das Tyndallphanomen in Fliissigkeiten. Die Giiltig- 
keit der Lorentz-Lorenzschen Formel (5) fiir den Dampf wie fiir 
den fliissigen Zustand einer Substanz!) kénnte dazu verleiten, auch 


1) Siehe z. B. H. A. Lorentz, The theory of electrons, Leipzig 1909, 8. 146. 
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die Beziehungen, die fiir die Lichtzerstrenung von Dampfen gelten, 
auf Fliissigkeiten anzuwenden. Tun wir das aber, indem wir etwa 
den Extinktionskoeffizienten h nach (12’) berechnen, nachdem wir 
noch N durch @ at ersetzt haben (Nj) Avogadrosche Zahl, M Mole- 
kulargewicht), und vergleichen wir den aus (12’) mit Fortlassung des 
Korrektionsfaktors folgenden Ausdruck: 
823 M 0e€\? 
== 12a 
snag (Be) pe 
mit dem aus den Maxwellschen Gleichungen auf Grund der Schwan- 
kungstheorie berechneten Werte (8 Kompressibilitat): 
8a BRT /( d8\3 
= 12b 
h 3 N, i (e535): ( ) 
so ergibt sich, daB der molekulartheoretische Wert (12a) bei Wasser 17, 
bei Schwefelkohlenstoff sogar 28mal gréBer ist, als der aus (12b) 
folgende thermodynamisch-elektromagnetische Wert. 

Dabei kénnen Assoziationen der Molekeln im fiiissigen Zustande 
nicht etwa der Grund dieser Differenz sein, denn sie wiirden infolge 
des gréBeren Molekulargewichts im Gegenteil noch starkere Absorp- 
tionen verlangen als im nicht assoziierten Zustande. 

Ein Punkt verdient allerdings noch untersucht zu werden. Bei 
der Ableitung der Formel (12’) sind die gegenseitigen Beeinflussungen 


der Teilchen infolge der molekularen Felder vernachlassigt worden, 
die natiirlich mit zur Erregung des elektrischen Moments und damit 
zur Strahlung beitragen. Diese Nichtberiicksichtigung ist bei Gasen 
und Dampfen unbedenklich, dagegen nicht bei Fliissigkeiten wegen 
der dichteren Lagerung ihrer Teilchen. 

Betrachten wir!), um diesen Einflu8 zu ermitteln, nur den ein- 
fachsten Fall von Molekeln mit Kugelsymmetrie. Ein Teilchen, das 
sich am Orte a, y, ¢ befindet, erzeugt im Nullpunkt das Feld: 


is 3a 
Ye = 2222 (pee t py + be 2) 
3 
t= fy 4 (Pa & + pyyt Def), ¢ (17) 
Ee 3 
W, = HE (pet py + pees 
so dab p? 


3 
+ <> (pee + pyy + Pee) 


or 


1) Vgl. R. Gans, Ann. d. Phys. (4) 62, 331, 1920. 
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Der Mittelwert iiber eine Kugelflache vom Radius r ist A? = 20: 


“6 
und somit das mittlere Quadrat des molekularen Feldes: 
= Sa Ny? 
At—42N)j\ Aaridr = — 7 
| redy 398 7? (18) 
s 
unter s den Molekulardurchmesser verstanden. 
Das mittlere Quadrat des Moments ist also 
p? = g?(K?+ A), 
also nach (18) 
= g? K2 
ht ty See ee ee 
a 8x N Ce) 
(eee eee 
3338 


Es ware also in (8) anstatt g? die GréBe 93/1 — 9 92) ein- 


zusetzen, d.h. die molekulartheoretisch berechnete Absorption wiirde 
noch gréBer werden, sich also von dem Werte der thermodynamisch- 
elektromagnetischen Theorie noch weiter entfernen. 

Der Grund fiir dieses Versagen der Molekulartheorie ist der, dab 
die Voraussetzung, die Abstinde der Molekeln seien gro gegen- — 
iiber den Lineardimensionen derselben, fiir Fliissigkeiten nicht zutrifft 1). 

_Deshalb mu8 man auf die rein phanomenologische Methode der 
Maxwellschen Theorie zuriickgreifen. Allerdings hért man bisweilen 
die Meinung, die Maxwellsche Theorie sei nicht in der Lage, das 
Tyndallphanomen zu erklaren, weil eine ebene Welle, die in ein 
homogenes Medium mit ebenen Begrenzungsflachen eintritt, eben 
bleibt, also keinen Anla8 zu seitlicher Strahlung gibt. Die Schuld 
hat jedoch, wie wir durch die Arbeiten von v. Smoluchowski und 
Einstein”) wissen, nicht die Maxwellsche Theorie, sondern die 
klassische Thermodynamik, welche annimmt, dafi der alleiige Dauer- 
 gustand der der Homogenitit ist, weil ihm eine gréBere Entropie ent- 
spricht als der inhomogenen Verteilung. ; 

Die moderne statistische Thermodynamik dagegen, welche nach 
dem Vorgehen von Boltzmann die Entropie mit der Wahrscheinlich- 
keit des Zustandes in Beziehung setzt, mu8 natiirlich auch weniger 
wahrscheinliche Zustinde als die, welche der Homogenitat entsprechen, 
zulassen. Die Dichteschwankungen in den Volumelementen erklareu 


1) Siehe R. Gans, Phys. ZS. 28, 108, 1922. 
2) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. (4) 25, 205, 1908; A. Hinstein, 
ebenda (4) 38, 1275, 1910; s. auch H. A. Lorentz, Les théories statistiques en 


thermodynamique, Leipzig u. Berlin 1916, S. 42. 
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dann die seitliche Ausstrahlung, und zwar sieht man ohne Rechnung 
ein, daS die in Frage kommenden Inhomogenitéten um so leichter 
auftreten miissen, je kompressibler die Substanz ist, und daB die Aus- 
strahlung bei gegebener Verdichtung um so gréBer ist, je mehr die 
optische Dielektrizititskonstante sich mit der Dichte andert. Da aber 
sowohl eine Verdichtung wie auch eine Verdiinnung eine Inhomogenitat 
bedeutet, welche Lichtzerstreuung hervorruft, so ist es verstandlich, daf 
die Tyndallstrahlung vom Quadrat der Anderung der Dielektrizitats- 
konstante mit der Dichte G¢/0@ abhangt. Quantitativ ergibt sich auf 
diese Weise fiir den Extinktionskoeffizienten die Formel (12b), die 
fiir Gase.(8 = 1/p) in die bekannte Rayleighsche Beziehung tiber- 
geht. AuSerdem folgt aus der Rechnung, daf das Tyndall-Licht 
linear polarisiert ist. 

In Wirklichkeit beobachtet man aber, daB die seitlich zerstreute 
Strahlung eine Mischung von linear polarisiertem und natiirlichem Licht 
ist, deren Intensitatsverhaltnisse eine fiir jede Substanz charakteristische 
Konstante ist. Molekulartheoretisch ist diese Erscheinung zwar durch 
die Asymmetrie der Teilchen von Born und mir!) befriedigend 
erklart, doch niitzt uns einerseits diese Erklarung nichts fiir die quan- 
titative Behandlung von Fliissigkeiten, da bei diesen ja die molekulare 
Theorie versagt, andererseits erscheint es prinzipiell wichtig, das 
Phanomen der Depolarisation des Tyndall-Lichts auch rein phano- 
menologisch mittels der Maxwellschen Theorie und der Thermo- 
dynamik zu verstehen. 

Hierzu dient uns die These, da8 der wahrscheinlichste Zu- 
stand eines Gases oder einer Fliissigkeit zwar der der Iso- 
tropie ist, daB aber die weniger wahrscheinlichen Zustande 
der Anisotropie einzelner Volumelemente auch vorkommen 
kénnen und miissen. ’ 

Ebenso wie wir ohne Rechnung sahen, da diejenigen Substanzen, 
die mit dem geringsten Arbeitsaufwand komprimiert werden kénnen, 
am leichtesten Dichteschwankungen und damit cet. par. Tyndall- 
strahlung aufweisen, werden auch die Kérper die stiarkste Depolari- 
sation des seitlichen Lichtes hervorbringen, welche mit der kleinsten 
Energie anisotrop gemacht werden kénnen. Nun lassen sich ja aller- 
dings Gase und gewdhnliche Fliissigkeiten durch mechanische Krafte 
nicht zu Kristallen machen, wohl aber gelingt es durch elektrische 
Felder. Demnach miissen wir vermuten, da8 diejenigen Sub- 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 87, 881, 1912; 62, 331, 1920; 65, 97, 1921; 
M. Born, Verh. d. D. Phys. Ges. 19, 243, 1917; 20, 16, 1918. 
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stanzen eine starke Depolarisation des seitlich zerstreuten 
Lichtes ergeben, deren Kerrkonstante einen groBen Wert hat. 

Es handelt sich also darum, die hier vorliegenden Beziehungen 
quantitativ abzuleiten. Wir folgen dabei prinzipiell dem Weg, den 
Lorentz (l.¢.) eingeschlagen hat. 

Wir kénnen die Schwankungen in einem Volumelement dt der 
Flissigkeit, deren normale optische Dielektrizititskonstante & sei, 
durch die Richtungen &, », § der Hauptdielektrizititskonstanten und 
durch deren Werte &,, &, &; charakterisieren und setzen: 


A, = &— 3 Ay = & — &; A, = &% — &). (20) 


Die Richtungen &, 7, € seien durch das Schema (2) festgelegt. 
Detinieren wir dann in dt, analog wie Lorentz, eine elektromotorische 
Kraft mit den Komponenten: 

A, E: A, E; A; Ee ¢ 
25, R=—-34; R=, 
Eo Eo €o 


und hat der elektrische Vektor H° der einfallenden linear polarisierten 
ebenen Welle die 2-Richtung, so daB 


E} = Et = acostan(t—~) (22) 
(u —a Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes in der Substanz ), 
Eo = 
so wird im Ursprung des Koordinatensystems 
i —* A, y, cos 22 nt; Pf, —f Arcos ants] 
E Eq 3 
; (28) 
Fr = — = Agyy008 20 nt. 
0 


Setzen wir zur Abkiirzung ~~ 


@,=AAY,; = AA; = AA7s 


mit ees : . (24) 
Avo i cosdan(t—z)-de, | 
so wird 
B, = — § (o£ + oy + 58) 
Pier 
E, = 2 — 7 (@£+ 9 + 096), ( (25) 


Et E+ a, + 58) 


I 

| 

| 

| 
s 
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und folglich mit Unterdriickung einfacher Zwischenrechnungen fiir 
die Komponenten des seitlich zerstreuten Lichtes 


cA 
Be= “| 4, — 5 (Aat Ay + 4y2)|, He= a (Jey — Aaah 
A cA 
By = =| 4,— (Ae t+ dyy + 4y2)|, y= (4i¢— Sea)sp (26) 


A zZ cA 
B= | 4,—F(aat Ay +4, aT, (e— Ao] 


wo die 4 Abkiirzungen sind fiir 
Ay = Ay YP + Ag Og Yo + Ag Hs 7a, | 
A, = A, Byy, + 42 Bs V2 + As Bs V5 , (27) 
A, = Avy + Ago? + As 7/3”. 
Aus (26) ergibt sich der Poyntingsche Strahlungsvektor 


& = 7 [42+ 4.24 4y2— (Aree Fey"), | 
wUr Vis 
2 42 24,ty4,+24;\? 
CA ra 4,+24,\? 
S.= 75 | 42+ 48+ 4 —( tates "4 | 


und durch Integration tiber die Kugelflache, sowie Mittelung iiber die 
im Raume gleichmaBig verteilten Hauptachsenrichtungen folgt der 
Extinktionskoeffizient 


«6.98 At dot A : 
Wan, 3 dt. (29) 


Hier bedeuten die 4? die quadratischen Mittelwerte der Schwan- 
kungen der Hauptdielektrizitatskonstanten. 

Ferner ergibt sich aus (26) fiir das in der y-Richtung, d. h. senk- 
recht zum Primiarstrahl der Intensitat Jo ausgestrahlte Licht, wenn 
wir dieses durch einen Nicol betrachten, dessen Schwingungsrichtung 
den Winkel 0 mit der 2-Achse bildet, die Intensitiit 


J = Ccos?d + C’. (30) 


C ist der polarisierte, CO’ der unpolarisierte Anteil dieser Strahlung 
und zwar ist 


? 


C= aa hedet [2(42+ 452+ 45”) + 3(4,4;+ 4,4, + 4, 4,)] 
(31) 


m2 —. a pa een a = ——— 
CO =F ode [(A2+ 49+ 4,3) — (4,4, + 4A, + A,)] 


x faites 
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und der Depolarisationsgrad 
pa — eA At GA tA) (59) 


2 (4,? + A? + As”) + 3 (4,4, + 4,4, + A, Ay) 
Ist das einfallende Licht nicht linear polarisiert, sondern natiir- 
lich, so wird der Depolarisationsgrad 
g Att 48+ 43) — (A+ 4A +A) (55) 
2 (42+ 4,3 + A) + 3(4,4, + 4,4, + 4, 4,) 


oe’ = 2060 = 


Wegen dieser einfachen Beziehung zwischen den Depolarisations- 
graden bei polarisiertem und natiirlichem einfallenden Licht habe ich 
@ bzw. ©’ als Depolarisationsgrad definiert, wihrend sich aus der 
direkten Messung mittels eines doppelbrechenden Prismas und eines 
Nicols das Verhaltnis der Intensitiiten des horizontal und vertikal 
schwingenden Lichtes, d.h. 

eel Spe @!' 
ta. 14.8" viel oO! 


A= (34) 


ergibt. 

§ 3. Die elektrische Doppelbrechung. Bisher haben wir 
angenommen, da die MHauptachsen des _ Dielektrizitatskonstanten- 
ellipsoids nach den Gesetzen des Zufalls im Raume verteilt sind, und 
das muSten wir auch tun, da keine Richtung vor der anderen bevor- 
zugt war. Existiert aber in der Fliissigkeit ein elektrostatisches Feld 
E,, welches die Richtung der z-Achse haben moge, so diirfen wir das 
nicht mehr, denn ein elektrisch anisotroper Kérper hat die Tendenz, 
sich im Felde zu richten. Die Arbeit, welche wir leisten miissen, um — 
das Volumelement dt zu drehen, berechnet sich1) aus der Zunahme 


der Funktion 
a dt 


(44, y? if A,° a? 4-2, y,?), (35) 


— — 


wo der Index 0 an den 4 bedeutet, daB es sich um die statischen 
Dielektrizitétskonstanten handelt. 

Demnach ist nach dem Grundprinzip der Schwankungstheorie 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Lage der Hauptachsen durch 
die Eulerschen Winkel 9, g, ~ und das Volumelement dtdgdy 
des entsprechenden Phasenraumes bestimmt ist, proportional 


@@ (1° 741? + Ap? 72? + 43973) gin TAT .dQ.dy, 


ES: | 
hes ee (36) 


~~ SakT’ 


1) Siehe z, B. E. Cohn, Das elektromagnetische Feld, Leipzig 1900, 8. 595. 
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und somit ist z. B. der Mittelwert «,? im Felde 


38 \\j %2elArnrt+Isinddd.dp.dy 
Vo - ooo 
; [[[ecurwtt-9 sind .d gay 
wo die « $B, y sich in bekannter Weise durch ®, g, w ausdriicken '). 
Da nun das elektrostatische Feld praktisch als unendlich klein 
betrachtet werden darf, kénnen wir hierfiir schreiben 


1 + Q(A,° 12+ Ae? yo? + As° 75”) 
Rechts sind die Mittelwerte fiir den Fall zu nehmen, dafi kein 
Feld existiert. So folgt 


Fra R22 1 — 2 (4 Ae eee ee) 


3 15 3 
ate 2 A,? + 4,9 + A,° 
ae. Rie) Opes 1 2 3 % 
Wiz +75 0(4 BY ); 
mS oo ] Atak 47.00 44 
mai 8 (4 tat A 
(38) 
1, 2 Ay? + A + A), 
V2 = Fhe Ag? = 3 )s 
mi = Ba = GE (4e— A tat ey 
3) 
i 1 2 A,® + A, + A,° 
— pre (peres razed 2 8 ae 


Das durch eine optische Welle induzierte mittlere Moment der 
Volumeinheit ist ferner 


Ey a nes tx 
y= r= (A, m2 + A, «2 + A, 03), | 

ron seh Sai res (39) 
Py. = re (A, 71? + Ag 79? + As Ys"). | 


Hier treten natiirlich die 4 ohne den Index 0 auf, da sie sich 
auf die optischen Dielektrizitaétskonstanten beziehen. 

Setzt man (38) in (39) ein, so erhilt man fiir die optischen Di- 
elektrizitétskonstanten &, und é,, die sich auf Schwingungen 1 bzw. | 
zum Felde E, beziehen, wenn wir gleichzeitig beriicksichtigen, daf 


A, + 4,4 Ay = 0, . (40) 


1) Siehe z. B. R. H. Weber und R. Gans, Repertorium der Physik I, 1, 
Leipzig und Berlin 1915, 8. 42. 


ee] 2 ; 
RN Cee i 
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ig 7) Av A 0 A YS “3 \ 
ba — &) = aa | 414+-424,+ 434, Bape Sete tes ! (A+ 42+ 4s) | 
| ~¢ (41) 
9OLr Vt AVL AV if 
Ez— & = + a | 44, +4)}4,4+A4)A; — ihe AS ATA) 


Wir sehen also, daS die Phasenverzégerung fiir Schwingungen in 
der Feldrichtung doppelt so gro8 und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen ist, als fiir Schwingungen senkrecht zum_ elektrostatischen 
Felde, eine Forderung, die auch der Langevinschen Molekulartheorie 
entspricht, und die zwar durch Aeckerlein!) am Nitrobenzol als 
richtig nachgewiesen war, von Himstedt?) auf Grund seiner Messungen 
an CS, bestritten wurde, nun aber durch Beobachtungen von 
Pauthenier’) sicher gestellt sein soll. 

Aus (41) folgt mit Benutzung von (36) 


Bec, ac PA, + ATA HB pj ACRE ICR SG 


E,2? 40xkT 


So wie in (29), (31), (32) und (33) die quadratischen Invarianten 
der Form 4;;, namlich 
2 = (Ay + Ao + Ags)? = (A, + A, + A;)?, 
L= (Ag5 Az; + Ass 4, + Ay Ayp) — (Ags as Aj, + Ay3) 
= A, A; + A; 4, + A, Ay : 
auftreten, denn 


Aj+ 42+ 42 = 2-21, 
so erscheinen in (37) und (38) die bilinearen Simultaninvarianten der 


Formen 4§, und 4;;, namlich 


(Ay + 423 + A33) (Ay, + Agg + 4g3) und (413 4, + Ay} Ay, + As3 Ags) 
‘ + 2(Ae3 Ags + Ast Ag, + 413 4,0). 


Diirfen wir annehmen, da8 die Dispersion aller 4 die gleiche ist, 
so daB rit (43) 


gilt, wo € eine Funktion der Wellenlinge ist, so geht (42), abnlich 
wie in der Molekulartheorie [siehe Gl. (15)], in die einfachere Form tiber 


et dt f[ (A +4,+ As)? : 
fe EEE [et ait a — STS.) 


1) G. Aeckerlein, Phys. ZS. 7, 594, 1906. 

2) F. Himstedt, Ann. d. Phys. 48, 1061, 1915. 

3) M. Pauthenier, Journ. de phys. (7) 2, 183, 1921. Mir ist diese Arbeit 
anzuginglich. Ich stiitze mich auf K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. (4) 70, 332, 1923. 
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§4. Die Schwankungen der Dielektrizitatskonstanten. 
Um die Schwankungen der Quadrate und Produkte der 4 zu er- 
mitteln, miissen wir die Arbeit berechnen, die notwendig ist, um in 
der Volumeinheit einer Flissigkeit der Dielektrizitatskonstanten &) die 
Abweichungen 4, = &, — &; 4, = &— &3 As = &; — &) der Haupt- 
dielektrizitatskonstanten vom Normalwert &) isotherm und reversibel 
hervorzurufen. 

Da der homogene und isotrope Zustand stabiles Gleichgewicht 
reprisentiert, so wird diese Arbeit F' eine wesentlich positive quadra- 
tische Funktion der Variablen 4,, 4,, 4; sein, und da ferner die 
drei Hauptachsen des Dielektrizitatskonstantenellipsoids einander gleich- 
wertig sind, muB F eine symmetrische Funktion der ‘4 sein, also die 


Form haben 


F = 5 (42+ 42+ 4%) + 5 (41 + 4a + 43) (45) 


Fiihren wir den Mittelwert 4 der drei 4-Werte ein, setzen also 
A, = A+A3 A, = A+ Ay; mee 
Ay + Ay + Ag = 0, 
so bedeutet 4 die mittlere Schwankung von é, die also durch In- 


homogenitat, d. h. Kompression, hervorgerufen wird, wahrend die 4 
ihren Ursprung der spontanen Anisotropie bei konstanter Dichte ver- 


(46) 


‘danken. 
ird 
So wir re 5 (Ay? + Ag? + Ag?) 5 (47) 
wenn b = 3(a+ 3a). : (48) 


Die 4 in (47) sind nicht unabhingig voneinander, sondern es 
besteht zwischen ihnen die Beziehung (46). Um die Funktion F in 
eine Form zu verwandeln, welche nur die Quadrate von untereinander 
unabhangigen Variablen enthalt, substituieren wir 


dy = ph, — 53; Ag = Uy} ls = —p, — (49). 


und erhalten 


: 3 b 
B= a(m?+ fue) +544 + (60) 


Somit ist nach der Grundformel der Schwankungstheorie der @ 


Mittelwert irgend einer Gréke 
Fdt 


Ps {J Jooe FF dt diya 


\{fe- rd du,du,d A 
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und es ergibt sich 


pe HT. RT __ kT 
bdr! = dade = 3adac) A= Aa = tile =0 (51) 


ene! 


= — = 2: hi: ee ss 

4 4° = A,? — Scaggs ea Ag = 4A, = 0, . (52) 
edsh 
ll CTE res Se ame OW be de SR 
43+ Ag+ Ad = 8 PLT +I +e =F (> +) 

At AAP = 9h = OFF 5 | 

’ (53) 
A, 4,+ 4,4,+ 4,4, ==> q (A + 42+ As)? 
1 a+ a+ y= 48 (2-3) 


Die Konstante 6 148t sich thermodynamisch ermitteln, denn 
nach (47) bedeutet F die an der Volumeinheit zu leistende Arbeit, 
um in einer isotropen Fliissigkeit die Dielektrizitatskonstante vom 
Werte é auf é) + 4é = 9+ A wu erhdhen. Ce. Been, 

Die Kompressionsarbeit ist 


egos 


2p pe = =e 2 Vd) 


Braco! bah in aoe 
BD Sebi g AT SEY OF eres 
ae ee co een 


Qa cp ee x api rare =) 


ca 
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Somit lassen sich der Extinktionskoeffizient h [Gl. (29)], der De- 
polarisationsgrad @ bzw. O' [GI. (32) baw. (33)], sowie die Kerr- 
konstante B, die aus (44) folgt, denn sie ist definiert als 


LL laws ie cme thet Tart 55 
5 Tae yh eee 8) 


mittels der Konstanten a und b folgendermaBen ausdriicken: 


823 /1 2 
Se eee 56 
p ae +5,)5 ( ) 
e2 oe (57) 

Bae 3 

b a 

c 

23) IS ee 58 
w 40mvi.a ( ) 


Es handelt sich noch darum, den Wert von € abzuschatzen. Da AB 
proportional (v2— 1)2(v?2-+ 2)? ist, also _4; proportional (&)— 1)? (&) +2), 
werden wir nach (43) 


2 Ae (Saye + 2) 
6 = Ge or} (59) 


setzen kénnen und erhalten aus (58) 


(c—1(e+2) 1 
B= : . 
(v2 — 1) (v2 +4 2) 402vAa 
Mittels (54’) und (58) bzw. (58’) gelingt es also, den Extink- 
tionskoeffizienten und den Depolarisationsgrad, diese beiden 
charakteristischen Konstanten der Tyndallstrahlung, durch 
den Brechungsexponenten und die Kerrkonstante aus- 

zudriicken. Es wird namlich 

> Sa 'B (v2 — 1)? (v2 + 2)2 sat 


= om 9 T3¢e 


(58') 


h 


(60) 
a 48aviB (61 
1/58 (v2— 1)? (v2+2)264 8avAB ) 
Das Maximum fiir @’ hat nach (61) den Wert 6, also ist der 
@' 
1+ 6' 
(10) fiir Gase @’ héchstens = 1, also 4’ héchstens = 0,5 sein kann. 


Auch dies ist ein wesentlicher Unterschied zwischen der hier ent- 
wickelten und der molekularen Theorie, der weder Martin und Lehr- 


o' = 20 = 


gréBtmégliche Wert von 4’ = = 6/, = 0,857, wahrend nach 


a. 


we p> geet 2 
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mann?) noch Raman?) bekannt war, wodureh sich die Schwierig- 
keit erklart, die diese Forscher beim Vergleich der Versuchsergebnisse 
mit der Theorie gehabt haben. 

Die Formel (61) erlaubt, den Depolarisationsgrad vorher zu be- 
rechnen, wenn der Kerreffekt bekannt ist, sie gestattet aber auch 
umgekehrt, die Kerrkonstante aus Beobachtungen des Depolarisations- 
grades zu berechnen, was von Vorteil sein kann, wenn B, etwa wegen 
Leitfahigkeit der Fliissigkeit, nicht leicht direkt meBbar ist. 

Die Formeln (60) und (61) sind eine Verallgemeinerung der 
Einsteinschen Theorie, in die sie fiir B — 0 iibergehen. 

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir nicht unterlassen, zu 
bemerken, da8 die entwickelten Formeln nur gelten, wenn infolge 
der Schwankungen nur eine Anisotropie der Dielektrizitatskonstanten 
auftritt. Nicht anwendbar ist sie auf Stoffe, bei denen gleichzeitig 
mit dieser Anisotropie sich ein permanentes elektrisches Moment in 
dt hbildet. Molekulartheoretisch gesprochen: unsere Ansiitze gelten 
fiir Fliissigkeiten, deren Molekeln keine permanenten elektrischen 
Momente im Sinne Debyes haben. 

Es wire leicht, die Theorie auch auf diesen Fall auszudehnen, 
doch wollen wir im Augenblick darauf verzichten, zumal die Debyesche 
Formel doch wohl nicht die Anwendbarkeit zulaBt, die sie nach seiner 
Veréffentlichung zu versprechen schien ). 

§ 5. Tyndalleffekt in Lésungen. Um die diffuse Strahlung 
in einer Lisung zu behandeln, miiBten wir nach Lorentz‘) als un- 
abhingige Veriinderliche die partiellen Dichten des Lisungsmittels 9, 
und des gelésten Stoffes 9, in einem Volumelement dt einfiihren, 
weil diese dem Gesetz der Erhaltung der Masse gehorchen, d. h. die 
iiber alle dt erstreckte Summe der Schwankungen ist Null 


She a= 0p 4 9, == 9; 


die @ sind also in der Lorentzschen Bezeichnungsweise ,,normale 
Parameter“. 

Diesem strengen Verfahren liegt keine Schwierigkeit im Wege®); 
wir wollen aber der Kiirze halber den Zustand durch den Druck p 


1) W. H. Martin u. 8. Lehrmann, Journ. phys. chem. 26, 79, 1922. 
2) O. V. Raman, Molecular diffraction of light, Calcutta 1922, 8. 59. 
3) Siehe die diesbeziiglichen Untersuchungen von H. Isnardi, ZS. f. Phys. 9, 


153, 1922; W. Graffunder, Ann. d. Phys. (4) 70, 225, 1923. 


4) H. A. Lorentz, Les théories statistiques en thermodynamique, Leipzig 


u. Berlin 1916, S. 92. ; ie 
5) Ich werde es demnichst in der ,Contribucién al estudio de las ciencias. 


Universidad Nacional de La Plata“ veréffentlichen. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XVII. 96 
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und die Konzentration ¢ definieren, bemerken jedoch gleichzeitig, dab 
das Endergebnis auch auf diese Weise richtig wird. 

1. Die Arbeit, die wir leisten miissen, um ein Volumen V der 
Lésung vom Normaldruck p, auf den héheren Druck po+ 4p zu 


bringen, ist ee (4p), unter B die Kompressibilitat verstanden. 


2. Ferner berechnet sich die Arbeit, die wir leisten miissen, um 
die Konzentration c, in dem betrachteten Volumen bei konstantem 
Druck auf ¢,-+ 4c zu erhéhen, folgendermafen. 

Wir nehmen auBer dem in Frage stehenden Volumen V der 
Lésung noch ein unendlich groBes Volumen der Lésung von normaler 
Konzentration ¢, an. Diese habe den Dampfdruck 2,, wahrend bei 
der Konzentration c ein Dampfdruck a herrsche. Die Arbeit, die wir 
leisten miissen, um dN, Mole Lésungsmittel aus dem grofen Reser- 
voir isotherm und reversibel unserer Lésung zuzusetzen, ist 


ca 
—|xav= —Rraw, | a rran, |Z = RT .dN,.In ~, 
A 1% To 
Tl 
oder, da x Funktion von c ist, ; 
Fen. dN coset « 
0c 
Nines c= gem unter m, und m, die Massen des Lésungs- 
mittels bzw. des gelésten Stoffes verstanden. Ferner ist N, = ve 
1 
wenn M, das Molekulargewicht des Lésungsmittels bedeutet, also folgt 
1 m, +m 
Ing = ne ee a 
MN, i, dm, Uc de, 


= Chota : an (4c)? wird. 

Beziehen wir die zu leistende Arbeit sowohl bei der unter 1 be- 
rechneten Kompression als auch bei der unter 2 ermittelten Konzen- 
trationsvermehrung auf die Volumeinheit und beriicksichtigen, daf 
dann m, + m, gleich der Dichte:g der Lésung ist, so ergibt sich im 
ganzen fiir die Arbeit 


so da die zu berechnende Arbeit — 


RTo ol 
pi — yes E (4p)? sahara — (4 o] =", | n; (4p)? + N_(4 |, (62) 
wo cantar > we Reon coat ' 

4; = Bs, yas Pag a erck (63) 
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beides positive Gréfen sind, da der Dampfdruck mit zunehmender 
Konzentration abnimmt. 

Wir sehen nun von der durch Schwankungen hervorgerufenen 
Anisotropie ab, was bei Wasser und vielen gelésten Stoffen mit ziem- 
licher Ann&herung erlaubt ist, und setzen 


0€ O€ 
dae = (| —) 7: (5) Z 
Gs): pt ae ee (64) 
so dab Ob 8\2 aE! 
a €\3_—_~_ g 
21 e)\ 2 —- 2 
(Fe? = (55) ar +(55) (40 (65) 
und beriicksichtigen, daB, wenn wir Jp — £,; 4c = €, setzen, das 


mittlere Schwankungsquadrat sich nach der statistischen Theorie 
mittels der Formeln aie 


- 1 
9 — ap ns? 
gre ay 


ease = kT 
(4p)? a +00 eet ’ 
Aldea ie Hat 
e aer tN ge 
shoe (66) 
44 aE T 125% df, 
age eee —o Rb 
AGC) | 
(2G ae oe ca No At 


Tp E92 

~~ orm 1252 ~ 
e ane 25 ae 
—o 


berechnet. So erhalten wir aus (65) 


GP = Felice) tae) 6 


Nun ist der Extinktionskoeffizient nach (29), da bei unseren 


_ jetzigen Voraussetzungen 42 — 72 = 4? == (4)? ist, mit Beriick- 
sichtigung von (63) 
8 23 ——_ 823 1 foe? M,c (sy 
cB. ss 2dce= meer | cian 
Sg A Mera cd mae @inz, \dc/) |. (68) 
ee: Oc ) 


Die Absorption infolge von Lichtzerstreuung1) zerfallt also in 
zwei Teile, deren erster, wenn wir 
OS Beer Ore, ( i=) 
Op 60 Bp ie ° 80 


1) 0. V. Raman u. K. R. Ramanathan, Phil. Mag. (6) 45, 213, 1923, be- 
handeln bindre Gemische und kommen zu einer Formel, die (68) entspricht, 
nach demselben vereinfachten Verfahren, das ich hier angewandt habe. 

26% 
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setzen, den Wert hat 


8 73 Cé\? 8 23 
= -—_ RT — |) = — 0,, 69 
’ hy = gay, BIB(@ 55) 314N, (69) 

wahrend der zweite Teil 
823 M, c (22) — 8 23 70 
oo @inw 5e) = 31M 2 (7) 
344 Noo (— ae 
Ce 


ist (N, Avogadrosche Zahl). Hier sind 6, und 0, leicht verstand- 
liche Abkiirzungen. 

h, verdankt den Schwankungen der gesamten Dichte seinen Ur- 
sprung, wahrend h, auf die Schwankungen der Konzentration zurtick- 
zufiihren ist. Doch kann man streng genommen nicht sagen, daB h, 


a 


36 ie 
vom Lésungsmittel, hg vom gelésten Stoff herriihrt, da B sowie o oy 


in (69) auch von der Konzentration abhangen. Allerdings kann man 
es mit gewisser Naherung tun, denn h, dndert sich, wie die nume- 
rische Ausrechnung zeigt, nur recht wenig mit c, wibrend h, fiir sehr 
verdiinnte Lésungen der Konzentration proportional ist, da fiir solche 


ae = a ist, somit h, in 
8 23 M, 08\? 
= pl 
I: pees a” 
iibergeht. 


Diese Theorie wird man genahert auch auf dissoziierende Salz- 
lésungen anwenden kénnen. In Wahrheit hatte man natiirlich vier 
Kinzelschwankungen zu beriicksichtigen, die der Partialdichten des 
Lésungsmittels, des neutralen Salzes, des Kations und des Anions. 
Ganz unbedenklich ist es, in jedem Volumelement gleich viele Kationen 
und Anionen anzunehmen, denn die Arbeit, welche dazu gehort, freie 
Ladungen zu erzeugen, ist sehr gro8. Nicht so selbstverstandlich — 
und sicher auch nicht allgemein richtig — ist es, vorauszusetzen, daB 
stets der Gleichgewichtsdissoziationsgrad herrscht; diese Schwankungen 
des Dissoziationsgrades in Rechnung zu ziehen, ist natiirlich méglich, 
doch sehen wir davon ab, da wir nicht alle Feinheiten der Theorie 
beriicksichtigen wollen, wahrend die Beobachtungen des Phanomens 
noch in den Kinderschuhen stecken. 

§6. Tyndalleffekt optisch aktiver Gase. Es ist fraglos 
bedenklich, die bisher entwickelte Theorie auf Zuckerlésungen anzu- 
wenden, da diese optisch aktiv sind. Das bedeutet vom molekular- 
theoretischen Standpunkte aus, daB die unseren Betrachtungen zu- 


Py 


Te « 


- 
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grunde gelegte Beziehung (1) zwischen der erregenden Kraft und 
dem elektrischen Moment des Teilchens nicht mehr gilt. 

Deshalb soll im folgenden zunichst nach der molekularen Theorie 
die Lichtzerstreuung eines optisch aktiven Gases oder Dampfes_ be- 
handelt werden. Die Anwendung auf eine verdiinnte Lésung, deren 
geléster Stoff die Polarisationsebene dreht, liBt sich dann _hierauf 
ohne Schwierigkeit zuriickfiihren. 

Unseren Ausgangspunkt bildet eine Untersuchung von Born 1), 
in der er die Molekel aus positiven und negativen Ladungen zu- 
sammengesetzt annimmt, und indem er erstens die Kopplungen 
zwischen diesen Ladungen, zweitens die endliche Ausdehnung der 
Molekeln beriicksichtigt, erhalt er zwischen der erregenden Kraft & 
und dem elektrischen Moment p eine Beziehung, die wir rein phano- 
menologisch folgendermaBen ausdriicken kénnen. y setzt sich additiv 
aus zwei Teilen p’ und p” zusammen, und es ist 


Pe = 9n Re + Naky + 9138s; | 
Py = Jor Kz + Joo Ry + gos Ke (Gix = Gui), | (72) 
Dz = Gai Raz + Jao Ry + G33 R23 j 


Ye = t[Ry (ag; Be + Ago 8y + Ag3 82) — Kz (doy 8a + Aog8y + G9 8,) |, 
Py = t[ Re (dy. 82 + Ara Sy + O13 82)-— Re (Uzi 82 + gq 8y + Ags oy (73) 
Pr = 4[ Wz (do, Se + Ag Sy + yg 2) — Ky (G11 Se + Ay2 Sy + 413 92)|- 

Die gi; sind die sechs Komponenten eines symmetrischen, die 
a;, die neun Komponenten eines unsymmetrischen Tensors, und 8 ist 
der Einheitsvektor in Richtung der Wellennormale. 

15 Konstanten bestimmen also das optische Verhalten einer be; 
liebig orientierten Molekel. Wir werden jedoch sehen, daB bei emem 
Gase, dessen Teilchen ungeordnet sind, wieder nur eine kleine Zahl 
von Invarianten fiir die Brechung, Drehung der Polarisationsebene 


und Tyndallstrahlung maBgebend sind. 


Zunachst kénnen wir die Gleichungen (72) auf die Hauptachsen 


 & , € des g;x-Ellipsoids beziehen und erhalten 


pe— Res Py = Yo Rn Po = 9g Ks. (74) 

Sodann zerlegen wir den Tensor ax in einen symmetrischen bik 
(Deformation) und einen antisymmetrischen ¢;, (Drehung), so dab 
also gilt 


Agx = big + Cin, Oni = Ding Ces = — Ck 
aah. 


ain + Ani dik — OK: (75) 
bie tac Tone. Eek 5 Tigi 


1) M. Born, Ann. 4a. Phys. (4) 55, 177, 1918. 
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Dann sind die Matrizen dieser beiden Tensoren, wenn wir sie 
auf die Hauptachsen des b;;,-Ellipsoids beziehen, die wir wieder E, 1, § 
nennen wollen, ohne daB sie mit den Richtungen in (74) zusammen- 
zufallen brauchen, 


b; 0 0 0 C3 = arg Cg \ 
0 bs »): —C; 0 3] . (76) 
0 0 Bb Co —Cy 0 
Hier haben wir 
Cog == C15 Cgy = Cg Cyn = CB (77) 


ars So nimmt (73) die Form an 
= 1 [Wy bg Se — Kg by Sq + Ky (Co 8g — C1 8) — Ke (cr 8p — 3 8e)], 
= i[ Keb, 8s — Rebs 8 + Re (Cg 8, — Co 8) — Re (Co Be — €, 8,) |, 
. = i[Kgby Bq — Ry, by 8g + Ke (61 8g — Cg 8s) — Ry (C5 By — Co 8c) ]. 
Aus (74) ergibt sich wie friiher mittels des Schemas (2), wenn 
wir die z-Achse in die Fortpflanzungsrichtung der Welle legen, 


(78) 


pe = OF eh, — os te (79) 


wo 


9 = I1t+ 922+ 933 = An+92+ Gs (80) 
die lineare Invariante der g;, ist. 
Ferner folgt aus (78) mit Beriicksichtigung der Transversalitat 
der Wellen, d.h. der Beziehung (8 &) = 0, 
Pe = 1 [bg R, Se — bg Ke8q + Se (Msc, + Ky lg + Ks cg)|, 
Py = 7[b, Ke 8s — bg Me Be + By (Kec, + Ky Cg + Kees) ], (81) 
= i [by Re8q — bd, Ry Be + Be (Mee, + Ky Cy + Kees) | 
und somit, da 8, = 15; 8, = 8, = 0, 
pr == 1b, 0%, 71 + by Oy Yo + Dg Hs Vg) Ry — (b, Oy By + D5 0% By 
+ bs os Bs) Re + 4 (CB, + By + C3 Bs) Ry + 7 (4 71 + Yo 
+ C373) Ke, (82) 
Py = 4(d, %? + dy aig + dg 042) Rp, 
Pe = 1(b, 7 + boo,’ + bso?) ee 


wird, wo 


Dee eb abet oom, (84) 


die lineare Invariante der b,;,; ist, die nach (75) auch gleich der 
linearen Invariante @,; + dg. + agg der aj, ist. 
Ich verzichte auf die Ableitung des Brechungsexponenten und 


der spezifischen Drehung aus den Gleichungen (79) und (83), um diese 


ero 
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Arbeit nicht zu weit auszudehnen, zumal ich nur’ schon Bekanntes 
wiederholen wiirde, sondern ich begniige mich damit, die Resultate 
anzugeben. 


Befinden sich N Molekeln des Gases in der Volumeinheit, so wird 


pe lo a tN 9° __ 42 Nb /v2 +4 2\2 
i Dee eos. ay 3.0 ( 3 ): (89) 
so daS der Drehungswinkel » einer 7em langen Schicht sich aus 
_ al _ 4m NbI (v2 + 2\3 
9.== I (v.—,) = 3.va ( 3 ) (86) 


berechnet. 

Das Wesentliche fiir uns ist, da8 die Bestimmung des Brechungs- 
exponenten und der spezifischen Drehung uns bereits die beiden In- 
varianten g und b gibt. 

Fiir die Berechnung der Lichtzerstreuung ist es wichtig, zu be- 
merken, daf die Phasendifferenz 2/2 zwischen p’ und yp”, die sich in 
dem Faktor i der Gleichungen (73) ausdriickt, zu der einfachen Be- 
ziehung p? = p/?-+ yp’? fihrt. 

yp’? driickt sich genau wie in den Gleichungen (6) durch die qua- 
dratischen Invarianten g? und G aus, wahrend (82) durch Quadrierung 
und Mittelwertbildung die folgenden Formeln ergibt: 


ps? == 4/,,(b9— 8 B+ 5.0)(R? + 82), 


py? = he (30°— 4 BRE, | (87) 
ie. es = 1/,,(3b29— 4B) Rj, 
b = 0,1 + bag + bsg + b, + by + bg; B= Doo dag +dg3 By, + 011 Doo | 
Pe (b33 =f bs1 = bia) = babs + bs b, + b, De, | (88) 
C= e3tenton =e +ea+e 


die quadratischen Invarianten der Formen 0;, und cx sind, die sich 
mittels (75) natiirlich auch durch die a;, der urspriinglichen Form 
ausdriicken lassen. 

So erhalt man 


ps = 4/45 (92 —3 G6 +2 —3B+5C)(Rj4+ 2), 
Ps = 1/15(892 —4 G) Ri + 15 (G2? — 3G + 30? — 4B) &, R?,; (89) 
p2 = Yq (g? — 3 G + 3b? — 4B) Rj + 115 (3g? —4 G) Se. 


Alle Einzelheiten des Tyndall-Lichts hingen also von den Inva- 
_ riantenkombinationen 
7 ys (3.9? —4G) = 1, 
“145 (92? —3G + 30?—4B) = 
115 (92 —3G+8—3B+5C) = 4s 


(90) 
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ab, da dense n>. 
Pe = Us (Ky + KZ), | 
B= UR + UR, | (91) 
pe = U8 +4, RF | 


wird. Ibre Bestimmung ist das einzige, was die subultramikroskopische 
Optik leisten kann, aber auch das einzige, was fiir sie nétig ist. 

Die elektrische Doppelbrechung hangt nur von den g;, ab, aber 
nicht von den b;, und c¢;, hat also den friiher [siehe (13) oder (16)]} 
berechneten Wert. Da die ¢ also weder in die Brechung noch in 
die Zirkularpolarisation oder das Kerrphinomen eingehen, ist der 
Tyndalleffekt die einzige Méglichkeit, AufschluB tiber die GriéBe C 
[siehe (88)] zu bekommen. 

§ 7. Tyndalleffekt geléster optisch aktiver Substanzen. 
Bei Fliissigkeiten versagt, wie wir gesehen haben, die molekular- 
theoretische Behandlungsweise, jedoch kénnen wir mittels eines Kunst- 
griffs — wenigstens fiir sehr verdiinnte Lésungen — die phanomeno- 
logische Methode auf jene zuriickfiihren. 

Zu dem Zweck sehen wir vorerst einmal von der Asymmetrie 
der Bindungen (d. h. der molekularen Anisotropie) sowie der optischen 
Aktivitaét ab, nehmen also an, daB fiir eine Molekel des gelésten Stoffes 
bzw. des Lésungsmittels die folgende Beziehung zwischen dem elek- 
trischen Moment und der erregenden Kraft gilt 1): 


p=gk; pos. (92) 
Dann folgt fiir die optische Dielektrizitatskonstante 
e—1 47 
pa os 8 (Vg + N'g'). (93) 


N’ bedeutet dabei die Anzahl Molekeln des Lésungsmittels pro 
Volumeinheit, wenn gleichzeitig N Molekeln des gelisten Stoffs zu- 
gegen sind. 

Bezeichnen wir mit N, die fiir das reine Liésungsmittel geltende 
Zahl und setzen Ni—N' =oN, (94) 


so bedeutet m die Anzahl Molekeln des Lisungsmittels, die infolge 
der Auflésung von einer Molekel des gelésten Stoffs verdrangt werden. 
Fiihren wir diesen Wert in (93) ein, so erhalten wir 


e—1 ere 
eae " (95) 


Pe tor orm berg. 0) 


1) Die GréBe g im folgenden ist also nicht, wie friiher, die lineare Inva- 
riante, sondern es ist g;; = Jo. = 933 = 9. 


ae 
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Ist € die Dielektrizitatskonstante des reinen Lésungsmittels (W — 0), 


so geht (95) in 
—l a—1  4aN 
2 an eee: (9 —n9') (96) 


iiber und fiir sehr verdiinnte Lisungen (¢ genihert gleich &) in 


») > ry 
E—& = 4aN(g—ng’) (* zi =): (97) 
oO 


Vergleichen wir diese Formel mit der fiir Gase giiltigen 
é—1—>—427Nyq, 
so sehen wir, daB ¢—1 durch ¢ — &, 


g durch (g — nq’) a") 


zu ersetzen ist. 

Unter denselben Voraussetzungen wollen wir den Extinktions- 
koeffizienten ableiten. Dieser setzt sich nach § 5 additiv aus zwei 
Gliedern h, und h, zusammen, von denen das erste sich nur sehr 
wenlg mit der Konzentration andert, also genahert als Absorption hy 
des reinen Lésungsmittels angesehen werden kann, wahrend das zweite 


nach (71) den Wert a 873 M, (28) 
2—324Mo  \de 
OF — 5&2 


hat. Fir sehr verdiinnte Lésungen ist 


== (& — &)? 


und mit Benutzung von (97) unter Beriicksichtigung der Beziehung 


N MU, 


oN 
é +2 
h—hy =X ame(g—nge (Ae) (98) 


Die dem geldsten Stoff zuzusprechende Absorption berechnet sich 
also auch genau wie in der Molekulartheorie bei Gasen; es muS nur 


g durch (g — 1g’) (3 om aly 


ersetzt werden. 

Dieses Ergebnis 148t sich nun auf den Fall erweitern, daB die 
Molekeln des Lésungsmittels und des gelésten Stoffs keine Kugel- 
symmetrie aufweisen, und da8 dieser tiberdies optisch aktiv ist. 
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Ganz analoge Mittelwertbildungen wie friiher ergeben dann namlich 
ne? é+2\4 
42 {(g1—36)—n(BP-99/) + n2(9'2-86)| (IR +98) (“F—) 


p= = male —46)—2n (20+ go) +02 (39246) | 


+ |(—36) —n@r—go') + 236} 3] (F*) 09) 


= 2" | [(o2 3. a) —n(Br—go!) + m (23 G)] J 
seca 


+|(g—4@)—2n(ars go/) +n2(8q'2—46)} 79 (22 
Hier ist 


P= gyi 911 + 902.922 + 93s 933 + 2 (903 923 + 91 931 + 919 912) 


die schon friiher benutzte Simultaninvariante [siehe Gl. (14)] und J; 
bzw. J, bedeuten die Intensitaten des horizontal bzw. vertikal schwin- 
genden Primarstrahls. 

Dazu kommen die Werte p”2, so da8 im ganzen 


f= a, (71+ 79(*), 
py = = (2,8 + %aI8) (= u ms (100) 


4 2\4 
=F ast+an(-))] 


= oi) 
a) 


wo die 2 die folgenden Invariantenkombinationen sind: 


MW, = "15 {(892-4G) —2n(2I+ gg’) + n2(39'2-4 G4}, 
Ay = M15 { (92? -3G) —n(38I—g9') + n2(g'2— 3G’) + (362-4 B)}, (101) 
Us = 1/15 {(9? -3G)—n(3I—gg') +n? (g'2— 3G’) + (b29—3 B) +50} 


und die von den gelésten Teilchen ausgehende Strahlung sich aus 
(100) nun genau’ so berechnet, als ob diese sich im freien Ather 
befanden. Zu dieser Strahlung kommt die des reinen Lésungsmittels 
additiv hinzu. 

Die Beziehungen sind, besonders durch das Zusammenwirken von 
Lésungsmittel und geléstem Stoff, schon recht kompliziert, und Re- 
sultate, die zur Bestimmung der molekularen Konstitution beitragen, 
sind deshalb vorderhand wohl nur zu erwarten, wenn, wie bei Zucker, 
die gelésten Molekeln so gro8 sind, da8 man genihert das vom 
Lésungsmittel zerstreute Licht ganz vernachlassigen kann. 
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$8. Zahlenwerte. Eine entscheidende Priifungsméglichkeit der 
von uns entwickelten Theorie stellt die Formel (61) dar, welche es 
gestatten soll, den Depolarisationsgrad aus der Kompressibilitat, dem 
Brechungsexponenten und der Kerrkonstante zu berechnen. Deshalb 
sollen fiir Benzol und Schwefelkohlenstoff die numerischen Rechnungen 
durchgefiihrt werden. 


Tabelle 1. Benzol. 
SS 


|| é 
: ‘ime ape 8 al § oo oR peas RvAB Qe! 
aa ‘ Ey et ME eh at0te) Colt re eit ryt F 
7 = 
660 1.4ses 2,732 1,042 | 0,1579 |0,7730| 0,4360 |33° 26/12,479 
580 |1,4992) 2,832 1,023 | 0,1624 |0,7798) 0,4381 (33° 30//2,495 
440 11,5191 3,207 0,9620| 0,1774 |0,7978) 0.4438 [33° 40//2,534 


Brechungsexponent v und Kerrkonstante B sind Messungen von 
McComb!) entnommen, und zwar fiir 23,7°. Die Kompressibilitat 
ist?) B = 91,7.10—* 1/Atm.; die zur Berechnung von £€ [GI. (59)] 
nétige Dielektrizitatskonstante hat den Wert?) ¢ = 2,270. 

Aus diesen Daten folgt nach (61) der Depolarisationsgrad 6’. 
(ou 
116! 
za der des vertikal schwingenden Tyndall-Lichts. Der der direkten 
Beobachtung zugangliche Winkel @ ist definiert durch tg2?m = J’. 


Y bedeutet das Verhiltnis der Intensitat des horizontal 


Tabelle 2. Schwefelkohlenstoff. 


’ (v8-1)? @? + 2)? rvAaB ey 

Ain Vv B Pg ——-* 1010 iG : 40910 6! a' = 1+ 0! 7) f 
656 |/1,6184 5,459 1,007 | 0,934 |1,871| 0,6514 [38° 55/15,532 
589 ||1,6276 5,750 0,9808| 0,970 |1,886| 0,6536 {38° 57//5,586 
431 |1,6770) 7,425 0,8632| 1,171 | 1,966] 0,6628 |39° 9//5,873 


Die in dieser Tabelle giiltige Temperatur ist 20°. Nach Lyon‘) 
kann man B fiir CS, als Funktion der Wellenlange durch die Formel 
vAB = 1,134 .10—(v2 — 1)? darstellen. Nach Réntgen®) ist 
B = 89,5.10—° 1/Atm.; nach Isnardi’) ¢ = 2,627. 


1) H. E. McComb, Phys. Rev. 29, 535, 1909. 
2) W. C. Réntgen, Wied. Ann. 44, 22, 1891. 
3) H. Isnardi, ZS. f. Phys. 9, 174 und 178, 1922, 
4) N. Lyon, Ann. d. Phys. (4) 46, 764, 1915. 
5) W. 0. Réntgen, Wied. Ann. 44, 22, 1891. 
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Bemerkenswert ist der Unterschied in der Depolarisation des 
Dampfes und der Fliissigkeit, der aus folgender Tabelle erhellt. 


Tabelle 3. 
= i ie | aM 
“a Calg 039 
Dampf?) . ; 0,060 | 0,12 
Flissigkeit 2) . 0,44 | 0,65 


Die Einsteinsche Theorie des Tyndall-Lichts mu8 also vervoll- 
stindigt werden, nicht nur beziiglich der Polarisationsverhaltnisse, 
sondern auch z.B., was den Wert des Extinktionskoeffizienten an- 
betrifft, denn nach Formel (60) mu8 der Einsteinsche Wert 


8 23 ys + 2\2 
—— a, 2 an 
rer wy ye 1)?( 3 ) 
mit dem ,Korrektionsfaktor“ 
240 tvVAB 


(= ** BOT 1 + DE 
Dieser findet sich in der letzten Kolumne der 
Tabellen 1 und 2 und zeigt durch seine stark von 1 abweichenden 
Werte, daB die Einsteinsche Formel auch nicht genahert gilt, 
wenn ein starkerer Kerreffekt vorliegt. 

Ferner wollen wir den Extinktionskoeffizienten fiir Rohrzucker- 
und NaCl-Lésungen berechnen, und zwar nach den Formeln (68), 
(69) und (70), trotzdem wir uns bewuht sind, daB bei der Ableitung 
dieser Beziehungen sowohl die Asymmetrie der Bindungen (spontane 
Anisotropie), als auch die optische Aktivitit (bei Zucker) wie die 
Schwankungen des Dissoziationsgrades (bei NaCl) unberiicksichtigt 
geblieben sind. 


(102) 


multipliziert werden. 


Tabelle 4. Rohrzuckerlésungen. 
————— 


20 0 log xt 00 rc) 

c B . 106 1/Atm. VD 6; —— A) ae Q90 | ae do , =) to) — 6, a Oo 
0,00 45,3 1,3330 | 1,042} 0,05257 | 0,9982 | 0,382 | 0,000 | 48,07 1,042 
0,10 41,7. 1,3479 | 1,087 | 0,06528 | 1,038 | 0,414 | 4,570 | 45,70 5,657 
0,20 38,8 1,3689 | 1,147| 0,08322 | 1,081 |0,446/8,352| 41,76) 9,499 
0,25 37,6 1,38723 | 1,193 | 0,09508 | 1,103 0,462 | 9,812 | 39,25 11,00 


Konzentration bedeutet die Anzahl Gramm Zucker 


in lg Lésung. 


1) Nach Messungen von R. J. Strutt, Proc. Roy. Soc. (A) 95, 155, 1918; 
siehe auch R. Gans, Ann. d. Phys. (4) 65, 111, 1921. 


2) Dies sind tg aus Tabelle 1 und 2 pmnamiienay berechneten Werte, die 
aber, wie wir im experimentellen Teil sehen werden, mit den Beobachtungen 


tibereinstimmen. 
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Die Kompressibilitiiten sind den Beobachtungen Taits!) ent- 
nommen und gelten eigentlich fiir 12,40, 

Der Brechungsexponent einer Lisung laft sich im allgemeinen 
nach der Lorentz-Lorenzschen Theorie in der Form 


Vaertes be St. YS osis= 1 «dl 

vy +20 — feO usr rera ga eh”) (103) 
darstellen, wo der Index 0 sich auf das Lisungsmittel bezieht. Fiir 

., %?—1 1 
Wasser von 20° ist ome a = 0,2062. Bei Zuckerlésungen von 20° 
ergibt sich merkwiirdigerweise nach den Messungen von Schénrock 9), 

i= 
da8 K genau den gleichen Wert 0,2062 hat wie ae re so dab 
Yo? + 2 Oo 
y2 —] 


zwar der Dichte proportional, aber von der Konzentration explizite 
unabhangig ist. Nun ist 


Qe) (®—1) (9 + 2) 
o(; = 3 a 
und also nach (69) 
se 2 2 2 
6, = per te Ze (105) 
Ferner ist nach (70) 
om Myc 0€\2 
Tie (—*82 (aae eee) 
° oc ) 


Dampfspannungsbeobachtungen von Dieterici, Mayer und Smits’) 


ergeben die Interpolationsformel | m = 4,620 — 0,2429 — also 


ex 0,2429 : F Oln a 
er ao woraus sich die Werte — Ae 


rechnen lassen. 


der Tabelle  be- 


1) Tait, Landolt -Bérnstein-Tabellen, 8.60. Der fB-Wert fir die 25 proz. 
Lésung ist extrapoliert. 

2) O. Schénrock, ZS. Ver. d. D. Zuckerind. 61, 421, 1911; Landolt-Boérn- 
stein-Tabellen, 8.1044. Ich finde in diesen Tabellen nur y fiir die D-Linie an- 
gegeben. Messungen fiir andere Wellenlangen werden augenblicklich im hiesigen 
Institut ausgefithrt. 

- 8) C. Dicterici, Wied. Ann. 62, 616, 1897; auch Landolt - Bérnstein- 
Tabellen, 8.410; R. Mayer, Ann. d. Phys. (4) 31, 423, 1910; A. Smits, Landolt- 
' Bornstein-Tabellen, 8. 413. : 
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Allerdings gelten diese fiir 0°, sie diirfen aber unbedenklich fir 
20° angewandt werden, denn nach Kirchhoff?) ist 


Olna/x si 
[Tr are 


(107) 


wo q die Warme bedeutet, die beim Hinzufiigen von 1 Mol Lésungs- 
mittel zu einer sehr groBen Menge Liésung der Konzentration ¢ frei 
wird. Diese ist schon bei Zuckerlésungen sehr klein, um so mehr 
ihre Abhangigkeit von der Konzentration, die fiir den Temperaturkoeffi- 


zienten von pe in Frage kommt. 
12 0c 
Jo SchlieBlich ist 
: “2 Ge) pause 
‘ O¢/p 0@ Ce 
G 
‘ Nun ist nach (104’) zi berechenbar 
und da die Dichte sich durch die Formel 
9 = 0,9982 + 0,382¢ + 0,16 ¢2 
Z oS darstellen laBt, so ist 
4 
) 
ot Sg w= 03882 + 0,326, 
Rohrzucker -Losung € 
Fig. 1. wir haben also alle Daten zur Er- 


mittlung von 09. 

Aus der Nichtkonstanz von 0,/e ersieht man, daB 25 proz. Lésungen 
keineswegs mehr als unendlich verdiinnt betrachtet werden diirfen, 
was ja auch schon aus der Variation von a 

Die letzte Kolumne der Tabelle 4 zeigt, daB eine 25 proz. Zucker- 
lésung 10,5mal so stark diffus strahlt als Wasser (0 proz. Lésung). 

Fig. 1 stellt 0,,0, und 0d = 0,+ 06, als Funktion der Konzen- 


tration dar. 


hervorgeht. 


Tabelle 5. NaCl-Lésungen, 


Oln a Oln 2% Olna 
ce \(v2-1)y|(v2-1 | 6P | 6# = ) is ) See 
( dp|( ay Gis ee Oe /1000 Oe Joo Oc /190 
0,00 || 0,7778 0,7980 |0,9986)1,038]1,105 0,5333 0,50380 0,5100 
0,10 || 0,8235 0,8455 |1,071 |1,096/1,170 0,8106 0,8126 0,8121 
0,20] 0,8650 | 0,8892 |1,148 |1,152/1,231| 1,326 1,412 1,392 


0,25 || 0,8978 | 0,9237 {1,190 |1,223|1,311| 1,769 1,942 1,902 


1) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 104, 1856; Ges. Abh., 8. 492. 
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Tabelle 5 sores). 


58 SES CDT OIC a| 2 |e | | 


|] | | | | 1 (a5 ean 
0,00), 725| 0,0990 | 0,1020 | 7 832 | 8,504 |0,0000 0, 0000}1 ,038'1, 105 


0,10 0,745) 0,0956 0,0988 le 493 / 4,910 (0,4493/0,4910/1,545/1,661 
0,2010, ’313| 0,1004 0,1038 | 2,819] 3,087 |0 15638 0, 6174/1 ,716, 1,848 
0,25)/|0,845} 0,1034 0,1070 | 2,185) 2,401 0,5460/0,6002|1 ,769)1, 911 
Nach Messungen von Bender?) ist fiir ¢ = 18° 
vi | 
———5 | = (0,2062 —0,0506 c) o, 
y2 a a D 
aba S (108) 
Vv-— 
———~) = (0,2104—0,0506 c) o. 
© i aE 0, ; e 


Die Dichte ist Messungen Benders?) entnommen. Daraus er- 
geben sich die Werte v?—1 der Tabelle fiir die D-Linie (A = 589) 
und fiir die H,-Linie (A = 434). 

Fiir die Kompressibilitat habe ich keine Werte gefunden. In 
Ermanglung eines Besseren nehme ich dieselben Werte wie fiir Zucker- 
lésungen (Tabelle 4). Ubrigens zeigen Beobachtungen von Tait 8) 
an Brunnenwasser und Seewasser, daB der so begangene Fehler nicht 
groB sein kann. Mit diesen Daten ist 0, nach (105) berechnet. 

Die Dampfspannungsmessungen Dietericis *) bei 0° kann man 
durch die Formel 


2 
m = 4,620 — 2,324 "— ;— 2,881 (;*,) 


darstellen, wahrend nach Tammann = fiir 100° 


2 
a = 760 — 405,4 -— 2782 (7 ) 
l—e 


ist. Daraus berechnet sich ahaa = 0 und 100° und der entsprechende 


Oc 
Wert fiir 18° mittels der Kirchhoffschen Formel (107), indem man 
annimmt, da8 die Verdiinnungswarme q zwischen 0 und 100° nicht 
- wesentlich von der Temperatur abhangt. Dann folgt namlich durch 
Integration von (107) 
olnnz\ ein 0 ln x oe) | ao ae 
( Os ean 0c )+| Same oJ 100 273 + 18 
1) C. Bender, Wied. Ann. 39, 89, 1890. 
2) Derselbe, ebenda 20, 560, 1883. 
3) Landolt-Burnstein-Tabellen, 8. 61. 


4) CO. Dieterici, Wied. Ann. 42, 513, 1891. 
5) G. Tammann, Tabellen von Landolt-Bornstein, 8. 414. 
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Zwecks Ermittlung von (2*) beriicksichtigen wir, daB fiir jede 
OC! p 
GréBe ¢ die thermodynamische Beziehung gilt 


(55),= (32),+ Go).(ze)y (109) 


und auf diese Formel kénnen wir (108) in der Form 


&é— 


110 
9 = At Bole (110) 
anwenden, so dah 
0€ e+ 2 a) 
(5,),= i. z di |Be + (A + Bo) 22). (111) 
o und Ze ergeben sich aus den erwahnten Messungen von Bender 


dc 
(siehe Tabelle 5), so da8 wir mittels (111) 0, aus (106) berechnen kénnen. 

Das Diagramm Fig. 2 stellt 0,, 
0, und 6 fiir 4 = 434 mu als Funktion 
der Konzentration dar. 

Wir sehen den _ wesentlichen 
Unterschied zwischen den NaCl- und 
den Zuckerlésungen, denn die 25 proz. 
NaCl-Lésung strahlt nur 1,73 mal so 
stark wie Wasser, wahrend die 25 proz. 

ee, 2%  uckerlésung 10,5 mal so stark strahlt. 

all-Losung : 
Fig. 2. Ferner ersieht man aus den beiden 
Diagrammen'), da8 man bei Zucker 
durch Erhéhung der Konzentration noch eine Verstirkung des Effekts — 
erreichen kénnte, weil 6, fast konstant ist, 06, noch einen starken 
_Anstieg zeigt. Dagegen nimmt 0, fiir NaCl schon bei 25 Proz. ab, 
und da 0, kaum wichst, haben wir schon fast das Maximum von 0 

erreicht. 

§ 9. Versuchsergebnisse. Die Versuche wurden sowohl an 
reinen Fliissigkeiten als auch an Lésungen von Rohrzucker und Salzen 
in Wasser angestellt. 

Die Beleuchtung erfolgte mit Sonnenlicht, das mittels eines 
Zeissschen Célostaten und Hilfspiegels in den véllig verdunkelten 
Beobachtungsraum hineingeworfen wurde. Durch eine Linse von 92cm 
Brennweite und 12,5cm Durchmesser wurden die Strahlen in der 
Brennebene vereinigt und durch eine zweite Linse von 17,3 cm Brenn- 
weite und 4cm Durchmesser wieder parallel gemacht. Durch die 


1) Man beachte die verschiedenen MaBstiibe der Ordinaten. 


a 
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Benutzung dieser beiden Linsen gewinnt man erheblich an Helligkeit, 
natiirlich auf Kosten exakter Parallelitét der Strahlen, doch war deren 
Divergenz immer noch so klein, daB sie bei den Messungen des De- 
polarisationsgrades zu keinem merklichen Fehler Anla8 geben konnte. 
Vorbedingung fiir die Messung der Depolarisation der Sekundir- 
strahlen ist namlich, daS die primaren Schwingungen in einer (bei 
uns vertikalen) Ebene erfolgen, weil sonst schon durch die Kon- oder 
Divergenz des Lichts auf jeden Fall sowohl vertikale als auch hori- 
zontale Schwingungen in den Molekeln erregt werden, selbst wenn 
diese Kugelsymmetrie besitzen. 

l. Reine Flissigkeiten. Wichtig ist natiirlich, da8 die Flissig- 
keiten rein waren, besonders daS sie nicht suspendierte Teilchen ent- 


4 Célostat 
<—— 


Fig. 3. 


Fig. 4. 


hielten, da das von diesen abgebeugte Licht natiirlich ungleich inten- 
siver wire als der Tyndalleffekt der Molekeln, denn die Lichtzerstreuung 
ist dem Quadrat des Teilchenvolumens, d. h. der sechsten Potenz des 
Durchmessers proportional. 7 

Das Reinigungsverfahren bestand bei Benzol und Schwefelkohlen- 
stoff in Destillation im Vakuum1), bei Wasser und Loésungen in 
Ultrafiltration. 

Die Glasballons A und B wurden mit reinster Fliissigkeit von 
Merck gefiillt. Sodann wurde durch Sieden die Luft verdrangt, 
wobei der Dampf in der Vorlage V kondensiert wurde, und bei Z 
(Fig. 3) abgeschmolzen. Sodann brachte man alle Fliissigkeit nach B 


- und destillierte einen Teil durch geringe Erwarmung von B im Wasser- 


bad und Abkiihlung von A mit Kis und Wasser langsam hiniiber, 


1) Vgl. Martin, Chem. Abstracts 8, 3739, 1914 (mir unzuganglich); siehe 
auch F. B. Kenrick, Journ. phys. chem. 26, 72, 1922. 
‘Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. 97 
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spiilte hiermit A gut aus und lieB dann die Fliissigkeit von A nach B 
zuriickflieBen. Das wiederholte man einige Male und fiillte schlieBlich 
den Ballon A mittels langsamer Destillation véllig. Bei CS, befand 
sich in B auBerdem noch etwas metallisches Quecksilber, mit dem die 
Fliissigkeit vor der Destillation geschiittelt wurde. 

Um trotz der Kugelform des Ballons paralleles Licht zu haben, 
wurde er in einen kubischen, allseitig geschlossenen Kasten (Fig. 4) 
aus Kisenblech gesetzt, der dieselbe Fliissigkeit enthielt wie der Ballon 
selbst, und der drei Fenster aus Planglas hatte, links und rechts eins 
zum Kin- bzw. Austritt des vom Célostaten kommenden Sonnenlichts 
und das dritte vorn zum Beobachten der seitlich abgebeugten Tyn- 
dallstrahlung, die bei Benzol und Schwefelkohlenstoff bequem mit 
bloBem Auge sichtbar war und deutlich blau aussah. 

Es handelte sich nun darum, nachzuweisen, daS wir es wirklich 
mit Licht zu tun hatten, das von den Molekeln der Flissigkeit ab- 
gebeugt war, und nicht etwa von kleinen suspendierten Fremdkérpern, 
die trotz der mehrfachen langsamen Deatillation und Auswaschung 
des Ballons noch zuriickgeblieben sein kénnten. Das war zwar recht 
unwahrscheinlich, denn die Fliissigkeiten waren vollkommen klar, und 
trotzdem entstrahlte ihnen bei Beleuchtung mit Sonnenlicht ein helles 
blaues Licht, das ohne weiteres nicht von Fluoreszenzlicht zu unter- 
scheiden war. 

Entscheidend muBte die Messung des Depolarisationsgrades sein, 
weil dieser sich ja aus der Kompressibilitaét, dem Brechungsexponenten 
und der Kerrkonstante nach (61) berechnen 148t und in Tabelle 1 und 2 
des § 8 auch wirklich von uns berechnet worden ist. 

. Zu dem Zweck stellten wir vor das vordere Fenster das ganz 
mit Licht gefiillte Diaphragma D, dann das achromatisierte doppel- 
brechende Prisma P und schlieBlich den Nicol N mit Kreis- 
teilung. 

Die Entfernung zwischen P und D wurde so bemessen, daf die 
beiden Bilder des rechteckigen Diaphragmas sich gerade beriihrten, 
so daS der Nicol auf Verschwinden der Trennungslinie (Halbschatten) 
eingestellt werden konnte. Das obere Bild riihrte von horizontal, das 
untere von vertikal schwingendem Licht her. 

Die Tatsache dieser teilweisen Polarisation bewies schon, daB 
das seitliche Licht nicht nur Fluoreszenzlicht war?). Daf es praktisch 
ausschlieBlich Tyndallstrahlung ist, erkennt man durch Einschalten 


1) Man beachte jedoch, daS F. Weigert, Verh. da. D. Phyi.Gex (3) 1, 
100, 1920; Phys. ZS. 28, 232, 1922 (s. auch G. C. Schmidt, ebenda S. 233), neuer- 
dings polarisiertes Fluoreszenzlicht beobachtet haben. 
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von Farbenfiltern in den Primirstrahlengang, denn man sah dann 
immer beide Felder ebenso gefarbt wie den Primirstrahl. 

Stellte man mittels des Nicols auf Halbschatten ein, indem man 
seine Schwingungsebene um den Winkel g nach oben oder nach unten 
gegen die Horizontale neigte (praktisch wurde immer dieser doppelte 
Winkel 2g gemessen), so gilt 

te2g9 — J’, 


wo g und 4’ die in den Tabellen des § 8 berechneten GréBen sind. 
Hs ergab sich als Mittel aus sechs Beobachtungen fiir weiBes Licht: 


Tabelle 6. 
| @ beobachtet A' beobachtet 
Stoff : cs 
| a: | Martin u. || ber, adie Martin u. ber 
i | Lehrman Lehrman 
Benzol . = 5, eRe 34,30 34,89 33,50 0,465 0,485 0,44 
Schwefelkohlenstoff . 38,65° 40,1 39,09 | 0,640 0,71 0,65 


Die Tabelle enthalt nicht nur die von mir, sondern auch die von 
Martin und Lehrman?) beobachteten Werte. 

Die gute Ubereinstimmung zwischen den experimentellen 
Ergebnissen und der Theorie 148t wohl keinen Zweifel mehr 
daran, daS wir es hier wirklich mit Tyndall-Licht zu tun 
haben, und daB zwischen der Depolarisation und dem Kerr- 
effekt der Zusammenhang besteht, den wir vorausgesagt 
haben”), und sie bestatigt uns die Existenz spontaner, vor- 
tibergehend auftretender Anisotropie in Flissigkeiten. 

Messungen in verschiedenen Spektralbereichen ergaben 


Tabelle 7. 
Sti ee ee eee 
Benzol Schwefelkohlenstoff 

Lichtsorte Pp ad Lichtsorte @ a 
Rot 34,20 0,461 | Rot . 38,60 0,637 
Orange. . 34,6 0,477 Blau 38,7 0,642 
Griin . 35,6 0,511 
Blaugrin . 5 35,6 0,513 
PSU sikicy ca) Go set 34,4 0,470 


1) W. H. Martin und 8. Lehrman, Journ. phys. chem. 26, 75, 1922. 

2) Fir Gase habe ich bereits frither den analogen Zusammenhang nach- 
gewiesen. Siehe R. Gans, Contribucién al estudio de las ciencias. Universidad 
de La Plata 2, 647, 1920; Ann. d. Phys. (4) 65, 97, 1921. ; 
27 * 
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Die Dispersion. sowie die absoluten Werte bei C,H, sind ein 
wenig griéGer, als es die Theorie verlangt, jedoch liegen die Ab- 
weichungen wohl an der Grenze der Beobachtungsfehler. 


Tabelle 7a. 


Lichtsorte | vo) 
Oranges 3 <n ae | 45,59 
Grin, Ae, © ne | 45,0 
Blaggrtinige, ©) citetnnvis | 46,4 


Aus der Theorie folgt, da8, wenn das einfallende Licht linear 
polarisiert’ ist, und zwar in der durch den Primarstrahl und die za 
ihm senkrechte Beobachtungsrichtung definierten Ebene schwingend, 
der dem Halbschatten entsprechende Winkel g den Wert 45° haben 
mu. Wir schalteten deshalb in den Strahlengang des Sonnenlichts 
einen Nicol mit horizontaler Schwingungsebene ein und beobachteten 
in Ubereinstimmung mit der Theorie. 

Wir legen auf diese Tatsache Wert, weil bei drehenden Sub- 


stanzen nach (100) in diesem Falle tg2q@ = a also 1, gilt. 
2 


Bei Wasser kam ich mit dem Destillationsverfahren nicht zum 
Ziel, denn man sah stets in dem schwachen Tyndall-Licht helle szin- 
tillierende Teilchen. Nun ist es ja bekannt1), da8 auch ultramikro- 
skopisch kleine Partikeln, die stark von der Kugelform abweichen, 
durch dieses Aufblitzen, welches bei ganz bestimmter Orientierung 
erfolgt, auch mit bloBem Auge sichtbar sind. Offenbar war die Glas- 
sorte des Ballons, die mir zur Verfiigung stand, in Wasser verhaltnis- 
ma&Big leicht léslich und gab zur Bildung solcher stérenden Sub- 
mikronen AnlaB. 

Deshalb wandte ich bei Wasser die Methode der Ultrafiltration 
an, zamal ich bei Lésungen auf diese doch zuriickgreifen mubBte. 

Nach verschiedenen Vorversuchen fand ich das Verfahren von 
Le Blanc und Wolski?) am geeignetsten. Der Trog (Fig. 5) aus 
planparallelen Glasplatten (35 x 35 x 45 em) wurde oben mit einem 
Trichter, unten mit einem S-férmigen Rohr versehen. Im Trichter 
befand sich ein mit Kollodium imprigniertes Faltenfilter aus Taffet- 
seide. Das Ganze stand unter einer Glasglocke, in der sich durch 
Watte filtrierte, véllig staubfreie Luft befand. Die Flissigkeit konnte 


1) I. Traube und P. Klein, Phys. ZS. 28, 171, 1922. Wegen der Er- 
klarung siehe H. Siedentopf, ZS. f. wiss. Mikr. 29, 1, 1912. 

3) Siehe M. Le Blanc, Ber. d. sachs. Akad. d. Wiss. 72, 24, 1920; P. Wolski, 
Kolloidchemische Beihefte 18, 137, 1920. 
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mittels eines oben an der Glocke befindlichen, mit Hahn versehenen 
Reservoirs in den Trichter nachgefiillt werden, ohne daB die Glocke 
fortgenommen zu werden brauchte. Indem die auf diese Weise ultra- 
filtrierte Flissigkeit tagelang tropfenweise durch den Trog flo8 und 
diesen sowie das Filter so durch Auswaschen reinigte, erhielt man 
SchlieBlich Wasser, dessen bliuliche seitliche Strahlung bei Beleuch- 


Fig. 6. 


tung mit kraftigem Sonnenlicht im dunklen Zimmer sichtbar war und 
deren Intensitét durch weiteres Ultrafiltrieren nicht mehr herunter- 
gedriickt werden konnte. - 

Der Depolarisationsgrad dieser @endallsirahlans wurde ebenso 
wie friiher gemessen. Nur befand sich der Trog 7 (Fig. 6) jetzt im 
Innern eines schwarzen Holzkastens K, in den das Sonnenlicht von 
links einfiel. Die Diaphragmen D, und D, sorgten dafiir, da8 kein 
falsches Licht ins Auge kam. D, war kreisf6rmig von 15mm Durch- 
messer, Dy rechteckig, 5mm hoch, 12mm breit. So ergaben sich bei 
Beobachtungen mit weiBem Licht, die ich auch auf Leitungswasser 
und gewohnliches destilliertes Wasser ausdehnte, die folgenden Resultate: 


Tabelle 8 Wasser. 


Behandlung ') 7) | A 
Weis im os w Asser alse to, 3 lets 32,79 0,41 
zweite Probe. . 30,6 0,35 
Destilliertes (WinSS@rviclieistc oiciucuns 24,7 0,21 
Ultrafiltriertes Wasser Nr.1. . || 19,0 0,119 

‘ Beat Nervdien van 919,1 0,120 


1) Die beiden Proben ultrafiltrierten Wassers unterscheiden sich sowohl in 
den Kiivetten als auch in den Filtern. 


390 Richard Gans, 


Der Wert 4’ = 0,12 fiir ultrafiltriertes Wasser stimmt genau 
iiberein mit der Zahl, die Raman?) gelegentlich angibt, aber nicht 
mit dem Wert 4’ = 0,067, der aus den Beobachtungen von Martin 
und Lehrman”) folgt. Allerdings habe ich ein einziges Mal unter 
vielen Proben, die sich durch Filter und Trége unterschieden, eine 
Probe gehabt, die den aus allen anderen ganz herausfallenden Wert 
A' = 0,057 gab, jedoch war das besonders schlechtes Wasser, in dem 
sich anscheinend Mikrobenkulturen gebildet hatten. 

Im allgemeinen vermied ich diese Bildung durch Zusatz von 0,5 
bis 1 Proz. Carbolsiure sowohl zum Wasser als auch zu den Zucker- 
lésungen, von denen weiter unten die Rede sein wird. 

Beobachtungen in den verschiedenen Spektralgebieten ergaben: 


Tabelle 9. Wasser. 


at 
Lichtsorte 2) 
| Gans | Raman?) 
(cn eee ae | 20,29 | 0,135 | 0,182 
Orange gas. eee | el 9,2 0,121 =: 
OstiOne ier meee gee ee mn 0,103 
Grin...) . eee 18,9 0,117 0,115 
Blausrin’ =.) 2. 18,9 O;PLT — 
Blatie etx Es es 22,8 0,168 0,153 
Violett pous.. comet. = a 0,217 


Die Ubereinstimmung unserer Werte mit denen Ramans, dessen 
Flissigkeiten nach ganz anderer Methode gereinigt waren, ist tiber- 
raschend gut. 

SchlieBlich wurde noch in den Primirstrahlengang ein Nicol mit 
vertikaler Schwingungsebene eingeschaltet, was zu folgenden Ergeb- 
nissen fiihrte: i 


Tabelle 10. 
Primirstrahl Me @ | A | 0 
Naturlich?...cqeene es 17510 0,0946 0,1046 
Linear polarisiert 12,8 0,0516 0,0544 
: a 5 ace 
Nun soll nach der Theorie @ — ie aaa bei natiirlichem Primir- 


licht doppelt so grof sein wie bei linear polarisiertem. Aus der 


0,1046 
as 0,0523 bzw. 0,0544. Die Abweichung 


1) C. V. Raman, Molecular diffraction of light, Calcutta 1922, 8. 50. 
*) W. H. Martin und 8. Lehrman, 1. c. 8. 78. 
3) 0. V. Raman, 1. c. 8. 55. 
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vom Mittel © = 0,0533 betriigt 2 Proz,, d. h. auch diese Forderung 
der Theorie ist erfiillt. 

Kleine Schwankungen in den Resultaten bei verschiedenen Proben 
scheinen mit der Lislichkeit des Glases oder Kittes in Beziehung zu 
stehen. Uber diese Differenzen komme ich einstweilen nicht hinweg. 
Vielleicht wiirde ein Quarztrog zu konstanteren Zahlen fiihren oder 
das in Nordamerika in den Handel gebrachte ,Pyrex“, ein Borsilikat- 
glas, das noch weniger léslich sein soll als Jenaer Geriiteglas 1). 

AuBer den Variationen in der Qualitit des Wassers kommt aber 
noch die durch die geringe Intensitat der Tyndallstrahlung bei dieser 
Fliissigkeit bedingte Unsicherheit hinzu. Ist die Lichtstirke des seit- 
lich zerstreuten Lichts bei Wasser an und fiir sich schon klein, so 
betragt sie bei der Einstellung auf Halbschatten nur rund den zehnten 
Teil, wie aus dem Wert von 4’ hervorgeht. 

2.Lésungen.Sodann gingich zum Studium von ultrafiltrierten Zucker- 
lésungen iiber 2). Ich wahlte als erste gerade diese Substanz, weil wegen 
der GréBe der Molekel ein besonders kraftiger Effekt zu erwarten war. 


In der Tat sieht man ohne Miihe das blaiuliche Tyndall- Licht, 
dessen Strahlung viel staérker ist als bei reinem Wasser. 
achtungen des Depolarisationsgrades ergaben bei einer 24,7 proz. Lésung 
folgende Tabelle 


Die Beob- 


Tabelle 11. 24,7proz. Rohrzuckerlésung. 
rms orks 6 6! 1 0\| 9 
Lichtsorte || 4 Se oe aly 5(4 Ea) Se ray 5(6 2. 
ichtsorte Ps - h 2 -~ ay eae 9 3 ae Seas 
Rot . ithe || = ee Os Se 5 ae os ae 
Orange . | 0,118 |0,0585/0,863/0,0548| 0,0569 | +3,7|0,0669/0,0621| 0,0645 | + 3,7 
Griin . . | 0,119 |0,0612|0,931|0,0575| 0,0584 | +1,7/|0,0674/0,0652| 0,0663 | +1,7 
Blaugriin || 0,118 |0,0656/0,874|0,0610| 0,0601 | — 1,5 /0,0671|0,0702| 0,0686 | —2,8 
Blau 0,0790| 0,0427|0,410|0,0387; 0,0391_ | —1,0|0,0429/0,0447| 0,0438 | — 2,0 
Tabelle 12. 35,7proz. Rohrzuckerlésung. 
a a ee ou 1 e\| o 
ea ae et —) Pscal Se AG ©. 
ee | 2s Eo Saare TERS Aaa es 
Rot. . . |/0,191 |0,0894| — | — ee — |0,118 |0,0982} 0,108 |+ 9,3 
Orange . | 0,180 |0,0943|0,816|0,0845| 0,0872 |+ 3,0/0,109 |0,104 | 0,107 | +23,4 
Grin. . |0,191 |0,0876|0,669/0,0774| 0,0865 |+10,5/0,118 |0,0960| 0,107 |+10,3 
Blaugriin | 0,153 |0,0740/0,600/0,0659| 0,0712 |+ 7,8/0,0904/0,0799| 00,0851 | + 6,7 
Blau. . | 0,0762/0,0310|0,297/0,0281| 0,0331 |+15,1|0,0412)0,0320| 0,0866 |+12,6 
“Weis . . | 0,168 |0,0701 0,873 | 0,0635 | 0,0736 |+18,6/0,101 |0,0754| 0,0880 |+14,8 


1) Siehe W. H. Martin und 8. Lehrman, l. ¢. 8.77. 
2) Siehe auch meine vorldutige Mitteilung, Phys. ZS. 24, 65, 1923. 
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Entsprechende Beobachtungen an einer 35,7proz. Lésung finden 
sich in Tabelle 12. 

In diesen Tabellen bedeuten 4,, 7, und 4, das Verhiltnis. der 
Intensitat des horizontal zu der des vertikal schwingenden Tyndall- 
Lichtes, wenn der einfallende Strahl natiirlich (n) bzw. linear polari- 
siert war, und zwar in der Vertikalebene (v) oder in der Horizontal- 
ebene (h) schwingend. 

Nach den allerdings nur fiir sehr verdiinnte Lésungen abgeleiteten 
Gleichungen (100) ist 


2%; Us. Us 
2S MH = 4, = — 112 
ee, ee ee eee 
Diese Werte sind nicht unabhingig voneinander, sondern es gilt 

Ay, Ay Ay 
—= ~ 113 
aes ae 
i : : 2 ee Zgids, 

Um diese Beziehung zu priifen, haben wir 4 = Ave He berechnet. 

Ay 


Der Mittelwert 5(4 +2) aus 4 und ae die eigentlich gleich sein 
sollten, findet sich auch in den Tabellen sowie die Abweichung 0 


; A : : : 
zwischen —" und diesem Mittelwert in Prozenten, d. h. 


2 
ead 
0 — A tio . 100. 
mat 
; ee ; A), 
AuS8erdem ist der Depolarisationsgrad 0’ — peer fiir natiirliches 
ek 
und @ = -— A. fiir vertikal schwingendes Primiarlicht berechnet 
' 
worden. Ware Zucker nicht drehend, so miiBte a = © sein. Die 
Abweichung # vom Mittel — : 3 (9 + — 5 8) in Prozenten, d. h. 
@! 
“ora @ 
= 100 
psa 


findet sich in der letzten Kolumne. 

Der Vergleich von Tabelle 12 mit Tabelle 11 ene dai die 7 
fiir die héhere Konzentration gréBere Werte haben. Das kann nicht 
tiberraschen, da die Wechselwirkung der Molekeln infolge der elek- 
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trischen Molekularfelder die Depolarisation vergréBern muh. Es wire 
demnach wichtig, 4 als Funktion der Konzentration zu bestimmen 
und auf unendlich verdiinnte Losungen zu extrapolieren, um die 
Werte fiir die isoliert gedachten Molekeln zu erhalten. Schwierig ist 
dabei, daS man bei gréSeren Verdiinnungen einen Wert zwischen den 
auf Zucker und auf Wasser beziiglichen Konstanten messen wird. 

Bei unseren Konzentrationen haben die Wassermolekeln nicht auf 
die Beobachtungen eingewirkt, denn die groBen Zuckermolekeln beugen 
so viel stirker als die kleinen Wasserteilchen, daS das Wasser nur 
einen geringen Beitrag zur Gesamtwirkung geliefert hat (siehe das 
Diagramm Fig. 1). 

Besonders auffallend ist, daS 4, 4:1 ist, wie wir es bei Benzol 
beobachtet haben (siehe Tabelle 7a), und wie es bei nicht drehenden 
Substanzen sein muS. Diese Abweichung des 4, von 1 ist nach 
Formel (101) eine Eigenschaft optisch aktiver Kérper. Sie weist direkt 
auf die Tatsache hin, daB bei solchen Stoffen die Richtung des Prim&r- 
strahls einen Einflu8 auf die Erregung der Momente hat, was in der 
Bornschen Theorie zum Ausdruck kommt. Wegen der Wichtigkeit 
dieser Frage fiir die Bestimmung der optischen Konstanten der Mo- 
lekel soll dieser Punkt demn&chst in anderer Weise genauer nach- 
gepriift werden. 

Die Beziehung (113) stimmt bei der 24,7proz. Lésung recht gut 
(kleine 0), wahrend bei der starker konzentrierten — vielleicht infolge 
des wechselseitigen Einflusses der Teilchen aufeinander — systema- 
tische Abweichungen bemerkbar sind. Das kann nicht tiberraschen, 
da unsere in § 7 entwickelte Theorie nur fiir sehr verdiinnte drehende 


Lésungen gilt. 


ee! ; 
Die Abweichungen 9 von der GesetzmaBigkeit ae @, die nur 


fiir nicht drehende Substanzen gilt, sind bei der 24,7 proz. Lésung 
nur recht gering. Unsere Messungen sind jedoch nicht so genau, daf 
wir diese Abweichungen als reell ansehen kénnten, denn ist die Licht- 
stirke beim Einstellen auf Halbschatten bei der Messung von 4, schon 
gering, so gilt das um so mehr bei 4, (und in noch héherem MaBe 
bei 4;). Die kleinen & bei der verdiinnteren Lisung scheinen also 
dafiir zu sprechen, daB die Substanz sich im Tyndall-Licht merklich 
so verhilt, als ob sie nicht drehend wire, im Gegensatz zu der direkt 
auf die Zirkularpolarisation hinweisenden Tatsache, daB 4, + 1 ist. 

Dieser Widerspruch ist jedoch nur scheinbar, denn berechnet man 


A Ay 
pas n Ses ee a 
oe ee ie o4 
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mittels der Beziehungen (112), so folgt 


U 
@ oat ne Oa Re eens Soe 
2 Ay, 


aaa Se | RY GP ey 
Aj rat( n) i 


Beide GréBen unterscheiden sich also nur um den Summanden | — 4, 
; A F : 
im Nenner, der nach der Tabelle klein gegen a Ad, ist. Die 
Vv 
: @! : : ie 
Differenzen zwischen 9 und @ bilden also ein recht unempfindliches 


‘ 


Kriterium dafiir, ob die Invarianten b, B und C, die fiir die Zirkular- 
polarisation verantwortlich sind, sich schon im Tyndall-Licht bemerkbar 


5) 
machen. Wohl aber beweist dies die Tatsache, daB 4, — = Se Lies 
2 


wie sich aus (101) ergibt. 

Vergleichen wir Tabelle 11 mit Tabelle 9, so sehen wir, daB der 
Depolarisationsgrad des Zuckers in dem mittleren Teil des sichtbaren 
Spektrums, d. h. fiir direkte Beobachtung, kaum von dem des Wassers 
abweicht. 

Trotzdem Zucker- und Wassermolekeln also ungefahr die ,,gleiche 
Form“ haben, denn der Depolarisationsgrad mit ja die Abweichung 
von der ,Kugelgestalt“, beobachtete ich doch, wenn ich den Nicol in 
Fig. 6 durch einen photographischen Apparat ersetzte und das Pha- 


4] 


Fig. 7. Fig. 8. 


nomen photographierte, bei Wasser deutlich eine stirkere Abweichung 
von der Kugelgestalt als bei Zucker, d. h. Wasser- und Zuckermolekeln 
unterscheiden sich visuell kaum in der Form, wohl aber photographisch. 

Der Grund dafiir ist das in Tabelle 9 zam Ausdruck kommende 
Anwachsen von 4’ = 4, bei Wasser fiir kiirzere, photographisch 
wirksame Wellenlangen, wihrend hier gerade nach Tabelle 11 der 
Depolarisationsgrad des Zuckers abnimmt. 

Zwei photographische Reproduktionen mégen zur Illustration 
genigen. 

Fig. 7 stellt eine 21,9proz. Zuckerlésung bei 7 Minuten Exposi- 
tionsdauer dar, Fig.8 ultrafiltriertes Wasser bei 80 Minuten Exposi- 
tionsdauer. Das obere Feld entspricht dem depolarisierten Licht. Bei 


os , _— 
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den Aufnahmen wurde ein Blaufilter benutzt, das von 487 bis 427 mu 
durehlassig war. 

Sodann wurden noch Versuche mit ultrafiltrierten Lésungen von 
22,7 Proz. Na Cl, von 10,0 Proz. Mg SO,, mit 6 Proz Ba (N Os)a, 
3,9 Proz Hg Cl, und LiCl vom Brechungsexponenten 1,3799 gemacht. 
Diese hatten orientierenden Charakter und zeigten durch die Expositions- 
dauer, da8 ein Effekt vorhanden war, wenn auch in allen Fallen viel 
schwicher als bei Zucker. Der Depolarisationsgrad war bei allen diesen 
Substanzen von derselben GréSenordnung wie bei Zucker oder Wasser, 
doch ist evident, da8 wegen der geringen Strahlung bei diesen Salz- 
lésungen nicht die Depolarisation der Salzmolekeln und JIonen allein 
beobachtet wurde, sondern ein Mittelwert zwischen ihr und der des 
Wassers. 

Bevor nicht genauere quantitative Messungen vorliegen, kénnen 
wir nur sagen, da aus den Photographien sich zwar das Vorhanden- 
sein der Salzmolekeln merklich macht (Expositionsdauer), daB sie sich 
in der Form aber nicht wesentlich untereinander und vom Wasser 
unterscheiden. 

Die viel schwachere Strahlung bei Salz- als bei Rohrzuckerlésungen, 
trotzdem die Brechungsexponentex aller dieser Loésungen erheblich von 
dem des Wassers abwichen (1,35 bis 1,38), beunruhigte mich anfanglich, 
weil ich damals dackte, die Differenz zwischen dem Brechungsindex 
der Lésung und dem des Wassers wire wohl fiir den Effekt maf- 
gebend. Erst das quantitative Studium der Erscheinung auf Grund 
der Schwankungstheorie (§ 8 und besonders die Kurven der Fig. 1 
und 2) iiberzeugte mich, da8B — im Einklang mit den Experimenten — 
nach der Theorie gar nicht mehr zu erwarten war. Roh gesprochen 
kommt das daher, da8 die Brechung vom Gesamtvolumen der Teilchen 
abhingt, der Tyndalleffekt aber um so kleiner wird, je feiner verteilt 
diese Materie ist 1). 

§10. Untersuchungen anderer Autoren und allgemeine 
Bemerkungen. Gegeniiber der in der vorliegenden Arbeit festge- 
stellten Tatsache, daS sowohl in reinen Fliissigkeiten als auch in 
wisserigen Lésungen das Tyndallphinomen existiert — in Uberein- 
stimmung mit kiirzlich angestellten Beobachtungen von Raman (I. ¢.) 
und Martin und Lehrman (l.c.) —, hatte Spring *) geglaubt, optisch 

1) Deshalb sind auch Messungen von Verunreinigungen, etwa bei Abwassern, 
die den Tyndalleffekt zu Hilfe nehmen, wie das Tyndallmeter von Mecklenburg 
und Valentiner (ZS. f. Instrkde. 34, 909, 1914), nur mit Vorsicht zu gebrauchen, 


denn sie geben vergleichbare Werte nur dann, wenn man sicher ist, daB die 


TeilchengréBe dieselbe ist. 
2) W. Spring, Rec. trav. chim. Pays-Bas 18, 153, 253, 1899; 29, 163, 1910. 
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leere Fliissigkeiten herstellen zu kénnen. Dies wurde von Lobry de 
Bruyn und Wolff+) an Wasser bestitigt, jedoch fanden sie, daB 
Rohrzuckerlisungen eine seitliche Ausstrahlung aufweisen. Kangro *) 
dagegen stellte photographisch fest, daB stets Licht, wie bei einer 
triiben Fliissigkeit, zu beobachten war. Auch Coehn3) konstatierte 
diese Triibung in Zuckerlésungen, wahrend er reines Wasser als optisch. 
leer ansah. 


Demgegentiber mu8 man sagen, daS8, wenn ein Forscher keine 
Triibung festgestellt hat, es zweifelhaft ist, ob seine optische An- 
ordnung empfindlich genug war. Wird andererseits eine seitliche 
Strahlung beobachtet, bleibt das Bedenken, ob die Reinigungsmethode 
geniigt hat, um alle Fremdkérper auszuschlieBen. 


Beziiglich der Reinigungsmethode stellt die von Le Blane und 
Woiski (1. c) angewandte Ultrafiltration unter Ausschlu8 der direkten 
Beriihrung mit Luft einen grofen Fortschritt dar, jedoch hatten sie 
eine fiir diese Zwecke ungeniigende ultramikroskopische Beobachtungs- 
methode (vielleicht wegen der zu diinnen beleuchteten Schicht), denn 
sie glaubten, daB sowohl Wasser als auch u. a. Zuckerlésungen optisch 
leer zu erhalten seien, ja sie sahen nicht einmal bei Benzol das ziemlich 
kraftige seitlich zerstreute Licht. 


Unsere Beobachtungen, welche trotz Ultrafiltration oder Destilla- 
tion im Vakuum stets einen positiven und immer denselben Befund 
des Tyndall-Lichts gaben, sind bei aller Verschiedenheit der Be- 
handlungsart in guter, zum Teil quantitativer Ubereinstimmung mit 
den Ergebnissen von Raman sowie Martin und Lehrman und werden 
in vielen Punkten durch die Theorie aufs beste gestiitzt. 


Wenn aber schon das reine Wasser einen Tyndalleffekt zeigt, 
ist es nicht mehr angingig, wie das vielfach geschieht, durch dieses 
Phanomen die echten Lésungen von den kolloidalen zu unterscheiden, 
und es fragt sich, ob und wie man zwischen kristalloiden und kollo- 
idalen gelésten Stoffen in Zukunft wird unterscheiden kinnen. Theo- 
retisch kann man wohl sagen, daB die gelésten Teilchen kristalloider 
Stoffe alle untereinander gleich sind, wihrend das bei Kolloiden keines- 
wegs der Fall ist; aber beide Teile dieses Satzes bediirfen der Hin- 
schrankung, der erste Teil wegen auftretender Dissoziationen und Asso- 
ziationen, der zweite, weil man sich durch Zentrifugieren (Perrin), 
Ultrafiltrieren (Bechhold, Gans) sowie durch die Herstellungs. 


1) 0. A. Lobry de Bruyn und L, K. Wolff, ibid. 28, 155, 1904. 
2) W. Kangro, ZS. f. phys. Chem. 87, 257, 1914. 
3) A. Coehn, ZS. f. Elektrochem. 15, 652, 1909. . 
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art [Keimmethode von Zsigmondy})| dieser Gleichheit wenigstens 
_ nahern kann. 
Bei der Beurteilung der Ergebnisse beziiglich der Tyndallstrahlung 
von Molekeln, besonders bei dem Vergleich dieses Effektes mit 
dem an kolloidalen Lésungen beobachteten, muS man sich gegen- 
wirtig halten, daS das Volumen einer Benzolmolekel ungefahr 
-2,5.10-°°mm3 betragt, wihrend die kleinsten kolloidalen Goldteilchen 
rond 10~%mm, die von Perrin studierten kleinsten Gummigutt- 
teilchen sogar 5.10-?mm® haben, und daB die Lichtzerstreuung dem 
Quadrat des Volumens der Partikel proportional ist. 


La Plata, Instituto de Fisica, 4. Juni 1923. 


1) R. Zsigmondy, Gottinger Nachr. 1916, 8. 1. 


Zur Frage der Einwirkung der Warmebewegung 
auf die Interferenz von Rontgenstrahlen. 


Von Ivar Waller in Gottingen. 


(Hingegangen am 18. Juni 1923.) 


Die ersten Berechnungen der Kinwirkung der Warmebewegung 
der Kristallatome auf die Interferenz von Rontgenstrahlen hat be- 
kanntlich Debye ausgefihrt. Eine ausfiihrliche Behandlung des 
Problems hat er in seiner Abhandlung ,Jnterferenz von Réntgen- 
strahlen und Wirmebewegung“ 1) gegeben. Als Ausgangspunkt seiner 
Berechnungen benutzt Debye Vorstellungen, welche der Laueschen 
Theorie der Interferenz von Réntgenstrahlen in einem starren Atom- 
gitter zugrunde liegen. Debye vervollstandigt diese Theorie durch 
die Beriicksichtigung der Warmebewegung. Dabei wird mit einer 
Modifikation, iiber welche wir Bedenken anfiihren miissen, die von 
Born und y. Karman angegebene Methode, Normalkoordinaten bei 
einem Gitter einzufiihren, benutzt. Die Rechnung von Debye gibt 
als Resultat erstens ein Herabsetzen der Intensitét der Strahlung in 
den Lauemaxima, zweitens eine zerstreute Strahlung, deren Intensitat 
durch einen sehr einfachen Ausdruck dargestellt wird. Die Schirfe 
der Lauemaxima wird nach Debye von der Warmebewegung nicht 
beeinfluBt. 

Den einfachen Ausdruck fiir die zerstreute Strahlung hat Debye 
erhalten auf Kosten einer in der Rechnung begangenen Inkonsequenz, 
die von ihm auch hervorgehoben wird. Wie die Rechnung auszu- 
fiihren ist, wenn diese Inkonsequenz vermieden werden soll, das hat 
Faxén?*) gezeigt. Nach ihm ist die zerstreute Strahlung von kompli- 
ziertem Bau. Faxén hebt das interessante Resultat hervor, da8 eine 
groBe Intensitét der zerstreuten Strahlung in der Nahe der Laue- 
maxima zu erwarten ist. 

Schrédinger’) hat im Jahre 1913 unter strenger Benutzung 
der Born- und y. Karmdnschen Theorie eine Behandlung des vor- 
liegenden Problems gegeben. Leider bezieht sich seine Berechnung 
nur auf ein lineares Gitter, d. h. eine Reihe Aquidistanter Atome, und 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 48, 49, 1914. 
2) H. Faxén, ebenda 54, 615, 1918. 
8) H. Schrédinger, Phys. ZS. 15, 79 u. 497, 1914, 


— 
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es ist nicht ganz einleuchtend, inwieweit sich seine Schliisse auf das 
dreidimensionale Gitter erweitern lassen kinnen. AuSerdem wird von 
Schrédinger die Quantentheorie nicht beriicksichtict. Schrédinger 
zieht aus seinen Berechnungen den SchluS, da8 mit wachsender Tem- 
peratur die Schirfe der Lauemaxima allmihlich verschwindet. 

Das Problem wird hier aufs neue behandelt, weil es mir, wie 
oben erwahnt, scheint, daSB Debye die Born- und v. Karmdnsche 
Methode in unrichtiger Weise benutzt hat. AuSerdem ist eine Er- 
weiterung der Theorie auf andere Gittertypen erwiinscht. Das Ergebnis 
der Untersuchung in letzterer Hinsicht werde ich spiter mitteilen. 

Der Gang der vorliegenden Untersuchung gestaltet sich folgender- 
mafen : 

In § 1 wird gezeigt, wie es in einfacher Weise méglich ist, unter 
Benutzung der Normalkoordinaten yon Born und vy. Kdérman die 
Interferenzintensitat zu berechnen. Es zeigt sich dann, daB sich diese 
in der Form einer Summe J = J, + J, darstellen la8t. J, entspricht 
dem von Debye fiir die Intensitat der Lauemaxima gegebenen Aus- 
druck und hat dieselbe Form. Doch ist der Exponent M in der 
Debyeschen Formel hier durch seinen doppelten Wert ersetzt, was 
einen stirkeren Temperatureinflu8 zur Folge hat. J, ist ein Ausdruck, 
welcher dem von Faxén fiir die zerstreute Strahlung gegebenen 
ahbnlich ist. Es wird weiter die Frage erértert, welcher Beitrag von J, 
zur Strahlungsintensitit in einem Lauefleck und dessen Umgebung 
zu erwarten ist. Es scheint, als kénnte bei der Anwendung kontinuier- 
licher Réntgenstrahlung dieser Beitrag ziemlich bedeutend sein. Die 
Voraussetzungen, welche hier gemacht werden, sind im wesentlichen 
die gleichen, die schon Debye gemacht hat. 

In § 2 gehen wir dann etwas naher auf den Debyeschen Ansatz 
ein. Es wird erwihnt, da8 dieser Ansatz bei richtiger Durchfiihrung 
der Rechnung zu dem in § 1 erhaltenen Ergebnis fiihren kann. 

In § 3 wird hervorgehoben, daB bei der Ableitung viele Ver- 
nachlissigungen gemacht worden sind. Doch scheint es, als wiirden 
die experimentellen Ergebnisse von Backhurst!) ziemlich gut mit 
den Forderungen der Theorie iibereinstimmen. 


§ 1. Die Berechnung des Temperatureinflusses bei einem 
einfachen Kristallgitter. Ein einfaches Kristallgitter liBt sich 


- folgendermaBen beschreiben 2): Unter a, b, ¢ verstehen wir drei Vek- 


toren, welche das Elementarparallelepipedon des Gitters bestimmen. 


1) I. Backhurst, Proc. Royal Soc. (A) 102, 340, 1922. 
2) M. Born, Dynamik 4. Kristallgitter, Leipzig 1915, 8. 14—15. 
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Die Koordinaten der Gitterpunkte, als welche wir hier die Atome 
auffassen, sind dann in einem rechtwinkligen Koordinatenssytem 


| Limn = lag + mbz + Nez + Umm 
5 Yimn = la, +m by + Nty + Umn 
| Zimn = laz +mbz+ nc + Wimn, 
wo I,m, ganze Zahlen sind. Die Begrenzung des Gitters wird durch 
die Ungleichungen definiert: 

—L<i<+4L -—-M<m<+M —Nen<+ Hy. 
Umn, Ylmn Wimn geben die Verschiebungen an, welche ein Atom aus 
seiner Gleichgewichtslage bei gegebener Temperatur infolge der Warme- 
bewegung erfahrt. 

Wir nehmen an, da die einfallende Réntgenstrahlung eine ebene 
Welle ist, deren Wellennormale die Richtungskosinus @, Bo, yo hat 
und deren Wellenlinge 4 ist. Nach Laue!) kénnen wir die Amplitude 
der von einem Atom ausgehenden Sekundirstrahlung in einem Auf- 
punkte P, dessen Abstand R von dem im Ursprung O gelegenen 
Kristall im Vergleich mit der Ausdehnung des Kristalls groB ist, so 
darstellen 

etek 


w- 


-@ x [((A€— ap) 1 m n + (@—Bo) ¥imn + Y—%0) imal , 


€ 


2 
wo &By die Richtungskosinus von OP und x = “= sind. y ist ein 


Strahlungsfaktor des einzelnen Atoms. Die Amplitude der Interferenz- 
strahlung in P ist somit 


—ixuk 
é 5 : a ef @AtmB+nC) | pix [(@— 49) Uj m n + (B—Bo) mnt Y—%) “imal , 
tmn 
wo 
A = %[az (% — O%) + ay (B — Bo) + a2(y — Yo) }; 
B= %[bz (% — t%) + by (B — Bo) + be (vy — Yo) (1) 


C = x[¢, (% — 0%) + ey (B — Bo) + ¢z (vy —70)}- 

Die Intensitit J im Punkte P erhalt man, unter der wohl immer 
erfiillten Voraussetzung, daB die Periode der Riéntgenwelle viel kleiner 
als die kiirzeste Periode der Variation von mn, Yimny Wimn ist, durch 
Multiplikation jenes Ausdruckes mit dessen konjugiert komplexem 
Werte. Somit ist 


2 
J =F Seeley atm—ma+n—ma K, (2) 


wo 
K = et * (4-49) ym n— Uy mm) + B—Bo) Or mn—V mn) + (¥ —%0) im n—“Um'in DI, (3) 


1) M. vy. Laue, Enz. d. math. Wissenschaft, Bd. V 8, 8. 459. 
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Weil die Warmeschwingungen sehr schnell erfolgen, so da8 wir 
nur deren durchschnittliche Wirkung auf die Intensitit beobachten 
kénnen, soll in der Formel (2) der Zeitmittelwert von K, d. h. K, 
eingefiihrt werden. 

Bei der Berechnung dieses Zeitmittelwertes wollen wir im An- 
schlu8 an Debye und Schrédinger Normalkoordinaten benutzen. 
Die Rechnung 1laBt sich, wie ich zeigen werde, ganz einfach gestalten. 

Wir machen die Voraussetzung, da die potentielle Energie des 
Gitters sich als quadratische Funktion der Verriickungskomponenten 
Uimns Vimn Mimn darstellen 14Bt. Allerdings erhalten wir so nur eine 
Naherung. Diese diirfte aber im vorliegenden Falle gentigen, wenigstens, 
wenn die Temperatur nicht zu hoch ist. Wir kénnen dann durch 
eine lineare Substitution 

Umn = = Em nPi, Vimn = > Ninn Dis Winn = & Conn Di (4) 
t z 
erreichen, da die potentielle und die kinetische Energie des Gitters 
die Formen erhalten 


@—F-Yoled, T= 5:3, (n=): (5) 
p; sind dann die Normalkoordinaten, a,/22 die Kigenschwingungs- 
zahlen des Kristalls. Sai coves vee werden die EKigenzahlen ge- 
nannot. «w ist ein Zahlenfaktor, der von der Normierung der Higen- 
zahlen abhangt. 

Wir knipfen nun an die Theorie der spezifischen Warme an. 
Diese Theorie hat gezeigt, daB jeder Eigenschwingung des Kristalls 
bei einer absoluten Temperatur 7 eine durchschnittliche Energie zu- 
-geschrieben werden mu8, deren Betrag 

h @; 


= hea BEG, 


ha; 


e2akT —'p 


ist. Dabei bedeutet L,, eine modgliche sogenannte Nullpunktsenergie, 
welche fiir die spezifische Warme bedeutungslos ist, h ist das Planck- 
sche Wirkungsquantum, & die Boltzmannsche Konstante. 
Andererseits ist die mittlere Energie einer Higenschwingung das 
Doppelte ihrer mittleren potentiellen Energie, d.h. wo? pi, wo p; den 
Zeitmittelwert von p? bedeutet. Daraus folgt unmittelbar 


h@,; 
a eel 2 
ie ser leer Een (6) 
; e2akT __ 1 


Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII. 98 
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Gerade diese GréBen p? bestimmen den Wert von K, wie gleich 
za sehen ist. Aus (4) und (3) folgt 
k= fe tam — Tlé x Pi, 
Cin (0 ia Oy) Ein on’ w) a ee Bo) (itt itn n — UT ww) 
= (y oth v0) (or mn — bimrn’) * (7) 
Bei der Berechnung von K wird die Voraussetzung gemacht, daB 
jede Normalkoordinate von den anderen unabhangig ist, da somit 
keine festen Beziehungen zwischen den Amplituden und den Phasen 
der Normalschwingungen bestehen. Dann 148t sich jener Mittelwert 
darstellen als das Produkt der Mittelwerte der einzelnen Faktoren, 
von denen einer ist 


5 ; 1 a ‘ 1 
eM are —= 1+ ix CPi — 5” OD! — & #8 of pi + 5, Qf Pi --. 


Der Mittelwert dieser GréBe ist 
—— 1 —+ 1 
XO; Pj — 5 - 42 07 p? + — <7 xt of pt... 


Wir konnen uns hier nach Debye?) mit dem zweiten Gliede begniigen. 
Mit derselben Naherung ist 


A O1Pi — e— 5 POPE - 
Wenn 
h oo 
42 21% 
f (a) == 2 00? ho; ai Lo; (8) 
e2akT __ 1 


gesetzt wird, erhalten wir nach (6) 
K = c—ji' de (9) 


Um die Berechnung weiterzufiihren, benutzen wir die von Born 
und v. Karman angegebene Methode, bei einem Gitter Normal- 
koordinaten einzufiihren. Der Ansatz (4) ist ja ganz formaler Art, 
und e§ kommt noch darauf an, die Eigenzahlen wirklich zu berechnen. 

Eine Darstellung der Born und v. Karmdnschen Methode fir 
ein beliebiges Kristallgitter findet man in dem Buche von Born: 
»Dynamik der Kristallgitter“, § 14. 

Weil das Kristallgitter, das hier betrachtet wird, ,einfach“ ist, 
mu8 in den Formeln von Born s — 1 sein. Der Index & kann somit 
gestrichen werden. 


1) P. Debye, l.c., 8. 62. 
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Die Regel, welche Born S. 58 im genannten Buche fiir die Ein- 
fihrung von Normalkoordinaten bei einem Gitter mit der endlichen 
aber groBen Atomzahl N gibt, ist von dem Inhalt, daB man in dem 
durch die Ungleichungen 


Pp 
—a<vc4a 
x 
definierten Kubus im » ~y-Raume NV Punkte gleichfirmig verteilen soll. 
Dann sind die diesen Punkten entsprechenden, durch die Bornschen 
Formeln (131’) und (131") definierten GréBen P’(g, yp, x) und P” (~, ¥, x) 
die Normalkoordinaten. Die Verschiebungen der Gitterpunkte, in 
Normalkoordinaten ausgedriickt, sind durch die Bornsche Formel (139) 
gegeben, wo man die Integration durch eine Summation ersetzen kann. 
Fiir das einfache Gitter wird dabei 
8 
ie a Ss SS E; (Pj cos 2 + P;'sin 2)  usw., (10) 
ym eyxyj=l 
wo 2—=—Ilg+mv+nyz ist. Die Masse eines Atoms ist mit m be- 
zeichnet. Da m auch in anderer Bedeutung vorkommt, kann wohl 
nicht verwirren. Diejenige Summation, welche durch g, ~, 4 gekenn- 
zeichnet ist, erstreckt sich iiber samtliche Punkte des Phasenkubus. 
Die Ausdriicke der potentiellen und der kinetischen Energie in 
Normalkoordinaten sind 


® =>. Sof [lee + (27) (11a) 

yen i 
r=5- Sey + By (11) 

wen J 
Es befremdet, daB die Anzahl der Normalkoordinaten, welche wir 
in dieser Weise erhalten, gleich 6 N ist, wahrend der Kristall nur 3N 
Freiheitsgrade hat. Jedem Punkt im Phasenkubus entsprechen je 
drei P; und ebenso drei Pj. Dazu kommt, da8 die Bornschen 
Gleichungen (140) gelten miissen, wo wir uns denken, daB die Inte- 
gration durch eine Summation ersetzt ist (wie oben). Man kann so- 

mit die Unabhingigkeit der Normalkoordinaten bezweifeln 1). 

Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, wollen wir uns den 
Phasenkubus mit den N Punkten so besetzt denken, daB jedem Punkte 


1) Prof. M. Born hat mir giitigst mitgeteilt, daB er diese Schwierigkeiten 
schon beachtet hat und da8 dieselben ihn zu einer neuen Darstellung der Methode 
zur Einfiihrung von Normalkoordinaten veranlaft haben. Diese Darstellung 
findet man in Enz. d. math. Wissenschaft, Bd. V, 25 (wird bald erscheinen). 

28 * 
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(px) ein Punkt (— y, — ¥, — x) entspricht. Dann ist, wie man leicht 
sieht, 0); (9, Y, x) = 0; (— a: v, as %)s E; (9, Uv, x) = €; (— Q,— Y, car: x) 
usw., folglich 

P5(9,4,4) = — Pj] (—%—% — 2): 


Denken wir uns eine Ebene durch den Punkt p=y=—y=—0 
gelegt, so wird der Phasenkubus halbiert, und die Werte von 
P}, P'; der einen Halfte, deren Gesamtzahl 3.N ist, sind durch die der 
anderen Halfte nach den Gleichungen (12) bestimmt. Man sieht nun, 
da8 die Bornschen Gleichungen (140) auch erfiillt sind. Somit fallen 
die obigen Schwierigkeiten fort, wenn nur die Pj, P; der einen Halfte 
des Phasenkubus als unabhingige Normalkoordinaten betrachtet werden 
und wenn an der Giiltigkeit der Gleichungen (12) festgehalten wird 2). 


Bezeichnen wir eine tiber die = Punkte des halben Phasenkubus 


sich, erstreckende Summe als ee so erhalten wir an Stelle von (10), 
(1la) und (11b): PV 


“ae 5 E; (Pj cos 2 + Pj sin 2), usw. (13) 


Rare vm pypy j=l 
® = STS) of (+ (PH (13a) 
=) Sie + ep (13) 
Pwx I 


Jeder der angegebenen Phasenpunkte gibt somit sechs Kigen- 
schwingungen, die in zwei Gruppen von je drei zerfallen. Die Schwin- 


gungszahlen beider Gruppen sind dieselben, namlich - (j= 4 eae 


die EKigenzahlen ss verschieden, und zwar 


2 
—£; cos, ——7; cos &, bal. £; cos 2 
i Vm Ym 
in der einen Gruppe, und 
Zui 2 2 
—— sin, ——y;sinQ, ——£;sin2 
Ym” Vm 4 Vm si 


in der anderen Gruppe. 


1) Es wird hier die Voraussetzung gemacht, daB x eine ganze Zahl ist. 


Physikalisch dirfte diese Beschrinkung ohne Bedeutung sein. 
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Wir kénnen nun die Berechnung von K weiterfiihren. Nach (5) 
und (7) ist die Zahl w gleich 2 zu setzen, und man erhilt nach (9) 


ee —4>! Y foo? [1 —cos(2Q— Q')] 
pes PX J ’ (14) 
wo /(@;) durch (8) definiert ist und 


| : ; 
a rien Stl) si + (B — Bo) nj + (¥ — 90) &] (15) 
ist. 
Offenbar ist auch 
= YY 7(@;) 67 [1 — cos (Q— on) 
mae on J (16) 
Aus (2) und (16) folet der Ausdruck fiir J. Setzen wir 


Q@=—2>) re) 4, (17) 


Rea : : ewy j 
so kénnen wir schreiben 


— 755: Y 
PEO es 2 Pa, YS fo) 0? eos (2Q— 0 \. 
K= &+ @je™ = 1 


Daraus folgt 


J = J,+ ds, (18) 

ee __ ¥? osin?LA sin? MB sin? NC 
Jy — R2° * B CG 9 (19) 
i inz— + pak 
sin? > sin? > sin 3 
—— oF , r > Q—Q’ 
8 =e V)A+(m—m')B+ (n— hel Pere cont ea — J). (20) 
U min’ 


Im Ausdruck fiir J, sind in leicht ersichtlicher Weise die Sum- 
mationen in bezug auf Jmn und U'm'n’ ausgefiihrt. Im Ausdruck fiir 
J, wollen wir eine Reihenentwicklung ausfiihren, welche der von 
Faxén1) benutzten ahnlich ist. In der Summe 

Sr (@) 6} cos (2 — 2) 
Pwx j 
kénnen wir, da die Phasenpunkte (, 7, y) und (— y, —#, — x) den- 
selben Wert von f(q,) 6} liefern, cos (2 — 2’) durch ¢(@-9 ersetzen 
und dann die Entwicklung machen 
a>) GEL hee a 


ePVx ds ST =S5|SDrevs ei (Q— | 


ak vex J 
[] 2 iL@—V) (pi t-++ + Py) + (m—m') 
Di 2 tT [Srna \. (Wyte Fwy) + =) it + wy 
y=1 ° givin b=1 j WEAK 
Py Pyky 


1) H. Faxén, l.c., 8. 617. 
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Fiihren wir diese Entwicklung ein, so lat sich in jedem Glied 
die Summation in bezug auf 7mn und I'm'n’ ausfiihren, und wir er- 


halten 
h= Fe DE >; {TL | Scone? | alae (21) 


Pivin li =1 


Py Pyhy 
__ sing L(4+9,4+---+ 9) sin? U(B+ v, +--+ Wy) 
soeain® = C4 Appa «- -+ gy) ‘sin? } (B+ %, +---+ Wy) 
_sin? N (C + / “esr ON 
sin? ? (C+ wm ++ + w) 


Es ist nun offenbar, daB J, zu den bekannten Lauemaxima Anla$ 
gibt. Deren Intensitat wird infolge der Warmebewegung mit einem 
Betrage herabgesetzt, der von dem Faktor e® angegeben wird. Debye 
gibt eine 4hnliche Formel fiir die Intensitat der Lauemaxima. Anstatt 
e@ steht bei ihm e% wo aber M — iQ ist, wie man durch den Ver- 
gleich der Debyeschen Formel (29)1) mit unserer Formel (17) findet. 
Man sieht somit, daB8 sich aus unserer Rechnung ein starkerer Tem- 
peratureinfluB als aus der Debyeschen ergibt. 

J, kann als die durch die Warmebewegung zerstreute Strahlung 
bezeichnet werden. Hs ist nicht ausgeschlossen, daB davon ein meb- 
barer Beitrag zur Strahlungsintensitat in der nachsten Umgebung der 
Lauemaxima entstehen kann. Ein Glied von dem Ausdruck fiir J, 
gibt eine in Betracht kommende Intensitét nur in einer Richtung, 
welche die Bedingungen der Form 


A+tg,+--+ 9, =2h,2, Bey, +--+, = 2hx 
Cyt + = 2hyx 


wo 


erfiillt. 

Diese Strahlungsmaxima der verschiedenen Glieder fallen aber in 
alle Richtungen wegen der beinahe kontinuierlichen Variationen von 
y, w und x7 zwischen den Grenzen —z und +2. In der Umgebung 
der Lauefiecke sind diese Maxima besonders intensiv. Die zerstreute 
Strahlung hat somit dort eine groBe Intensitit *). 

Ks ist noch zu bemerken, daB zu den Maxima von J, nur ganz 
bestimmte Wellenlangen der einfallenden Roéntgenstrahlung beitragen 
kénnen, wie ja bekannt ist, wihrend zu den Maxima der Glieder von — 
J, Wellen beitragen, deren Lingen sich iiber ein grofes Intervall 
erstrecken, weil ja g, y, % zwischen den eben genannten Grenzen 


1) P. Debye, l.c., 8. 64. 
2) Vgl. Faxén, l.c., 8.619. 
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—a und + 2 gewahlt werden kiénnen. Daraus folgt, daB der EinfluB 
von J, stark wachst, wenn wir von monochromatischer zu kontinuier- 
licher Réntgenstrahlung iibergehen. 

AufSerdem mu, wie leicht zu sehen ist, J, im Verhiltnis zu Jy 
wachsen, wenn die Temperatur héher wird ?). 

Ks ist vielleicht anzunehmen, da8 insbesondere bei der Anwendung 
monochromatischer Réntgenstrahlung und bei niedriger Temperatur 
ein kleiner Beitrag von J, zur gesamten Intensitit eines Laue flecks 
zu erwarten ist. Daftir scheint auch die Schirfe der Réntgenspektral- 
linie zu sprechen. Denn das Maximum von J, in einem Lauefleck 
ist durchaus nicht so scharf wie dasjenige vou J,, und es ist wahr- 
scheinlich, da8 ein groBer Beitrag von J, zu einer Verschwommenheit 
der Spektrallinien AnlaB gibe. 

§2. Uber den Debyeschen Ansatz zur Einfiihrung von 
Normalkoordinaten. Wir wollen nun den Debyeschen Ansatz 
zur Hinfiihrung von Normalkoordinaten etwas naher untersuchen. Man 
erhalt diesen Ansatz (bis auf einen konstanten Faktor), wenn man setzt 


P; — P; cos 0;, re —— Pj sin Oj. 
Dann folgt nach (10) 


Pee cos (§& —0;) usw. 


Mow 5 
Diese GréBen a werden von Debye als Normalkoordinaten be- 
zeichnet. Die Phase 0; betrachtet Debye als zeitlich konstant, aber 
als unregelmaBig wechselnd, wenn man von einer Eigenschwingung zur 
anderen iibergeht. Die Werte der potentiellen und der kinetischen 
Energie erhalt Debye aus (11). Diese Gleichungen geben 


=) =5> Ser, r=. pon? 
Pwr j PWwK J 
Es ist aber zu bemerken, da{ die Annahme, 0; sei von P; unab- 
hangig, nicht mit den Bornschen Gleichungen iibereinstimmen kann. 
In der Tat folgt aus Borns Gleichung (140), wenn die Integration 
durch eine Summation ersetzt wird 
>> S} Pj sin (Q— ig) ==. 0, 
PwK J 
welche Gleichungen P; und 0; verkniipfen. 
Trotzdem scheint der Debyesche Ansatz doch zum richtigen 


_Resultat fiihren zu kénnen. Man mu8 aber dann die potentielle und 


1) Hine nahere Untersuchung der zerstreuten Strahlung findet man in einer 
Arbeit von Faxén, die bald erscheinen wird. 
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die kinetische Energie besonders ausrechnen. In der Tat zeigt sich 
leicht, daB die Zeitmittelwerte der potentiellen und der kinetischen 
Energie die Halfte der von Debye angegebenen Werte haben. Diese 
Mittelwerte sind in der Tat 


o=7> SA > De. 
PvK J P¥K J 

Daraus folgt: Wenn man den Debyeschen Ansatz akzeptieren 
will, so gibt eine konsequente Rechnung dasselbe Resultat, das wir 
oben erhalten haben. 

§ 3.. Uber die Voraussetzungen, welche der Theorie zu- 
grunde liegen. Erstens sind wir ja von der Laueschen Behandlung 
des Interferenzphanomens ausgegangen. Von dem Strahlungsaustausch 
der Atome im Kristallgitter ist somit abgesehen worden. Darin diirfte 
ein wesentlicher Fehler stecken. Vielleicht kann doch unsere Theorie 
fiir hinreichend kleine Kristalle Giiltigkeit beanspruchen. 

Zweitens haben wir bei der Behandlung der Warmebewegung 
eine véllige RegelmaBbigkeit der Krafte zwischen den Atomen des 
Kristalls angenommen. Diese Vernachlassigung ist wohl um so weniger 
von Bedeutung, je niedriger die Temperatur ist. 

Drittens ist noch die Approximation zu beachten, die darin be- 
steht, daB in der Theorie von Born und v. Karman auf die Begren- 
zung des Kristalls keine Riicksicht genommen wird. Dieser Fehler 
kommt aber um so weniger in Betracht, je gréBer der Kristall ist. 

Viertens ist zu beachten, da8 von einer Temperaturabhingigkeit 
des Strahlungsfaktors ~ abgesehen worden ist. Vielleicht ist das bei 
héheren Temperaturen nicht erlaubt. Eine nicht ganz sichere Hypo- 
these steckt iibrigens schon in der Einfiihrung dieses Strahlungsfaktors. 

Besonders infolge der erstgenannten Voraussetzung haftet der 
Theorie eine gewisse Unsicherheit an. Es scheint aber, als wiirden 
die experimentellen Ergebnisse von Backhurst 1) das Resultat ziem- 
lich gut bestitigen. Es ist meine Absicht, spiter auf diese Frage 
zurtickzukommen, wenn die Erweiterung der Theorie behandelt wird. 


Upsala, im Mai 1923. 


1) I. Backhurst, l.c. 
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Probleme der speziellen Relativitatstheorie. 
Von Aloys Miiller in Bonn. 


(Eingegangen am 3. August 1923.) 


Dies scheint das Schicksal jeder bedeutenden naturwissenschaft- 
lichen Theorie zu sein: Das Neue, das in ihr auftritt, nimmt die 
Geister wie im Sturm gefangen und lat sie leidenschaftlich zu den 
feinsten und tiefsten Problemen vordringen; ihre Voraussetzungen 
und Grundbegriffe bleiben aber ohne hinreichende kritische Bearbeitung. 
Das wird wohl eine tiefe psychologische Notwendigkeit sein. Jeder 
groBe Gedanke bedarf der groBen Begeisterung, damit das Richtige 
an ihm eine lebenskriaftige geistige Macht werde. Ist es das ge- 
worden, dann kommt erst die Kritik im einzelnen. Die Entwicklungs- 
theorie wartete Jahrzehnte, ehe die geistige Lage eine Kritik ihrer 
Grundgedanken méglich machte. Die Relativitatstheorie wird wohl 
nur Jahre zu warten brauchen. 

Einen kleinen Beitrag dazu bieten die folgenden Zeilen. Sie 
wollen Gedanken, die ich schon anderwirts an verstreuten Stellen 
vorgetragen oder angedeutet habe‘), zusammenfassen und erg&nzen. 
Es handelt sich nicht um philosophische Dinge; die médgen die 
Philosophen unter sich ausmachen. Es handelt sich auch nicht um 
mathematische Fragen; sie sind hinreichend geklart. Ich brauche 
iibrigens wohl kaum zu betonen, da8 die mathematisch vollkommenste 
Ausbildung einer physikalischen Theorie weder ein Beweis fiir ihre 
Richtigkeit ist, noch Schwierigkeiten und Widerspriiche aufheben 
kann. Was ich behandeln will, sind physikalische Probleme. Die 
Schwierigkeiten, die ich vorlege, méchte ich nicht als ,,Beweise gegen 
die Relativititstheorie“ aufgefaBt wissen. Sie sollen nur Stellen auf- 
zeigen, die noch zu klaéren sind, und wollen solche, die imstande sind 
sie zu geben, um eine eindeutige und bestimmte Antwort bitten. 


I. Das Konstanzprinzip. 


Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit umfaSt mehrere 
bisher ungeléste Schwierigkeiten; wir besprechen drei davon. 


1) Aloys Miller, Die philosophischen Probleme der Hinsteinschen 
Relativitatstheorie (1922); teilweise auch schon in der ersten Auflage dieses 
Buches, die 1911 unter dem Titel ,Das Problem des absoluten Raumes und seine 
Beziehung zum allgemeinen Raumproblem* erschien. Ferner in Vorlesungen. 
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1. Das Konstanzprinzip und der Michelsonversuch. Man 
findet in den Darstellungen der Relativitatstheorie vielfach die Be- 
hauptung, das Konstanzprinzip sei durch den Michelsonversuch erwiesen. 

Historisch ist dieser Versuch sichtlich die gewichtigste Stiitze 
der Relativititstheorie gewesen. Aber die historische und sachliche 
Bedeutung fallen mitunter weit auseinander. Der Nachweis scheint 
mir nicht schwer zu sein, daB es auch hier der Fall ist. 

Das Konstanzprinzip sagt etwas iiber zwei Systeme aus: das 
System der Lichtquelle und das System des Beobachters. Wenn man 
also dieses Prinzip auf den Michelsonversuch griindet, so setzt das 
notwendig voraus, daS der Michelsonversuch ein Versuch in zwei 
Systemen ist. Nun will man aus dem Michelsonversuch aber auch 
schlieBen, da8 es keinen Ather (im alten Sinne) gibt. LaSt man indes 
den Ather fallen, so ist der Versuch ersichtlich ein solecher in einem 
System. Es ist demnach ein Widerspruch, wenn viele Relativitats- 
theoretiker beides tun: das Konstanzprinzip auf den Michelsonversuch 
griinden und den Ather aufgeben. Man gibt dem Versuch dadurch 
eine doppelte Deutung. Jede dieser Annahmen geniigt allein, um 
ihn zu deuten. Da nun die Deutung durch die Preisgabe des Athers 
nicht nur die natiirlichste ist, sondern auch mit der speziellen Relativitats- 
theorie in notwendiger Verbindung steht, so ist die Griindung des 
Konstanzprinzips auf den Versuch aufzugeben. 

Ich habe bisher ganz davon abgesehen, da das Konstanzprinzip 
sich auch seinem Inhalte nach nicht auf den Michelsonversuch stiitzen 
kann. Das ist schon éfters mehr oder weniger deutlich bemerkt 
worden !). 

Aus unserem Resultat muB8 man die Folgerungen ziehen. 

Zunachst ist es jetzt nicht mehr gestattet, den Michelsonversuch 
von der Relativitatstheorie aus, also mit Hilfe des Konstanzprinzips, 
za erklaren, was man noch in sehr vielen Biichern lesen kann). Hat 
man den Ather aufgegeben, so ist sein Resultat eine Selbstverstind- 
lichkeit.. Es ist dann gar kein Grund vorhanden, warum das Licht 
sich in dem einen System der Erde nach einer Richtung schneller 
als nach der anderen fortpflanzen soll. Da das System sich bewegt, 


1) O. Berg, Das Relativitatsprinzip der Elektrodynamik, 1910, 8. 48 ff.; 
Fr. Adler, Ortszeit, Systemzeit, Zonenzeit und das ausgezeichnete Bezugssystem 
der Elektrodynamik, 1920, 8.196ff.; E. R. Neumann, Vorlesungen zur Ein- 
fiihrung in die Relativitatstheorie, 1922, 8.49. Es mu8 einmal darauf hin- 
gewiesen werden, da& mit dem Buche von Adler meines Wissens noch keine 
sachgemafSe Auseinandersetzung von einem Relativitatstheoretiker erfolgt ist; das 
Buch verdient nicht, da& es totgeschwiegen wird. 

*) Sogar bei Neumann, a. a. O., 8. 72ff. 


— 
5 2m 


a 


Probleme der speziellen Relativititstheorie. 411 


gibt keinen Grund dafiir an die Hand; denn ich kann es ja mit 
gleichem Rechte als ruhend ansehen. Darum hat Neumann an der 
zitierten Stelle zwar recht, wenn er die Basierung des Konstanz- 
prinzips auf den Michelsonversuch ablehnt. Aber nach meiner Meinung 
hat er unrecht, wenn er sogar behauptet: ,,Nicht einmal die Konstanz 
der Lichtgeschwindigkeit kann man aus dem Michelsonschen Versuch 
erschlieBen, und selbst eine Annahme wie etwa die, daB die Geschwin- 
digkeit eines Lichtimpulses durch Reflexion an einem Spiegel geindert, 
und gar in einer noch von dem Reflexionswinkel abhingigen Weise 
geandert wiirde, diirfte sich durch den Michelsonschen Versuch 
nicht widerlegen lassen.“ Sieht man vom Ather ab, so laBt der Ver- 
such keinen anderen Schlu8 zu als den auf die Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit nach allen Richtungen im System der Erde. Auch 
eine Anderung der Geschwindigkeit bei der Reflexion wiirde diesen 
Schlu8 nicht umstoBen; denn sie trate ja in den beiden Armen des 
Apparates in gleicher Weise ein. 

Eine zweite wichtige Folgerung bezieht sich auf den Charakter 
des Konstanzprinzips. Was ist das Prinzip jetzt, wo ihm die erfahrungs- 
gema8e Grundlage genommen ist? Offenbar nichts als eine will- 
kiirliche Festsetzung. Auch das hat unter anderen Neumann 
klar gesehen. Er schreibt an der mehrfach zitierten Stelle: ,,Dieses 
Prinzip spielt in der Einsteinschen speziellen Relativitatstheorie eine 
ganz abnliche Rolle wie nach unserenfriiheren Ausfihrungen das 
Tragheitsgesetz in der klassischen Mechanik. Dort bildeten wir uns 
im wesentlichen unsere Vorstellungen von Raum und Zeit so, daB 
dieses Gesetz galt, um sie dann weiter der ganzen Mechanik zugrunde 
zu legen. Ganz entsprechend legen wir hier Raum- und Zeitmessung 
in der speziellen Relativitaétstheorie diesem Prinzip gem&% fest. Das 
Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist eben, genau 
wie das Tragheitsgesetz, nicht anzusehen als ein Gesetz, das zwei 
zuvor wohldefinierte Dinge (Lichtfortflanzung und geradlinig gleich- 
férmige Bewegung) in Verbindung zueinander setzt, sondern es ist 
wieder ein Postulat, es enthalt eine Forderung, namlich die Liangen- 
und Zeitmessungen in jenen Systemen so einzurichten, da jener Satz 
richtig wird.“ Dem Vergleich mit dem Tragheitsprinzip méchte ich ~ 
nicht beistimmen. Das Tragheitsprinzip enthalt auch erfahrungs- 
gemiBes Material, wihrend das Konstanzprinzip von jeder Erfahrung 
losgelést ist. Eine bemerkenswerte Auffassung der speziellen Rela- 
tivitatstheorie kénnte man in den letzten Worten Neumanns finden, 
Es sieht so aus, als ob die Theorie danach nicht eine Beschreibung 
wirklicher Verhiltnisse (unter der vereinfachenden Annahme des krafte- 
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freien Raumes) enthielte, sondern als ob sie sagte, wie die Lingen- 
und Zeitmessungen in Inertialsystemen einzurichten seien, damit das 
Konstanzprinzip erfillt sei. Dann wire die Theorie im Grunde nichts 
weiter als die Lésung einer interessanten, aber fiir die Naturerkenntnis 
herzlich nebensachlichen Aufgabe. Indes meint Neumann sicher, daB 
das Konstanzprinzip seine Richtigkeit oder Unrichtigkeit aus den 
Konsequenzen zu erweisen habe. Mit Riicksicht auf einen gleich dar- 
zulegenden Grund méchte ich eine etwas andere Stellung dazu ein- 
nehmen. Sicherlich kénnen auf die Weise, wie Neumann es andeutet, 
auch willkiirliche Festsetzungen nachtriglich verifiziert werden. Aber 
ich halte das Konstanzprinzip fiir falsch, glaube indes, daB es még- 
licherweise doch einen richtigen, uns jetzt nur noch ganzlich unbekannten 
Kern besitzt oder durch ein 4quivalentes Prinzip ersetzt werden kann. 

2. Das Konstanzprinzip und das Relativitatsprinzip. Labt 
sich das Konstanzprinzip nicht unabhangig vom Michelsonversuch be- 
weisen? Einstein hat selbst einen solchen Beweis gegeben!), der 
auf dem Relativitatsprinzip beruht und seither manchmal wiederholt 
worden ist. 

Die Tatsache, daB die Lichtgeschwindigkeit im System der Erde 
300000 km/sec betragt, faBt Einstein als ein Gesetz auf. Da nun 
nach dem Relativitatsprinzip alle Naturgesetze gegeniiber der Lorentz- 
transformation invariant sind, ist auch das ,,Gesetz der Lichtfortpflanzung“ 
invariant, d. h. diese Geschwindigkeit ist in allen Systemen dieselbe 
Konstante. 

Der Gedanke ist bestechend, aber leider nicht haltbar. Der Satz 
ydie Lichtgeschwindigkeit ist im System der Erde 300000 km/sec‘, 
ist namlich gar kein Gesetz. Man mag die Gesetze auffassen, wie 
man will, in einem stimmen wohl alle Auffassungen iiberein: das 
Gesetz driickt eine Beziehung aus, es verkniipft verschiedene Groen 
miteinander. Das tut unser Satz nicht. DaB die Geschwindigkeit 
auf die Erde bezogen ist und auch im Begriff der Geschwindigkeit 
eine Beziehung steckt, andert daran nichts. Denn der Geschwindigkeits- 
begriff ist ja nur als Hilfsmittel gebraucht, und die Beziehung auf 
die Erde ist keine Verkniipfung von GriéBen, wie sie im Gesetz vor- 
liegt. Man darf sich nicht durch die Formel 


xv? + y2-+ 22 — ¢242 = 0 
tauschen lassen und meinen, hier hatten wir doch die im Gesetzes- 


begriff verlangte Verkniipfung des ¢ mit anderen GroBen. Denn diese 


1) A. Einstein, Uber die spezielle und die allgemeine Relativitatstheorie. 
13. Aufl, 1921, 8.12. 
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Formel driickt nur die innere Gesetzmiafigkeit einer beliebigen Kugel- 
welle aus; sie enthailt im Grunde nichts als die Definition der Ge- 
schwindigkeit. Ware jener Satz ein Gesetz, dann auch dieser: die 
Bahngeschwindigkeit der Erde, bezogen auf das Fixsternsystem, betragt 
im Mittel 36km/sec. Denn in ihm kommen dieselben Beziehungen 
vor wie in jenem. Er ist aber zweifellos keines und darum auch 
nicht invariant gegeniiber der Lorentztransformation. Es handelt sich 
hier wie dort um einen reinen Erfahrungssatz. 

Das gleiche Resultat liefert uns ein anderer Sachverhalt. Das 
»Gesetz der Lichtausbreitung“ ist namlich in der allgemeinen Rela- 
tivitatstheorie nicht invariant. Also ist es gar kein Gesetz; denn 
senst ware es invariant. 

Da das Konstanzprinzip dem Relativititsprinzip zweifellos nicht 
widerspricht, erhalten wir als Endresultat: das Konstanzprinzip steht 
zwar nicht im Widerspruch zum Relativitatsprinzip, wird aber auch 
nicht von ihm gestiitzt. 

3. Das Konstanzprinzip und der Bewegungsbegriff. Ich 
finde einen unlésbaren Widerspruch zwischen dem Konstanzprinzip 
und dem Bewegungsbegriff. Wir wollen ihn uns ganz deutlich zu 
machen versuchen. 

Es handelt sich um den einfachen Bewegungsbegriff (nicht um 
das Relativitatsprinzip). Der physikalische Bewegungsbegriff sagt, 
da8 die Bewegung nur definiert werden kann in bezug auf einen 
Bezugskérper und daS im allgemeinen sich Richtung und Geschwin- 
digkeit der Bewegung Andern, wenn ein anderer Bezugskérper ge- 
nommen wird. Das ist nicht nur eine allgemeine Annahme der Physik, 
sondern scheint mir auch notwendig zum Begriff der Bewegung zu 
gehéren. Was Bewegung ist, lat sich physikalisch gar nicht anders 
ausdriicken als mit Hilfe eines Bezugskérpers. Darin liegt aber die 
Anderung von Richtung und Geschwindigkeit bei Anderung des 
Bezugskérpers beschlossen. 

Nun wird im Konstanzprinzip von einer Bewegung — der Be- 
wegung des Lichtes (der Strahlung iiberhaupt) — ausgesagt, daf sie 
ihre Geschwindigkeit bei beliebiger Anderung des Bezugskérpers nicht 
Aandert. Der Gegensatz liegt auf der Hand. 

‘Ich habe mich vergebens bemiiht, diesen Widerspruch zum Ver- 
schwinden zu bringen. Man kann sich nicht darauf berufen, da man 
einen Unterschied zwischen der Bewegung eines Kérpers und der 
Bewegung einer Strahlung machen miisse. Beidemal handelt es sich 


um Bewegung. Sobald man irgendwo von einer Geschwindigkeit 


sprechen kann, ist der Wert der Geschwindigkeit anders je nach dem 
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Bezugskérper. DaS sie Geschwindigkeit hat, geniigt allein, um der 
Strahlung jede Sonderstellung beziiglich des Bewegungsbegriffes zu 
nehmen. Noch weniger gestattet die Quantentheorie eine solche Sonder- 
stellung. 

Ich habe auch schon daran gedacht, den Widerspruch yorlaufig 
einfach hinzunehmen in der Hoffnung, da8 er sich aufklaren wird. 
Aber der Widerspruch ist hier so bestimmt und klar, daB es eine 
soleche Aufklarung nicht geben kann. 

Man kann sich ebensowenig damit helfen, da8 man die Licht- 
geschwindigkeit als eine Ausnahme hinstellt. Denn weil der Zusammen- 
hang zwischen Geschwindigkeit und Bezugskérper notwendig zum 
Bewegungsbegriff gehdrt, gibt es keine solche Ausnahme. ' 

Ich komme so immer wieder zu der Alternative: Ist das Konstanz- 
prinzip richtig, dann ist der physikalische Bewegungsbegriff — und 
damit ein Grundbegriff der Relativitatstheorie — falsch; ist der physi- 
kalische Bewegungsbegriff richtig, dann ist das Konstanzprinzip falsch. 

Die Paradoxien, in die man durch das Konstanzprinzip gerat, 
lassen sich auch anschaulich klar machen. Wenn ein Kérper sich 
mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, hat dann auch dieser Kérper in 
bezug auf alle Inertialsysteme dieselbe Geschwindigkeit? Ist auch 
eine mit Lichtgeschwindigkeit sich ausdehnende Seifenblase in allen 
Systemen eine Kugel? 

Bejaht man diese Fragen, so hat man nicht blo8 den aufgezeigten 
Widerspruch gegen den Bewegungsbegriff, sondern auch noch die 
folgende merkwiirdige Tatsache: Solange der Kérper oder die Seifen- 
blase keine Lichtgeschwindigkeit besitzen, ist ihre Geschwindigkeit 
fiir verschiedene Systeme verschieden; sobald sie Lichtgeschwindigkeit 
besitzen, ist das nicht mehr der Fall. 

Verneint man die Fragen, so muS man einen Grund angeben, 
warum denn die Geschwindigkeit des Lichtes in allen Systemen die- 
selbe Konstante ist, die gleich groBe Geschwindigkeit anderer Gegen- 
stande aber nicht; warum die Wellenfront des Lichtes in allen Systemen 
als Kugel gemessen wird, die mit derselben Geschwindigkeit sich aus- 
dehnende Oberfliche der Seifenblase aber nicht. 


Il. Die relative Koinzidenz. 

Wir wollen unter Eigensystem das System verstehen, in dem 
der Beobachter ist, unter Fremdsystem jedes andere System. Dann 
kann offensichtlich jedes System zugleich Eigensystem und Fremd- 
system sein: Higensystem fiir den Beobachter in ihm, Fremdsystem 
fiir jeden Beobachter in anderen Systemen. 


a ae 
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Nun ist es eine einfache Konsequenz aus der Lorentztransformation, 
da8 im EKigensystem Zonenzeit ist, wiihrend das Fremdsystem System- 
zeit hat; anders ausgedriickt: daB die Uhren des Higensystems synchron 
gehen, die Uhren des Fremdsystems aber nicht. Dieselben Uhren 
eines bestimmten Systems haben also fiir den Beobachter des Systems 
Zonenzeit, fiir Beobachter anderer Systeme Systemzeit. Daraus folot 
notwendig, da8 im allgemeinen eine beliebige Uhr verschieden be- 
wegten Beobachtern verschiedene Zeit zeigen mu8. Nun ist eine 
Uhrzeigerstellung eine Koinzidenz. Es gibt also eine Relativitit der 
Koinzidenz in der Relativititstheorie: nicht jede Koinzidenz ist 
fiir alle Beobachter gleich. 

Dasselbe Ergebnis liegt in einer anderen Folgerung aus der 
Lorentztransformation. Es la8t sich aus ihr ableiten, daB dieselbe 
Uhr fiir Beobachter verschiedener Systeme verschieden schnell gehen 
mu8. Also hat sie fiir verschiedene Beobachter zugleich verschiedene 
Zeigerstellungen. 

Ich kann in keiner der iibrigen von der Relativitatstheorie be- 
haupteten Relativitaten einen inneren Widerspruch sehen; aber in 
der relativen Koinzidenz finde ich ihn. Die relative Koinzidenz ist 
nicht anders zu verstehen, als daf derselbe Punkt zugleich mit ver- 
schiedenen (unendlich vielen) anderen Punkten koinzidiert. Das er- 
scheint mir als ein Widerspruch in sich. Der verschiedene Standpunkt 
der Beobachter kann den Widerspruch nicht heben. Denn die Koin- 
zidenz ist keine von mehreren Standpunkten aus zu messende Raum- 
oder Zeitstrecke, sondern ein einfach konstatierbares Punktereignis. 
In der relativen Koinzidenz geschieht ein und dasselbe Ereignis zu 
gleicher Zeit auf verschiedene Weisen. 

Es ist nun ferner gar kein Grund einzusehen, warum die Relativitat 
der Koinzidenz auf die Punktereignisse an Ubren beschrankt sein 
sollte. Gibt man diesem Gedanken Raum, dann kénnte z. B. der 
Koordinatenanfangspunkt des Systems S fiir den Beobachter in § 
mit dem Koordinatenanfangspunkt von S’ koinzidieren, wahrend er 
gleichzeitig fiir den Beobachter in S’ mit dem Punkte xy; und mit 
beliebig vielen anderen Punkten von S’ koinzidiert. 

Vielleicht versucht jemand, einen Ausweg den in der vorigen 
Nummer zitierten Worten Neumanns zu entnehmen, und behauptet, 
die Systemzeit sei keine im Fremdsystem abgelesene Zeit, sondern 
driicke lediglich aus, welches Zeitma8 benutzt werden miisse, damit 
eine Lichtwelle im Fremdsystem als Kugelwelle gemessen wiirde. 
Auch wenn man davon absieht, daS unser Resultat sich aus ver- 
schiedenen Folgerungen der Lorentztransformation ableiten 148t, greift 
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dieser Versuch fehl. Wenn nimlich das Konstanzprinzip wirkliche 
Verhiltnisse beschreibt, dann hat dieselbe Uhr fiir verschieden be- 
wegte Beobachter zugleich verschiedene Zeigerstellungen. Tut das 
Konstanzprinzip das aber nicht, dann ist die Relativitaétstheorie keine 
physikalische Theorie mehr. 

Auf dem Boden der iiblichen Auffassung der Relativitaitstheorie 
erscheint mir der Widerspruch der relativen Koinzidenz untilgbar. 


III. Die Relativitat der Gleichzeitigkeit. 


Man mu8S bei diesem Problem zwei Aussagen der Relativitats- 
theorie scharf voneinander scheiden. Zunichst die eine, da die- 
selben Ereignisse, die nach den Uhren des Eigensystems gleichzeitig 
sind, nach denselben Uhren als Uhren eines Fremdsystems zu ver- 
schiedenen Zeiten geschehen. Dann die andere, daB dieser Sachverhalt 
eine Relativitaét der Gleichzeitigkeit bedeute. 

Die erste Aussage ist eine unbestreitbare Folgerung aus der 
Lorentztransformation. Die zweite Aussage ist eine von der Relativitats- 
theorie hinzugefiigte Beurteilung des Sachverhalts der ersten Aussage. 
Und diese Beurteilung ist falsch. 

Um das einzusehen, besinnen wir uns, wie Gleichzeitigkeit kon- 
statiert wird. Wir halten uns an die Einsteinsche Vorschrift. Nach 
ihr sind zwei Ereignisse gleichzeitig, wenn sie bei gleicher Zeiger- 
stellung synchroner Uhren stattfinden. Um also Gleichzeitigkeit zu 
konstatieren, haben wir synchrone Uhren notwendig. 

Das scheint mir iibrigens auch aus dem Sinn der Sache zu folgen. 
Wer das leugnet, verwischt jeden Unterschied zwischen Gleichzeitigkeit 
und Ungleichzeitigkeit. Der tiefste Grund liegt darin, daB man nur 
Gleiches mit Gleichem messen kann. Darum, weil nur synchrone 
Uhren Gleichzeitigkeit besitzen, sind sie zur Messung anderer Gleich- 
zeitigkeiten hinreichend und notwendig. ; 

Jetzt ergibt sich ohne weiteres die Unrichtigkeit jener Beurteilung. 
Der Beobachter, der die Ereignisse als nicht gleichzeitig konstatiert, 
benutzt nicht synchrone Uhren; die in Frage stehenden Uhren sind 
ja fiir ihn Uhren des Fremdsystems und darum nicht synchron. Er 
ist also gar nicht in der Lage und hat kein Recht dazu, mit Hilfe 
solcher Uhren etwas iiber Gleichzeitigkeit oder Ungleichzeitigkeit von 
Ereignissen auszusagen. Die Beurteilung widerspricht der Einstein- 
schen Vorschrift. 

Es ware ein gro8er Irrtum, demgegeniiber zu betonen, da8 doch 
die Uhren, nach denen geurteilt wird, im Eigensystem synchronisiert 
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wurden. Die Uhren miissen fiir den, der urteilt, synchron gehen. 
Das tun sie aber in diesem Falle nicht. Was die Relativititstheorie 
relative Gleichzeitigkeit nennt, ist also keine solche. 

Man kann sogar noch einen Schritt weitergehen. Die Uhr- 
zeigerstellungen der Uhren des Fremdsystems, die bei der Uhr- 
zeigerstellung t = 0 derselben Uhren als Uhren des Eigensystems 
stattfinden, sind doch auch Ereignisse, die wie alle Ereignisse 
jedem Inertialsystem angehéren und mit Hilfe synchroner Uhren auf 
Gleichzeitigkeit oder Ungleichzeitigkeit untersucht werden kénnen. 
Nun wissen wir aber, daS sie bei gleicher Zeigerstellung synchroner 
Uhren vor sich gehen; sie sind also nach der Einsteinschen 
Vorschrift gleichzeitig. Jede Berufung darauf, daB diese Er- 
cignisse nach Systemzeit zu verschiedenen Zeiten stattfinden, wire 
sinnlos. Denn die Systemzeit ist der Gegenstand unserer Uber- 
legung; wir haben gerade die Systemzeit selber der Untersuchung 
auf Gleichzeitigkeit oder Ungleichzeitigkeit unterworfen. Daraus folgt 
nun aber weiter, daB alle anderen Ereignisse, die nach der Systemzeit 
als ungleichzeitig beurteilt werden, in der Tat gleichzeitig sind. 


Wir haben also zweierlei erkannt: 


1. Die Gleichzeitigkeit oder Ungleichzeitigkeit von Ereignissen 
kann nach den Uhren des Fremdsystems nicht beurteilt werden. 

2. Ereignisse, die nach den Uhren des Eigensystems gleichzeitig 
sind, sind in jedem System gleichzeitig. 

Ich betone nochmals, da8 der theoretisch-physikalische Inhalt der 
Relativitatstheorie ganzlich unangetastet bleibt, da8 nur die hinzu- 
gefiigte Beurteilung abgelehnt wird. 

Bei unserer Uberlegung haben wir stillschweigend die fiir jeden 
Physiker selbstverstindliche Voraussetzung gemacht, da8 Zeit und 
Gleichzeitigkeit objektive Gegenstinde sind, die der Physiker nicht 
schafft, sondern auf ihre Struktur hin untersucht. Die Behauptung, 
die Gleichzeitigkeit sei ein Element, das der Physiker an die objektive 
Wirklichkeit von sich aus heranbringe, und deshalb innerhalb grofer 
Grenzen willkiirlich, widerspricht dem Sinn der Physik und der 
Wissenschaft iiberhaupt. Keine Wissenschaft schafft durch ihre Ver- 
treter das, was sie untersucht. Hier liegt eine Verwechslung zweier 
Erkenntnisschichten vor. Doch das fiihrt uns in die Philosophie hinein 


und mag deshalb einer Erérterung an anderer Stelle iiberlassen sein 1). 


1) Ich verweise auf meine Arbeit ,Die Relativitatstheorie und die Struksur 
der physikalischen Erkenntnis“, die demndchst in den ,Annalen der Philosophie 
erscheint. 7 

Zeitschrift fir Physik. Bd. XVII, 99 
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IV. Die Inertialzeit. 


Die idealste Uhr, die denkbar ist, ist das Inertialsystem. Deshalb 
ist der Relativititstheorie schon in ihren Grundvoraussetzungen eine 
Zeit mitgegeben. Wir wollen sie die Inertialzeit nennen und auf 
ibren Charakter hin untersuchen 1). 


Wir denken uns zunachst den Beobachter im  ungestrichenen 
System, das wir als ruhend ansehen. Dann stellt jedes andere Inertial- 
system fiir ihn eine Uhr dar. Er mége seinen Standpunkt in # auf 
der g-Achse haben, in der die z'-Achse des als Uhr gewahlten Systems 
gleitet. Das Zifferblatt der Uhr ist: die a’-Achse, der Zeiger der 
Punkt «, die Zeiteinheit die Zeit, in der die Lingeneinheit der #'-Achse 
den Punkt « passiert. Das Entsprechende gilt von dem Beobachter 
im gestrichenen System. Setzt man als Anfangspunkt der Zeitrechnung 
nach Konvention den Zeitpunkt fest, in dem die Koordinatenanfangs- 
punkte ineinanderfallen, so ist offenbar (w— wz’) die Zeit, die in dem 
Augenblicke, wo x’ durch « geht, jeder Punkt der beiden Systeme 
hat. Jedes System besitzt also sowohl fiir den eigenen wie fiir den 
fremden Beobachter nach dieser Uhr Zonenzeit. Kiinstliche Uhren, 
die danach eingerichtet waren, wiirden fiir jeden Beobachter dieselbe 
EHinheit haben und waren fiir jeden Beobachter ohne Einsteinsche 
Vorschrift synchronisiert. 


Wahlt man ein anderes Inertialsystem als Uhr, das eine andere Ge- 
schwindigkeit besitzt, so ist natiirlich die Zeiteinheit der Zonenzeit ge- 
andert. Durch Hinzufiigung eines Proportionalitatsfaktors laBtsich aber 
die Zonenzeit fiir die ganze Schar der oo} Inertialsysteme aufstellen. 
Wir wahlen das vorhin betrachtete System des xz- und des 2’-Inertial- 
systems als Normalsystem. Die-relative Geschwindigkeit seiner Kom- 
ponenten sei 2. Hs sei v, die Geschwindigkeit eines beliebigen 
Inertialsystems gegen das Inertialsystem des erstgenannten Beobachters. 
Dann ergibt eine einfache Uberlegung, daB 

| 21 


ra (x — 2’) 


1) Der Grundgedanke dieser Uberlegung geht auf C. Neumann zuriick 


(Wber die Prinzipien der Galilei-Newtonschen Theorie, 1870,8.18). Er wurde’ 


in verschiedener Weise von Maxwell (Substanz und Bewegung, 1881, 8. 35), 
L. Lange (Die geschichtliche Entwicklung des Bewegungsbegriffes, 1886, S. 134), 
Aloys Miller (Das Problem des absoluten Raumes, 1911, 8S. 20), Fr. Adler, 
a. a. O., 8.104f.) aufgefagt und durchgefiihrt. 
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die fiir alle Inertialsysteme und jeden Beobachter geltende 
Zonenzeit darstellt). Dabei ist nur zu beachten, da a’ ein Punkt 
des jeweils betrachteten Inertialsystems ist. Um die Geschwindigkeiten 
zu bestimmen, ist durchaus keine kiinstliche Uhr notig; da es nur auf 
ihr Verhaltnis ankommt, geniigen die iibereinandergleitenden Achsen. 

In den Grundvoraussetzungen der Relativititstheorie steckt dem- 
nach eine fiir alle Systeme giiltige, d. h. absolute Zeit. 

Mein Herr Kollege A. H. Bucherer brachte gegen diese Dar- 
stellung zwei Einwinde vor. 

1. Der Ausdruck enthalt die Differenz zweier (durch den Einfiu8 
der Lorentztransformation) heterogener Strecken x und 2’; das ist 
nicht statthaft. 

Darauf 1a8t sich zweierlei erwidern. 

Erstens ist meiner Meinung nach in diesem Falle ein Einflu8 der 
Lorentztransformation iiberhaupt nicht vorhanden. Denn dieser Ein- 
flu8 tritt nur da auf, wo Strecken des Fremdsystems in der der 
Relativitatstheorie eigenen Weise gemessen werden, nimlich mit Hilfe 
kiinstlicher Uhren. Das ist aber hier nicht der Fall. 

Selbst wenn wir aber auch zweitens den Einflu8 der Lorentz- 
transformation zugeben wollten, vergi®t der Einwand, daB (x —~z’) 
fiir die Beobachter keine Differenz ist, die sie zu berechnen haben, 
sondern fiir jeden die Anzahl der Einheiten des anderen Systems 
darstellt, die er vorbeigleiten sieht und die wegen der Reziprozitat 
der Verhaltnisse, die die Lorentztransformation beschreibt, fiir den 
einen genau so groB sind wie fiir den anderen. 

2. Das Ergebnis 148t sich mit der Lorentztransformation nicht 
in Einklang bringen. 

Selbst wenn dieser Einwand recht hatte, wiirde nicht die Un- 
richtigkeit des Ergebnisses, sondern die Unrichtigkeit der Lorentz- 
transformation folgen. Denn das Ergebnis ist eine einfache, not- 
wendige Folgerung aus der Grundannahme der Relativitatstheorie, 
daB es Inertialsysteme gibt. Aber der Einwand besagt zuviel. Unser 
Ergebnis widerstreitet nicht der Lorentztransformation, sondern nur 
ihrer tiblichen Deutung. 


V. Die Beschleunigung als Invariante. 


Mir fallt in der Relativitaétstheorie eine eigenartige Behandlong 
der Beschleunigung auf. Die Beschleunigung ist bekanntlich keine 


1) In meinem Buche (Die phil. Probleme, 8.127) steht irrtiimlich der rezi- 


proke Wert > (x — x’). 
1 
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Invariante gegeniiber der Lorentztransformation. Sie wird indes still- 
schweigend in mehreren Fallen wie eine Invariante behandelt. Der 
anschaulichste Fall ist der der Uhr. 

Die Uhr der physischen Wirklichkeit ist ein Instrument, in dessen 
Betrieb notwendig Beschleunigungen vorkommen. Notwendig deshalb, 
weil von Teilen des Instrumentes periodische Bewegungen vollzogen 
werden miissen. Zum Begriff der Uhr gehért die Beschleunigung 
nicht (vgl. IV), wohl aber ist sie ein notwendiges Element bei der 
Uhr unserer Wirklichkeit. 

Die Folge davon ist, da8 die Uhr des Fremdsystems einem 
doppelten Einflu$ unterworfen ist. Zunaichst mu8 die Ubr im 
Fremdsystem deshalb allein schon anders gehen als im Eigensystem, 
weil die Beschleunigung keine Invariante gegeniiber der Lorentz- 
transformation ist. Dazu kommt dann noch die in der Lorentz- 
transformation beschriebene Anderung der Zeitangabe. 

Es geht nicht an, sich demgegeniiber darauf zu berufen, da8 in 
unserer Wirklichkeit auch eine gleichférmig abbrennende Kerze oder 
ein Thermometer als Uhr dienen kénnten, bei denen doch keine Be- 
schleunigung vorhanden sei. Denn abgesehen von allem anderen 
waren Kerze und Thermometer nur dann als Uhr brauchbar, wenn 
sie nach einer gewéhnlichen Uhr geeicht waren. Ubrigens kommen 
bei ihnen auch Beschleunigungen, namlich in den mikrokosmischen 
Vorgangen, vor. 

Eine entsprechende Betrachtung gilt fiir den Lichtstrahl, mit 
dem Schwingungen, also auch Beschleuniggngen, verbunden sind. 


Wir haben im vorstehenden eine Anzahl der Schwierigkeiten 
kennen gelernt, die der Relativitiatstheorie aus ihren Voraussetzungen 
und Grundbegriffen heraus erwachsen. Ich wiederhole die Bitte um 
eine klare Stellungnahme zu diesen Analysen, die natiirlich das Gebiet 
der Physik ebensowenig verlassen diirfte, wie es unsere Uberlegungen 
getan haben. ; 
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Ein alter Trugschlu8B betrefts des Warmegleichgewichtes 
eines Gases im Schwerefeld. 
Von P. Ehrenfest in Leiden. 


(Hingegangen am 7. August 1923.) 


Schon durch Boltzmann (1876) sorgfiltig widerlegt!), taucht 
doch stets wieder der alte Irrtum auf2), daB der Fall der Molekiile 
im Schwerefeld die mittlere kinetische Energie der Molekiile in den 
unteren Lagen eines — im Warmegleichgewicht befindlichen — Gases 
gréBer mache als in den oberen. Aus der kinetischen Gastheorie ist 
natiirlich bekannt, da8 und warum diese Behauptung falsch ist. Doch 
sei dem Fehler aufs neue entgegengetreten, da er diesmal bis zu 
dem Resultat gefiihrt hat’): ,In diesem Sinne ist also die Clausius- 
fassung des zweiten Hauptsatzes unrichtig !“ 

Ein méglichst extremes Beispiel zur Vereinfachung von Uber- 
legung und Rechnung: Keine ZusammenstéSe der Gasmolekiile unter- 
einander, vollkommen elastische Reflexion an der oberen Decke und 
den vertikalen Wanden des GefaSes. Hingegen Warmeaustausch mit 
dem Boden, der konstant auf der Temperatur 7’ gehalten wird; d. h. 
die vom Boden zuriickprallenden Gasmolekiile sollen die zu 7 gehérige 
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung besitzen. Statt des konti- 
nuierlichen Verlaufes der potentiellen Energie D(z) = mgz, die dem 
Schwerefeld entspricht, sei zur Vereinfachung ein diskontinuierlicher 
Verlauf genommen: bis zur halben Hohe des Gefabes ¢ = H/2 sei 
@ (z) = 0, dariiber bis zur Decke sei M(z) konstant gleich y. Hat 
ein Molekiil unter dieser Diskontinuititsfliche F die Vertikalgeschwin- 
digkeit w,, nach Durchtritt durch F die kleinere Geschwindigkeit w,, 
so ist also: 


MW? mw? 1 

Der Trugschlu8: Jedes einzelne Molekiil, das F' auf- oder ab- 
wirts durchsetzt, hat unten eine gréfere kinetische Energie als oben 
(richtig!), ,,also“ ist die mittlere kinetische Energie der Molekiile in 
der unteren Halfte gréBer als in der oberen (falsch!) *). 


1) L. Boltzmann, Wissensch. Abh., 2. Bd., 8. 60 u. 265 (Wien. Ber. 74, 509, 
1876; 78, 22, 1878). Ferner: F. M. Exner, Ann. d. Phys. 7, 683, 1902; 9, 967, 
1902 gegen A. Schmidt. Siehe auch O. W. Richardson, Phil. Mag. 18, 695, 1909. 

) RB. von Dallwitz-Wegner, Der Samazustand der Materie. ZS. f. Phys. 
15, 280, 1923. — 3) Le, 8.286. . - ag 

4) Fortsetzung des Trugschlusses: Jedes einzelne jener Molekiile verbleibt 
— da wy < w, — langere Zeit in der oberen als in der unteren Halfte (richtig) ; palso 2 
sind in jedem Augenblick mehr Molekiile in der oberen als in der unteren Halfte!? 
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Was vergessen wird: Alle Molekiile in der unteren Halfte, 
fiir die 2 
— <2, (2) 
sind unfahig, #' zu durchsetzen. Und diese ,allzu Jangsamen“ Mole- 
kiile helfen, die mittlere kinetische Energie in der unteren Halfte 
klein zu halten. 

Quantitativ: seien 

fi(w,)dw, und fy (we) dw, (3) 
die Anzahl der Molekiile, die per Kubikzentimeter in der unteren und 
der oberen Halfte des GefaBes vertikale Geschwindigkeiten besitzen, 
die zwischen w, —> w, + dw, bzw. wy—> wy + dw, liegen. 

W,f,(w,;)dw, und we fy (we) dw, (4) 
geben dann an, wie viele Molekiile dieser beiden Sorten per Quadrat- 
zentimeter und Sekunde in die Flache F von unten hinein- bzw. nach 
oben aus ihr herauslaufen. 

Verfolge nun eine solche w,—>w,-+dw,-Gruppe bei ihrem 
Durchgang durch F; sie tritt auf der anderen Seite als wy —> we 
+ dw,-Gruppe aus, wobei w, mit w, durch Gleichung (1) zusammen- 
hingt; also itiberdies — differenziere (1) — gilt: 

Wy AW, = W, dw. (5) 

Da es sich aber um dieselben Individuen handelt, nur ,von 
unten“ und ,von oben“ betrachtet, so miissen in diesem Falle die 
beiden Ausdriicke (4) einander gleich sein: 


Wy fy (Wi) dw, = Wy fo (We) de, (6) 
fi (1) = fe (ws), (7) 

wo we, und w, durch (1) verbunden sind. 
Nun herrscht aber unten die zu 7 gehérige Maxwellverteilung 


also wegen (5): 


Bich 
fi (w1) = Ce 2*T, (8) 
also gilt wegen (8), (7), (1) fiir alle w,>0: 
spend Hin veri y EE Sey err 8 
fy (w,) = Ce 2*2 = Ce 2*T Ce Tg 2kT. (9) 


Wegen der Symmetrie zwischen Auf- und Abwirts- Bewegung 
auch giiltig fir w,<0. 

Der Vergleich von (9) mit (8) liefert das altbekannte Resultat: 
Oben und unten herrscht die gleiche, zu 7 gehérige, Geschwindig- 
keitsverteilung und mittlere kinetische Energie; nur die Dichte ist 
oben im Verhaltnis e—%/*7 kleiner. 
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